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针对一维六方准晶中一种新平面弹性问题，即非周期平面内的平面弹性问题，通过引入应力势函数，建立了

一维六方准晶中非周期平面内的平面应变理论 + 作为应用，求解了一维六方准晶中垂直于准周期方向的椭圆孔口
问题，得到了其弹性应力场的解析解 + 在极限情形下，可给出裂纹问题的解 +
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! < 引 言

准晶是 !*)#年由实验发现、!*)’年才首次报道
的固体新结构［!，#］，这一发现被认为是凝聚态物理

和材料科学的一项重大进展 +迄今在不同合金系中
已研制出 #%%多种准晶，其中半数以上热力学性能
稳定，因而准晶又是一种具有良好应用前景的新型

材料［$—!%］+ 因此，对准晶的研究具有重要意义 +
按照在三维空间中原子排列方式的不同，准晶

可分为三维准晶、二维准晶和一维准晶 + 一维六方
准晶是指在具有六重旋转对称轴的方向上原子是准

周期排列的，而在垂直于该方向的平面内原子是周

期排列的 + 由于准周期方向的存在，在讨论一维六
方准晶的平面弹性问题时，就会出现两种不同的平

面应变理论 + 一种为垂直于准周期方向平面内的弹
性问题，即周期平面内的平面应变理论，对该类问

题已有若干研究成果［!!—!&］+ 另一种是平行于准周
期方向平面内的弹性问题，即非周期平面内的平面

应变理论，对该类问题的研究目前尚不多见 +本
文就后一问题进行研究，通过引入新的应力势函

数，建立了一维六方准晶中非周期平面内的平面应

变理论，利用广义解析函数给出了控制方程的一

般解 +
从发现准晶以来，就观察到准晶的缺陷［!)，!*］+

与此同时，关于准晶弹性与缺陷的理论研究也吸引

了许多研究者的注意，如位错、裂纹和孔口等已有

不少文献报道［!!—!&］+ 作为应用，借助于广义保角映
射，本文求解了一维六方准晶中垂直于准周期方向

的椭圆孔口问题，得到了其弹性应力场的解析解 +
在极限情形下，可给出裂纹问题的解 +

# < 基本方程

取点群 (!! 一维六方准晶的准周期方向为坐
标轴 "$，垂直于准周期方向的平面为坐标平面
"! /"#，建立直角坐标系 + 用!!!，!##，!$$，!#$，!$!，!!#，

#$$，#$!，#$#分别表示声子场应变!$%和相位子场

应变#$ %；用"!!，"##，"$$，"#$，"$!，"!#，&$$，&$!，&$#分

别表示声子场应力"$%和相位子场应力 &$ % + 根据文
献［)，!!］，点群 (!! 一维六方准晶弹性问题的广
义胡克定律可表示为

"!! = ’!!!!! > ’!#!## > ’!$!$$ > (! #$$，

"## = ’!#!!! > ’!!!## > ’!$!$$ > (! #$$，

"$$ = ’!$!!! > ’!$!## > ’!$!$$ > (# #$$，

"#$ ="$# = #’’’!#$ > ($ #$#，

"!$ ="$! = #’’’!$! > ($ #$!，

"!# ="#! = #’((!!#，

&$$ = (!（!!! >!##）> (#!$$ > )! #$$，
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!!" # $"!!!" % #$ $!"，

!!$ # $"!!$! % #$ $!$，

（"）
式中，%&’表示声子场独立弹性常数，#& 表示相位子

场独立弹性常数，"& 表示声子场与相位子场耦合

独立弹性常数 &几何方程为

!&’ # "
$（!’(& %!&(’），

$! ’ #!’$! （ &，’ # "，$，!），
（$）

式中 (& 和 $! 分别表示声子场与相位子位移，且

!’(& # !
(&

!)’
&

不记体力的静平衡方程为

!"""" %!$""$ %!!""! # ’，

!""$" %!$"$$ %!!"$! # ’，

!""!" %!$"!$ %!!"!! # ’，

!" !!" %!$ !!$ %!! !!! # ’ &

（!）

方程（"）—（!）就是点群 (** 一维六方准晶弹性问
题的基本方程 &

! ) 非周期平面内的平面应变

当点群 (** 一维六方准晶中的缺陷沿周期方
向穿透时（如无限长直位错和穿透性裂纹或孔口

等），材料的几何性质将不随周期方向改变 & 这时，
在垂直于周期方向的平面（非周期平面）内为平面弹

性问题 & 假设缺陷沿坐标轴 )" 方向穿透材料，则

!" (& # ’，

!" $! # ’，

!""&’ # ’，

!" !! ’ # ’ （ &，’ # "，$，!）&

（*）

且所有的场变量仅依赖于坐标变量 )$ 和 )! &
将方程（*）代入方程（"）—（!），得到 )$ +)! 平

面内的物理方程为

!$$ # +""$$ % +$"!! % ," !!!， （,）

!!! # +$"$$ % +!"!! % ,$ !!!， （(）

$!$! # +*"$! % ,! !!$， （-）

$!$ # ,!"$! % -" !!$， （.）

$!! # ,""$$ % ,$"!! % -$ !!!， （/）
式中常数

+" #
%!! #" 0 "$

$

#"
，

+$ #
"" "$ 0 %"! #"

#"
，

+! #
%"" #" 0 "$

"

#"
，

+* #
#$

#$
，

," #
%"! "$ 0 %!! ""

#"
，

,$ #
"" %"! 0 "$ %""

#"
，

,! # 0
"!

#$
，

-" #
%**

#$
，

-$ #
%"" %!! 0 %$

"!

#"
，

#" # %"" %!! #" % $%"! "" "$ 0 "$
" %!!

0 "$
$ %"" 0 %$

"! #"，

#$ # %** #$ 0 "$
! &

)$ +)! 平面内的平衡方程为

!$"$$ %!!"$! # ’，

!$"!$ %!!"!! # ’，

!$ !!$ %!! !!! # ’ &

（"’）

变形协调方程为

!$
!!$$ %!$

$!!! 0 $!$!!!$! # ’，

!$ $!! 0!! $!$ # ’ &
（""）

一般情况下，应力面外应力"""不为零，"""可

由下列公式给出：

""" #（%"" +" % %"$ +$ % "" ,"）"$$

%（%"" +$ % %"$ +! % "" ,$）"!!

%（%"" ," % %"$ ,$ % "" -$）!!! &
这是一套关于声子场与相位子场耦合的偏微分方

程，与一般晶体的弹性方程完全不同 & 由于方程的
复杂性，直接求解比较困难 &
现在我们引入两个新的应力势函数来简化上述

方程 & 令

"$$ #!$
! .，

"!! #!$
$ .，

"$! # 0!$!! .，

!$ #!! /，

!! # 0!$ / &

（"$）

显然，方程（"’）已经满足 &
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将方程（!"）代入方程（#）—（$），然后将所得
的结果代入方程（!!），经简单计算得

!! " % !" # & ’，

!" " ( !) # & ’，
（!)）

其中微分算子 !$（ $ & !，"，)）分别为

!! & %)!*
" ( %!!*

) (（"%" ( %*）!"
"!"

)，

!" & &"!)
" (（&! ( &)）!"!"

)，

!) & ’"!"
" ( ’!!"

) +

（!*）

由方程（!)）消去 #，得到一个关于 " 的偏微分
方程

（!! !) ( !"
"）" & ’+ （!#）

点群 ,(( 一维六方准晶中非周期平面内平面弹性
问题的最终控制方程为一个六阶偏微分方程 +
由文献［"’］可知，方程（!#）的解可用三个广义

解析函数 )*（ +*）（* & !，"，)）表示为

"（,"，,)）& "-.!
)

* & !
)*（ +*），

+* & ," (!*,)，
（!,）

其中

!* &"* ( /#* （* & !，"，)）
是微分方程（!#）的特征根，"，#是仅依赖于准晶弹
性常数的实常数 +如果特征根出现重根，上述公式
可以进一步简化 +
另一方面，由方程（!)）得

#（,"，,)）& "-.!
)

* & !
$*)0*（ +*），

$*（!*）&
% &（!*）

’（!*）
，

（!1）

其中

&（!*）&（&! ( &)）!
"
* ( &"，

’（!*）& ’!!
"
* ( ’" +

将（!,）和（!1）式代入方程（!"），可得

%"" & "-.!
)

* & !
!

"
*-0*（ +*），

%)) & "-.!
)

* & !
-0*（ +*），

%") & % "-.!
)

* & !
!*-0*（ +*），

." & "-.!
)

* & !
$*!*-0*（ +*），

.) & % "-.!
)

* & !
$*-0*（ +*），

（!2）

其中

-*（ +*）&!+*
)*（ +*）& )0*（ +*）+

这就是点群 ,(( 一维六方准晶中非周期平面内的
声子场与相位子场应力的复表示 +
下面推导边界条件的复表示 +
如图 !所示，假设 /0 弧是弹性体在坐标平面

," 3,) 内的一段边界曲线，1 是 /0 弧的外法线，2"

与 2) 是作用在 /0 弧上的面力，23 是作用于相位

子空间的广义力，则应力边界条件可表示为

（%""）4 456（1，,"）(（%)"）4 456（1，,)）& 2"，

（!$）
（%))）4 456（1，,)）(（%")）4 456（1，,"）& 2)，

（"’）
（.))）4 456（1，,)）(（.")）4 456（1，,"）& 23 +

（"!）
将方程（!"）代入（!$）—（"!）式，沿边界关于弧长 4
积分，并注意到

456（1，,"）&
7,)

7 4 ，

456（1，,)）& %
7,"

7 4 ，
（""）

得边界条件的复表示为

!) " & "-.!
)

* & !
!*-*（ +*）

&"4
2" 7 4， （")）

!" " & "-.!
)

* & !
-*（ +*）

& %"4
2) 7 4， （"*）

# & "-.!
)

* & !
$*-*（ +*）

&"4
23 7 4 + （"#）

图 ! 表面力 2" 与 2) 作用在边界 /0弧上
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!" 垂直于准周期方向的椭圆孔口问题

假设在点群 #!! 一维六方准晶中，沿周期方
向 "$ 有一个穿透性的椭圆孔口 % 这时，材料的几何
性质将不随周期方向 "$ 改变，在垂直于周期方向

的平面（非周期平面 "& ’"(）内为平面弹性问题 %
在平面 "& ’"( 内，设椭圆孔口 # 的方程为

"&
&

$& )
"&
(

%& * $， （&#）

其中 $ 和 % 为椭圆的长半轴和短半轴 %
考虑在无穷远处沿准周期方向 "( 作用于外载

荷 & 的静平衡问题，如图 &所示 %该问题的边界条
件如下：当 ’!+时，

!((（ ’）* &，

!&&（ ’）*!&(（ ’）* ,；
（&-）

当 ’ * ("# 时，
)&（ (）* )(（ (）* ,% （&.）

图 & 一维六方准晶非周期平面内的椭圆孔口

由于相位子场在垂直空间，它与热运动的原子

重排有关［/］，故相位子应力边界条件一般可取零，

当 ’!+时，
*&（ ’）* *(（ ’）* ,； （&0）

当 ’ * ("# 时，
)+（ (）* ,% （(,）

现在求解上述边值问题 % 为了求得区域" 内
的复势函数，我们假设函数 ,-（ ’-）的 1234567展式为

,-（ ’-）* .-’- )#
+

/ * &
.（ 0）

- ’ 0- ) ,（,）-（ ’-）% （($）

这里

,（,）-（#-）* $-, )#
+

0 * $
$-0’ 8 0

- ， （(&）

.-，.
（ 0）
- 和 $-0是待定复常数 %
将 ,-（ ’-）代入方程（$.），由条件（&(）和（&/）

式得

.（ 0）
- * , （- * $，&，(；0 * &，(，⋯）；（((）

&95#
(

- * $
$

&
-.- * ,，

&95#
(

- * $
.- * &，

&95#
(

- * $
$-.- * ,，

（(!）

&95#
(

- * $
$-%-.- * ,，

&95#
(

- * $
%-.- * ,%

（(/）

上述方程组中共有 # 个实常数 95.-，:;.-（ - * $，

&，(），但只有 /个独立的方程，因此，其中一个常
数可以自由选择，不妨取 95.( * , %
将 ,-（ ’-）再代入方程（&(）—（&/），由条件（&.）

和（(,）式得

#
(

- * $
［ ,（,）-（ ’-）) ,（,）-（ ’-）］

* 8#
(

- * $
［.-’- ) .-’-］， （(#）

#
(

- * $
［$-,
（,）
-（ ’-）)$-,

（,）
-（ ’-）］

* 8#
(

- * $
［.-’- ) .-’-］， （(-）

#
(

- * $
［%-,
（,）
-（ ’-）)%-,

（,）
-（ ’-）］

* 8#
(

- * $
［.-’- ) .-’-］， （(.）

其中 ’- 取椭圆孔 # 的边界值，上划线表示复共轭 %
作保角映射

’- * 1-（#-）*
$ 8 <$-%

& #- )
$ ) <$-%

&
$
#-
，

（- * $，&，(）， （(0）
则 ’- 平面内的区域"- 被映到#- 平面内的单位圆

的外部（单位圆的边界记为&）% 进一步取#- *!*
5<’，,$’$&!，则"- 上的三个点被映到单位圆上的

一个点 %用 2（,）-（ ’-）表示 ,（,）-（ ’-）经过映射后的函
数，则条件（(#）—（(.）式可改写为
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!
!

! " #
［"（$）!（!）% "（$）!（!）］" ##! % ##!&#，（’$）

!
!

! "#
［"!"
（$）
!（!）%"!"

（$）
!（!）］" #(! % #(!&#，（’#）

!
!

! "#
［#!"
（$）
!（!）%#!"

（$）
!（!）］" #!! % #!!&#，（’(）

其中

## " !
!

! " #

$（%! % %!）% )&（%!"! % %!"!）

( ，

#( " !
!

! " #

$（%!"! % %!"!）% )&（%!"
(
! % %!"

(
!）

( ，

#! " !
!

! " #

$（%!#! % %!#!）% )&（%!"!#! % %!"!#!）

( *

方程（’$）—（’(）两边同时乘以 +!
!&$
，其中$是单

位圆外的任意一点，然后沿边界%积分 *
首先由 ,-./0-1积分定理得

"%
"（$）!（!）
! &$!

" & (!)"（$）!（$!），

"%
"（$）!（!）
! &$!

" $，

"% !
! &$

" $，

"%
#

!（! &$）
" & (!)

#
$

*

（’!）

进而可解得

!
!

! " #
"（$）! "

##
$
，

!
!

! " #
"!"
（$）
! "

#(
$
，

!
!

! " #
#!"
（$）
! "

#!
$

*

（’’）

当 ! 取 #，(，!时，$分别对应于$!，因此，上述解

进一步可表示为

"（$）! "
##
$!!

!

’ " #
(!’#’ （! " #，(，!）， （’2）

其中

［(!’］"
#
)

"(#! &"!#( #( &#! "( &"!

"!## &"##! #! &## "# &"!

"##( &"(## ## &#( "( &"









#

，

) "（#( &#!）"# %（#! &##）"( %（## &#(）"! *
由方程（!#）和（!3）得

*!（ +!）" %!+! &
+! & +(! &（$( %"

(
!&(# ）

$ % )"!& !
!

’ " #
(!’#’

（! " #，(，!） （’4）
和

*5!（ +!）" %! & #
$ % )"!&

# &
+!

+(! &（$( %"
(
!&(#( )）

6!
!

’ " #
(!’#’ （! " #，(，!）* （’7）

将（’7）式代入（#8）式，便得到准晶弹性场的所有应
力分量 *
特别是当 &$$时，有

*5!（ +!）" %! & #
$

# &
+!

+(! & $#( )(

6!
!

’ " #
(!’ #’ （! " #，(，!）* （’8）

将（’8）式代入（((）式，可得裂纹问题的解 * 同时不

难发现裂尖 + " 9 $ 应力仍具有 & #
(阶的奇异性 *

2 : 结 论

建立了点群 4,, 一维六方准晶非周期平面内
的平面应变理论，给出了弹性问题的控制方程和基

本解 * 作为应用，借助于复变函数中的广义保角变
换，研究了该准晶中的无限长穿透性椭圆孔口问

题，给出了弹性场的解析解 * 在极限情况下，给出
裂纹问题的解 * 结果表明，裂尖 + " 9 $ 应力仍具

有 & #
(阶的奇异性，这一点与传统晶体相一致；但

应力场又与相位子场弹性常数有关，这一点又不同

于传统晶体相 *

［#］ ;-<0-=>.? @，AB<0- C，DE.=).F @，,.-? G H #38’ -./0 * 123 *

4255 * !" #32#
［(］ I-.?J I，K< L M，N/O N L #382 -.6# * 7$8 * P !# Q’3
［!］ RO?0-<==) S #387 -.6# * 7$8 * !$ (!7
［’］ DOB+>.? P C，N<B=O? R T #33! 123 * 79: * -./0 * $! (#!

［2］ ;O0OB.E G U ;，Q/V<?FW1 X ,，;=<)?-.E+= Y G #384 -./0 * 123 * A "%

!!’2
［4］ @)?J @ L，K.?J H D，L/ , I，H.?J R L #33! -./0 * 123 * A %&

7$$!
［7］ T.? X K，S.) K H ($$’ (;;# * 72<. * 123 * !’ !(2
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