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"%%)年 +,-./01234和 51363789:联合推导出一个三维个体晶粒长大的准确速率方程，但并未给出实验或计算机
仿真的验证 ;采用 .3992 模型 +3490 <,163 方法对该速率方程进行了大尺度仿真验证 ;结果表明，仿真数据与
+,-./01234=51363789:速率方程符合很好，从而初步证实了该速率方程，即三维晶粒长大速率是晶粒棱长和晶粒平均
宽度的函数 ;
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! G 引 言

三维（$H）晶粒长大规律是材料科学中的一个
经典研究课题，而关于个体晶粒长大速率方程的研

究是该经典课题的一个重要内容［!］;半个多世纪以
来，众多材料学家、物理学家、工程专家和数学家

进行了大量深入研究，基于不同的模型相继提出

了多种个体晶粒长大速率方程［"—!!］; "%%)年数学家
+,-./01234和材料学家 51363789:合作取得了突破性
的研究成果，推导出一个 $H个体晶粒长大的准确
速率方程［!"］，该方程也被称为 $H 734 I0CA,44 方
程，在普适性、严谨性和准确性上均优于目前文献

中已有的各种 $H晶粒长大速率方程，该研究成果
重新引起人们对 $H 晶粒长大规律研究的广泛
兴趣［!$—!>］;

+,-./01234=51363789: 速率方程表明，$H 晶粒的
体积变化率 F! JF " 决定于晶粒的平均宽度 # 和晶棱
长度 $，即

F!
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式中，晶粒平均宽度 # 是晶粒的一种线性尺寸，!

为表面张力，% 为晶界迁移率 ;目前在实验上无法
测量到个体晶粒的棱长 $ 及线性尺寸 #，因此无法
验证上述理论结果，这限制了人们对个体晶粒长大

动力学的研究 ;计算机仿真技术为解决该问题提供
了新的途径，本文采用一种改进的 .3992模型 +3490
<,163方法［!，!)］大尺度仿真了 $H 正常晶粒长大过
程，通过测量仿真组织中 $H个体晶粒的三晶棱长
度和晶粒尺寸，对 +,-./01234=51363789:速率方程进行
了初步的仿真验证 ;

" G 改进的 .3992模型 +3490 <,163方法

将 $H仿真系统映射到简单立方点阵（仿真尺
度为 $%% M $%% M $%%），每个点阵单元依次被赋予
!—& 之间的一个整数，代表对应的晶粒取向，其中
& 为点阵格点总数 ; $H空间中相邻且取向相同的微
单元群体构成同一晶粒，取向不同的近邻单元之间

构成晶界 ; 系统界面能由描述原子相互作用的
N,A86934算子定义，具体表示如下：
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式中，’ 为系统总的界面能；( 为正的常数；+) 和 +*
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分别对应于单元 ! 和 " 的取向；#! 为单元 ! 的所有近
邻格点总数，此处 #! 取 !"，即考虑单元的 "个最近
邻格点、#! 个次近邻格点以及 $ 个第三近邻的格
点；!$!$"
是 %&’()*+)&!函数，当 $! , $" 时，!$!$"

, #；

当 $!! $" 时，!$!$"
, -.点阵的所有单元同时进行再

取向尝试，每个单元随机地再取向为其 #! 个邻域

取向中的一个取向，取向改变的概率定义如下：

% ,
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式中，!& 为单元 ! 再取向前和取向后的能量差，’2

为 2’56789((常量，( 为仿真温度 .本文取 ’2 , -:;，
仿真温度的提高有助于减小点阵的各向异性 .晶界
处格点成功再取向为其近邻取向，对应着晶界的迁

移 .仿真时间 ) 以 <’(6) =9&5’步长（<’(6) =9&5’ >6)0）
为单位，即所有单元同时进行完一次再取向尝试记

为 #个时间单位 .为了仿真封闭、完整的大体积系
统，使用周期性边界条件 .利用 =语言实现上述仿
真算法，且已证明该算法具有较高的仿真效率，对大

尺度仿真具有重要意义 .

4 .仿真结果及讨论

本研究以 ) , #--- 这一仿真时刻的晶粒组织
（由 ;?--个晶粒组成）为研究对象，此时晶粒已进入
准稳态长大阶段 .图 #为 ) , #---时的仿真晶粒组
织图，不同取向的晶粒被映射成不同的灰度 .在二维
（!@）截面上 4 个晶粒交点处棱线之间的夹角接近
于 #!-A，大多数晶粒的边界呈平滑弯曲状，边数小于
;的晶粒一般呈现凸出形状，而边数大于 " 的晶粒
边界具有内凹的特征，这与退火过程中的实际金属

晶粒的 !@截面特征相一致 .
晶粒体积 * 由该晶粒所含格点数计量，晶粒的

面数 + 由其近邻晶粒表示 .从 ) , #---时刻开始，测
量了很短的时间间隔（!) , 4-）内个体晶粒的体积
变化率 B* CB ) .

<9*DE)&>’(FG&’5’HI67速率方程右端的两个参量
分别为晶粒的棱长 , 及平均宽度 - .平均宽度 - 定
义为晶粒在所有方向上的欧拉宽度. 的平均值〈.〉
的 !倍，即 - , !〈.〉，欧拉宽度 . 表示晶粒在某方
向上的投影长度 .对于凸形晶粒，〈.〉即为晶粒的平
均切直径［#"］.注意到仿真晶粒在各个方向上的 . 值
相差不大，因此本研究采用晶粒在三个相互垂直方

图 # <’(6) =9&5’ 仿真晶粒组织 由 ;?--个晶粒组成

向上欧拉宽度的平均值近似表达所有方向上的欧拉

宽度的平均值〈.〉.统计位于个体晶粒晶棱附近的
格点数 /，对所有的个体晶粒，/ 值定性地反映了不
同晶粒棱长的相对大小 .采用 ,#（/ C!:; J + 1 !）
K #:L#"来表示晶棱的长度 ,［#$］.
图 ! 列出了按尺寸分组的晶粒体积变化率

〈B* CB )〉与（, C" 1 -）的关系，并采用最小二乘法进行
了线性拟合，得到〈B* CB )〉, -:$M"（ , C" 1 -），线性相
关系数为 -:?$"，可见〈B* CB )〉与（ , C" 1 -）呈较好的
线性关系 .如图 ! 所示，当晶粒满足（ , C" 1 -）, -
时，对应于其体积变化率〈B* CB )〉, -，即该部分晶粒
既不长大也不缩小，处于一种临界状态 .当 , C" N -
时，〈B* CB )〉N -，晶粒体积将减小；而当 , C" 3 -
时，〈B* CB )〉3 -，晶粒长大 . 因此本文的仿真结果
初步证实了 <9*DE)&>’(FG&’5’HI67 速率方程，即 4@
晶粒长大速率是晶粒棱长 , 和晶粒线性尺寸 - 的
函数 .

图 ! <’(6) =9&5’仿真晶粒的体积变化率〈B*CB )〉与尺寸

（,C" 1 -）的统计关系
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除了 !"#$%&’()*+,’)-)./01速率方程，目前还存在
其他一些个体晶粒长大速率方程，主要分为两类，即

2/--&’0速率方程［3］和纯拓扑依赖的速率方程［4—55］6
2/--&’0速率方程是以一般意义上的晶粒尺寸（等体
积球半径）! 为唯一参量的速率方程，纯拓扑依赖
的速率方程（例如 7-"1/&’速率方程［4］、2/-8&*9&-:0及
其合作者的速率方程［;，<］、7-/#=(>"* 速率方程［?，@］、
于海波+刘国权方程［A—55］等）则是以晶粒面数 " 为唯
一参量的速率方程 6需要指出的是，2/--&’0速率方程
和纯拓扑依赖的速率方程均不适用于描述个体晶粒

长大的准确速率，而可以较准确地描述晶粒尺寸分

组内和拓扑分组内个体晶粒的平均长大速率，从而

可以从统计平均角度较好地描述个体晶粒长大的一

般规律 6
相对于上述以晶粒尺寸 ! 或晶粒面数 " 作为唯

一参量的个体晶粒长大平均速率方程，!"#$%&’()*+
,’)-)./01速率方程则给出了个体晶粒长大的准确速

率方程，该速率方程表明个体晶粒的长大速率仅与

晶粒本身的几何特征（平均宽度 # 和棱长 $）有关，
而不是单纯地决定于晶粒面数 " 或一般意义上的晶
粒尺寸 ! 6本文对 !"#$%&’()*+,’)-)./01速率方程的仿
真研究初步证实了该速率方程，即 BC晶粒长大速
率是晶粒棱长和晶粒平均宽度的函数 6

4 6结 论

采用 $)00(模型 !)*0& D"’-)方法大尺度仿真了
BC晶粒长大过程，通过测量 BC个体晶粒的三晶棱
总长度和晶粒尺寸参量，对最新提出的 !"#$%&’()*+
,’)-)./01个体晶粒长大速率方程进行了仿真验证 6结
果表明 !)*0& D"’-) 仿真数据与 !"#$%&’()*+,’)-)./01
速率方程符合很好，从而初步证实了该速率方程，即

BC晶粒长大速率是晶粒棱长和晶粒平均宽度的
函数 6
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