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利用直接标度分析方法研究一个含有广义守恒律生长方程的标度奇异性，得到强弱耦合区域的奇异标度指

数 ’作为其特殊情况，这个方程包含 ()*+)*,-)*./.,01)23（(-0）方程、452,657,6*)28（466）方程以及分子束外延（9:;）
生长方程，并能对其进行统一的研究 ’研究发现，(-0方程和 466方程，无论在弱耦合还是在强耦合区域内都遵从
自仿射 <)=.>? ,@.A/BC正常标度规律；而 9:; 方程在弱耦合区域内服从正常标度，在强耦合区域内能呈现内禀奇异
标度行为 ’这里所得到生长方程的奇异标度性质与利用重正化群理论、数值模拟以及实验相符很好 ’
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# M 引 言

近年来，表面界面在远离平衡状态下的动力学

生长问题受到越来越多的关注，研究其生长机制和

规律对于研究许多重要的物理现象有着十分重要的

实际意义 ’生长的表面界面具有非平庸的动力学标
度性质，通常呈现标准的自仿射标度行为［#—D］’在动
力学标度理论中，表面界面的标度行为通常可以用

总的表面宽度（有时也称为粗糙度）!（ "，#）的标度
性质来表示 ’
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式中 " 表示生长系统的横向尺度，$（ !，#）为 # 时

刻 ! 处表面的生长高度，$
—

"（ #）N #
""
$!$（ !，#）表

示在 # 时刻表面的平均生长高度，〈⋯〉表示对噪声
的统计平均 ’ <)=.>?,@.A/BC［&］提出当生长表面具有标
准的自仿射结构时，!（"，#）满足动力学标度规律

!（"，#）N "!% # O"!O( )" ’
这里!是粗糙度指数，"是生长指数，& N!O"是动
力学指数 ’标度函数 %（’）具有渐进行为，

( )% ’ P
’!O & （’ % $），
A72/8 ’ （’ % Q）{ ’
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所以系统总的表面宽度 !（"，#）具有渐进行为，
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"! （ # ’ "&）
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"& 称为系统的特征时间 ’
近来研究发现，非自仿射标度性或奇异标度性

也广泛存在于表面界面的粗化生长过程中 ’这一现
象首次在模拟连续和离散理想分子束外延（9:;）生
长［F—#F］中被发现 ’后来人们发现奇异标度行为存在
于无序生长模型［#%，#R］、电化学沉积模型［"$］、化学气

相沉积［"#］等，并且人们已经开始通过实验研究表面

生长的奇异标度行为，如（9:;）4.O4.（###）［""］、-8在
玻璃上的溅射沉积生长［"G］、S5的电化学沉积［"E］、<B,
S*超晶格生长［"D］、裂缝生长［"&，"F］、流体侵入多孔介
质［"%］和肿瘤生长［"R］等 ’当表面界面粗化生长不满足
<)=.>?,@.A/BC自仿射标度，呈现所谓奇异标度性质，
即整个表面的标度性质和局域标度的性质不相同 ’
当出现奇异标度时，局域表面宽度 (（ )，#）要由下
列标度关系替代：

(（ )，#）P #"%H（ ) O ##O &）’ （G）
奇异标度函数
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"!#$% （" ! &），
%$’() * （" " &）{ *
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由（,）和（-）式得
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%" （ % ! $&），
%#$!#$% （ % " $&{
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其中# /" 0!#$% 1 &，!#$%为局域粗糙度指数 *当!#
!#$%则出现标度奇异性，而当!/!#$%时（+）式就恢复
到自仿射的 2345#6785%(9:正常标度关系 * 对于奇异
标度行为，!#$% / &时为超粗化奇异标度行为，!#$% ; &
时为内禀奇异标度行为［-<，-&］*

=>?9@等［-,］认为，表面界面的奇异动力学标度
行为是由局域倾斜度相对应的生长表面的表面宽度

决定 *局域倾斜度 ’ /

!

(，那么 ’ 的整体表面宽度
可以记作

)’ ( )% "〈’,〉&1, * （A）
局域倾斜度生长表面应满足正常标度性质

)’（ $，%）"
%# （ % ! $ &B ），

$!B （ % ! $ &B
{

），
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式中!B，&B和#分别表示相应的奇异粗糙度指数、奇
异动力学指数和奇异生长指数 *当!B D <，#D <对应
于表面生长的奇异标度行为，而当!B ; <，#; <对应
于表面生长的正常标度行为，符合 2345#6785%(9: 标
度律 *

, E FG$H)I7J9G’3# 方程（FJK）标度奇异
性分析

表面界面粗化生长过程可以用相应的 =3’L9M5’
类型的连续性动力学方程来描述 *为了得到有关守
恒律是如何改变非平衡生长的普适类，=3NG5)(9’［--］

给出一个含广义守恒律的非常有价值的生长方程，

该方程被称为广义核函数方程（FJK）* FJK包含了
生长过程非局域效应的影响并且在特殊情况下可转

化为 J3GO3G7P3G5(57QI3’L（JPQ）方程［-+］、RN’7FN$7FG3’)
（RFF）方程［-.］和分子束处延（STK）生长方程［-A，-C］*
对于生长方程，是符合 2345#6785%(9: 标度的正常标
度，还是呈现奇异标度行为，是人们所关注的问题 *
U9’)(%I9#和 2345#6［-V］提出了一种对 =3’L9M5’类型方
程的直接标度分析方法 *这种方法的基本物理假设
是：任何 =3’L9M5’类型方程当呈现标度行为时，其各
项在一定线度上作粗粒化平均后，必须具有相同幅

度等级或者可以忽略，只有在这样的条件下，标度行

为才能够出现，而相应的标度区域可以通过自洽的

方法得到 *使用这种方法，可以很方便地求出各个方
程在强耦合和弱耦合区域的标度指数值 * 唐刚
等［-W—+&］曾将该方法推广应用到几种典型的生长方

程的标度讨论中，得到了令人满意的结果 *我们也曾
利用此方法讨论过 FJK的正常标度行为［+,，+-］*最近
=>?9@［-&］将直接标度方法推广到标度奇异性的分析，
在 & X &维生长方程奇异标度行为结果与数值模拟
结果一致，证明该方法用来讨论奇异标度行为是合

理的 *本文主要利用直接标度分析方法分析 FJK方
程的标度奇异性指数，讨论了标度奇异性条件，然后

将结果应用于 JPQ方程、RFF方程、STK方程，讨论
其标度奇异行为 *

FJK［--］可以表示为：

"(（!，%）
"% /$O*! [Y + ! 0 !( )Y $

!

Y , ( X%,

!

Y( )(( ) ],

X&（!，%）* （V）
这里用核函数 +（ ,）来描述体系非局域相互作
用［&.］，其标度性质是

+（ ,）" $
,*X’
（ , % Z）， （W）

引入指数’来描述长程衰减 *通过傅里叶变换，’/
<相应的核函数变为(函数（[5G3%函数），于是就得
到通常的 JPQ方程［-+］*当 +（! 0 !Y）/ 0

!

,
!(*（! 0

!Y）得到 RFF［-.］方程和 STK方程［-A，-C］，此时对应的

’/ ,*
为了统一 JPQ方程、RFF方程和 STK方程，在

噪声中引入一个核函数 -（ ,），
;&（!，%）&（!Y，%Y）D / ,.-（! 0 !Y）(（ % 0 %Y）*

（&<）
于是

-（ ,）" $
,*X)
（ , % Z）* （&&）

这里)是独立于’的指数 *)/ < 时没有关联噪声
（JPQ和 STK 方程中）［-+，-A，-C］，而) / , 对应守恒的
F3N((噪声，如 RFF方程中的守恒噪声［-.］*通过动力
重正化群分析，=3NG5)(9’［--］得到 FJK的标度指数和
普适类，同时指出根据’和)的不同可以得到不同
的普适类 *
对方程（V）引入

!

算符，得到局域微分方程形式

"’
"% / {!$O*! [Y +（! 0 !Y）

(\ $

*

Y , ( X %,（

!

Y (）) ] }, X

!

&*（&,）

依据标度理论的思想，对（&,）式中的各项进行粗粒
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估计，有
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在对动力学方程进行奇异标度分析的过程中，对噪

声项的粗粒化估计很重要，这里噪声

"

"在弱耦合
区域内（光滑表面）和强耦合区域内（粗糙表面）的粗

粒化估计为〈 *

"

" *〉#，+, "（ #$ ’ & ’#"#）% (!&和〈 *

"

" *〉#，-,
"（!$

# #& ’#"#）% (!& )在足够大的空间标度范围内，方程
（(&）中的非线性项将在生长过程中完全处于支配地
位，而由表面张力所引起的扩散项可以省略 )令惯性
项和非线性项相等，即 !# ! "# " # %（!’(）!&

#，于是可以

得到典型的涨落标度

!# " #（!’(）! "# ) （(.）
在弱耦合区域，令惯性项和光滑噪声的粗粒估

计相等，则有

!# ! "# "（ #$’&’#"#）%(!& ) （(/）
由（(.）和（(/）式可得

!# " # !% $%#%( )( !.，

!# " " !% $%#%( )( ! / ’ &! ’ $ ’( )#
# )

（(0）

于是可得表面涨落的奇异粗糙度指数、奇异生长指

数分别为

$1 2 ! % $ %# %( )( !.，

% 2 ! % $ %# %( )( ! / ’ &! ’ $ ’( )# )
（(3）

由此可知，当 $ 4!%#% (时，标度指数$1 5 6，%5
6，说明此时表面高度的涨落遵从自仿射的 789:;<=
>:,-?@正常标度；而当 $ 5!%#% ( 时，$1 4 6，%4
6，方程出现了奇异标度性质 )可见奇异标度性质与
基底维数、方程主导项的阶数、噪声有关 )根据$;A,

2$ % ’%可以求得局域粗糙度指数$;A, 2 ( )因此在
弱耦合区域，方程若出现奇异标度行为只可能是超

粗糙化的奇异标度行为 )
BCD方程得到的标度指数具有普遍的意义，当

!和#取一些特殊值，就可以得到 CEF方程、GBB方
程和 HID方程的标度关系 )当!2#2 6时，（(3）式
为 CEF方程在弱耦合区域的奇异粗糙度指数$1和奇
异生长指数%，可分别表示为

(1 2 % $ ’( )( !.，

% 2 % $ ’( )( ! $ ’( )/ )
（(J）

当!2 &，#2 6时，（(3）式恢复到 HID方程在弱耦合

区域的$1和%，可分别表示为

$1 2 ( %( )$ !.，

% 2 ( %( )$ ! $ ’( )K )
（(K）

当!2#2 &时，（(3）式能够恢复到 GBB方程在弱耦
合区域的$1和%，可分别表示为

$1 2 % $ ’( )( !.，

% 2 % $ ’( )( ! $ ’( )(6 )
（(L）

显然，无论是 CEF方程、HID方程还是 GBB方
程均有$1 5 6，% 5 6，说明在弱耦合区域里，CEF 方
程、GBB 方程和 HID 方程所展示的是一种正常的
789:;<=>:-,?@ 标度行为 )所有结果与文献［//］完全
一致，表明我们对于 BCD 方程的处理过程是合理
的，也是正确的 )
在强耦合区域，令惯性项和粗糙噪声项相等，得

!# " # !%#%( )( ! . ’( )$ ，

!# " " !%#%( )( ! & ’( )$ ( ’( )! ’# ’[ ]&
# )

（&6）

于是表面涨落的 )$和%为
$1 2（! %# % (）!（$ ’ .），
% 2（! %# % (）!［（& ’ $）（( ’!）’# ’ &］)

（&(）
当!%#% ( 5 6时，标度指数$1 5 6，%5 6，此时

表面高度的涨落遵从自仿射的 789:;<=>:,-?@正常标
度 )而当!%#% ( 4 6 时，$1 4 6，% 4 6，说明方程出
现了奇异标度性质 )在强耦合区域奇异标度行为的
出现与维数无关而取决于方程阶数与噪声 )根据
$;A, 2$% ’%得

$;A, 2 &! ’# ’( )/ ! & ’( )$ ( ’( )! ’# ’[ ]& )
（&&）

显然，$;A, 5 ( )因此在强耦合条件下，若出现奇异标
度行为，必然是内禀奇异粗粒化行为 )
当!和#取一些特殊值，就可以得到 CEF 方

程、GBB方程、HID方程在强耦合区域的奇异标度
关系 )当!2#2 6时（&(）式就恢复到 CEF方程的$1
和%，分别为

$1 2 % (! $ ’( ). ，
% 2 % (! $ ’( )/ )

（&.）

对于 CEF方程，$1 5 6，%5 6，说明 CEF方程所描述的
表面高度的涨落服从自仿射的 789:;<=>:,-?@ 正常标
度 )所得%值与文献［.(］结果符合，说明我们在强
耦合区域对于噪声的估计是正确的 )
当!2 &，#2 6时恢复到 HID方程的$1 和%，分

别为

$1 2 (! $ ’( ). ，

% 2 (! .$ ’( )K ) （&/）
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对于 !"#方程在强耦合区域，!$ % &，"% &出现奇异
标度行为 ’!()* + ,- , . /( )! ，!()* 0 1 说明其呈现出
内禀奇异标度行为 ’ 当 ! + 1 时，" + 1-11，!()* +
,-11，与数值模拟结果!()* + &23/ 一致［3，13］，也与

45678［/1］分析结果一致 ’当 ! + 9时，"+ 1-1:，!()* +
,-1: ’"% &表明 !"#方程仍会出现奇异标度行为，
此结论与数值模拟得到的"+ &2&;［:<］以及实验结果

"+ &2&3 = &2&/［:;］接近 ’
当#+$+ 9则能够恢复到 >??方程的!$ 和"，

分别为

!$ + @ 1- / .( )! ，

" + @ 1- /! .( )1& ’
（9<）

对于 >??方程!$ 0 &，"0 &，说明 >??方程所描述的
表面高度的涨落遵从自仿射的 ABCD(EFGD*H7I 正常
标度 ’

/ 2 结 论

本文利用 45678提出的直接标度分析方法分析

?J# 生长方程的标度奇异性，得到了各个 ?J#方程
在强、弱耦合区域内奇异标度指数的一般表达式 ’
?J#方程包含 JKL方程、>??方程和 !"#生长方
程，并能对其进行统一的研究 ’对 ?J#方程的奇异
标度性质分析中我们发现，在弱耦合区域内，方程

的奇异标度行为取决于基底维数、最相关项的阶数、

噪声；而在强耦合区域内，方程的奇异标度行为却与

基底维数无关 ’在此基础上，我们具体讨论了 JKL
方程、>??方程以及 !"#生长方程的标度奇异性
问题，发现 JKL方程和考虑守恒律的 >??方程，无
论在弱耦合还是在强耦合区域内都遵从自仿射的

ABCD(EFGD*H7I正常标度；!"#方程在弱耦合区域内
服从正常标度行为，而在强耦合区域内呈现出奇异

标度性质，且为内禀奇异标度行为 ’这里所得到的标
度指数在弱耦合区域与利用重正化群理论［:3］得到

的结果符合很好，而在强耦合区域得到的标度行为

能够与实验及数值模拟结果一致，说明本文的推广

以及对于方程各项的估计是完全正确的 ’
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