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对 *+,-方程，反散射法应选取 !# . "为基本谱参数，其中 !为通常谱参数 / 并引入一个新的谱参数及一个
规范变换，由此得到自由 0123解的规范正交系，这就是反散射法的基本问题 / 同时还得到了基于谱参数 " 的
456789:;1方程和 <5;8561=>-85?53反散射方程 /
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! I 引 言

反散射变换是相对于正散射变换而言的，没有

正散射就无所谓反散射 / 物理学熟知的如 J1K6D96变
换和它的反变换 / 非线性可积方程求解的变换，一
种看法是，它正是非线性的 J1K6D96变换和反变换 /
从 LMN方程，+,-方程，,5:M5K>,DO28D3P（,>,）方程和
2D:9>Q16M1:方程的求解，都是利用了正反变换 / 但
是 *+,- 方程的求解问题［!—(］，由于最近的工
作［A—!#］，对边值为 &的情况，即求亮孤子解，建立
了 456789:;1方程［!&］/ 它的意义不仅给出了正确的
亮孤子解，而且它的建立除了相容性条件对 0123解
的积分表示的积分核应遵守的条件外，没有附加别

的条件 / 正因如此，它成为求解 *+,-方程的反散
射法的基础工作 / 今后的发展将不能背离它的结
果 / 随后，展开了以建立 <5;8561=>-85?53（<>-）反散
射方程来求孤子解的方法［!!］/ 这时将 <>-积分核乘
以 ! F# 或 ! F! ，其中 ! 为通常的谱参数，则修改后
的 <>-积分核沿 R5K78S 回路的大圆弧的积分当半
径趋于无穷时趋于 &，因而可以用通常的手续建立
<>-反散射方程 / 当只有分离谱时，我们得到 *+,-
方程正确的单弧子解 / 又可以证明，它与已建立的
456789:;1方程等价 /
但是这里存在一个基本问题 / 比如对 +,- 方

程，由自由 0123解的正交性和完备性，就可以利用
简单积分从 <>- 反散射方程得到 456789:;1 方程，
反之也可以 / 同时，由于 0123解的正交性和完备性，
我们就可以建立直接法微扰理论，但是对 *+,-方
程这点却做不到 / 目前许多文章在讨论 L5KT 和
+9U9EE（L>+）在亮弧子情况下对反散射变换的修改 /
L>+引入待定函数 #（$），用它与自由 0123解的乘
积代替 <>-积分核中的自由 0123解，使得修改后的
<>-积分核当 V ! V"W时趋于 & / 这样看起来建立反
散射方程的手续得以进行，得出了修改后的反散射

方程 / 但是，由于所得方程形式特殊，好多相关的
公式不得不另起 / 这一直为人所垢病 / 同时除了亮
的单孤子解时可以选取 #（$）得到正确的解外，其
余情况似乎都有争议 /
如何能对 *+,-方程的自由 0123解建立的正交

完备系就是我们所指的 *+,-方程的反散射法的基
本问题 / 一维问题只有一个坐标变量 $ ，它的
J1K6D96变量也只有一个，比如写作 ! /对边值为 &
的 +,-方程，对自由约斯特解可以建立起正交完备
系 / 对 +,-方程，,5X对的第一个是

%（$，!）. F D!!$ Y &，& .
& ’—

F ’( )& ，（!）
它的自由的 0123解是

(（$，!）.（(·!（$，!）(·#（$，!）），
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!·!（"，#）" ( )!# $%&#"，

!·’（"，#）" ( )#! $&#" ( （’）

若取 !·!（"，#）! $（"，#）为基本解，则

$%（"，#）! !·’（"，#）)!! " $&#"（! #） （*）
为它的伴随解，内积为

〈#+ , #〉""
-

%-
."$&（ #+ % #）" " ’!"（#+ % #）(（/）

有了这样的正交关系，就可以得到完备性条件 ( 从
而正反变换的转换就很容易得到 (

’ 0 平方谱参数

上述反散射法的基本问题对 1234方程，
&&’ 5 &"" 5 &（ , & , ’ &）" " #， （6）

情况有所不同 ( 这时 378对的第一个是
(（"，#）" % &#’!* 5 #) ( （9）

当 & " #时，得自由的约斯特解

!（"，#）" $%&#’ "!* "（!·!（"，#）!·’（"，#）），

!·!（"，#）" ( )!# $%&#’ "， （:）

!·’（"，#）" ( )#! $&#
’ " (

我们已知，取 $（"，#）" !·!（"，#）为基本解，则它
的伴随解 $%（"，#+）就是

$%（"，#）" !·’（"，#）)!!

" $&#
’ "（# !）!! " $&#

’ "（! #）( （;）
于是定义内积并得

〈#+ , #〉!"
-

%-
."$%（"，#+）$（"，#）

" ’!"（#’ % #+ ’）( （<）
这里出现的是谱参数的平方 #’ (
对 1234方程，我们无法建立如 234方程那样

的自由 =>?@解的正交完备系 ( 尽管对 1234方程的
亮孤子解已求得［!*］，但若干基本问题仍未解决，例

如对暗孤子解的求解［:，;］( 我们认为，求得边值为 #
情况下的自由 =>?@解，建立伴随解，定义内积和导
出正交完备条件，是基础的工作 ( 所有有关 1234
方程求解的争议，最终的判据自然是直接代入验

证 ( 但是，也应从操作的每一步是否合理来规范各
自的做法 ( 似可事先预见其正误 (
为了作到这点，必需对 378对的第一个所含谱

参数降幂 ( 取新参数 * " #’ ，引入变换

%（#）"
# %! #( )# !

#!A’，%%!（#）"
# #( )# !

# %!A’，

（!#）
得

%（#）(（"，#）%%!（#）" % &#’!* 5 #
# #%! &

% ##&( )#
(

（!!）
利用这一变换，就可将所需公式用 * " #’ 表出

(（"，*）" % &*!* 5
# &

% *&—( )#
， （!’）

或

(（"，*）" % &*!* 5 +) ( （!*）
这里

+ "
! #
#( )* ( （!/）

这时 378对的第二个是
,（"，*）" % &’*’!* 5 ’*+) % *)’!*

5 +｛)* % &)"!*｝( （!6）
（!*）和（!6）式的相容性条件给出

+｛)’ 5 &)""!* %（)*）"｝" #， （!9）
即（6）式 (
由于边值为 #，1234方程的自由 =>?@解与 234

方程的一模一样，只是将 # 换成了 * (
为了仔细比较此两种处理方案，我们将前一种

称为 # 系，后一种称为 * 系，以简化表述 (

* 0 用 * 表出的公式，即 * 系公式

变换（!#）使用 # 表出的矩阵，其 ’!元乘以 # ，
其 !’元乘以 # %! ，如

#（"，#）"
$
B

!（"，#） $!（"，#）

$
B

’（"，#） $’（"，#







）

$
$
B

!（"，#） # %!
$!（"，#）

#$
B

’（"，#） $’（"，#







）
(（!:）

重新定义

$
B

!（"，#）"$
B

!（"，*），#$
B

’（"，#）"$
B

’（"，*），
（!;）

即将 # 吸收到$
B

’（"，*）中去，因为$
B

’（"，#）是 #
的奇函数，乘以 # 使得乘积成为偶函数 ( 为保持原
有关系
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!
!

"（!，"）# $!%（!，"）， （%&）
所以 %"元写作 " $%

!（!，"），（%’）式变为

"（!，"）#
!
!

%（!，"） " $%
!%（!，"）

!
!

"（!，"） !"（!，"







）
(（")）

同理

#（!，"）#
$%（!，"） " $%$! %（!，"）

$"（!，"） $! "（!，"







）
，（"%）

和

#（"）#
$（"） " $% %!（"）

%（"） $!（"( )
）
， （""）

$（&）# $（"），&%（&）# %（"）， （"*）
即有

#（!，"）# "（!，"）#（"）( （"+）
明显写出为

$%（!，"） "$%$!%（!，"）

$"（!，"） $!"（!，"







）
# !

!
%（!，"） "$%

!%（!，"）

!
!
"（!，"） !"（!，"







）

,
$（"） " $% %!（"）

%（"） $!（"( )
）

(

（"-）

+. /01234567方程

文献［%)］中，/01234567方程的导出是从它的积分
核应遵守的 809相容性条件给出的限制出发的，只用
到微分，积分和代数运算 ( 一方面它的前提很少，因
此结论可靠 ( 但另一方面，与别的方程通常导出反散
射的办法不符 ( 我们现在来看在 " 系中，/01234567方
程的导出是可以用通常的反散射方法 ( & 系中，:7;<函
数的积分表示为（见文献［%)］的（%=）式）

"（!，&）# ’（!，&）>!
?

!
@(｛&" )*（!，(）

> &)+（!，(）｝’（(，&）( （"A）
利用变换（%)），得

"（!，"）# ’（!，"）>!
?

!
@(

,
")%%（!，(） )%"（!，(）

")"%（!，(） ")""（!，(( )） ’（(，"）(

（"’）
考虑由（"-）式所得下式：

｛$ $%（"）%%（!，"）$ 4$B"!｝#｛!
!

%（!，"）$ 4$B"!｝

> %（"）
$（"）"

$%
!%（!，"{ }） （"=）

和

｛$ $%（"）$"（!，"）｝#｛!
!

"（!，"）｝

> %（"）
$（"）!"（!，"{ }） (（"&）

对（"=）和（"&）式中的 " 作 C7D1B41变换，即
%
"!!

?

$?
@(" $%｛⋯｝4B"( ( （*)）

从（"’）式得

!
!

%（!，"）# 4$B"! > "!
?

!
@(,%%（!，-）4$B"-，（*%）

!
!

"（!，"）# "!
?

!
@(,"%（!，-）4$B"-， （*"）

则

!%（!，"）# $ "!
?

!
@( ,"%（!，-）4B"-， （**）

!"（!，"）# 4B"! > "!
?

!
@( ,%%（!，-）4B"-，（*+）

以（"=）式代入（*)）式，当 - E ! 时，右方第 %项由
（*%）式为 ,%%（!，-），左端因为有因子 4B"（ -$ !），可

添加半圆弧成为回路积分，由于 4$ "F（ -$ !）在上半平

面收敛，所以无贡献 ( 左端为被积函数留数之
和，即

"
.

%
$·（".）

$%（!，".）4B".(， （*-）

$%（!，".）# %." $%
.!%（!，".）

# %." $%
.!

?

!
@ - ,"%（!，-）4B". - ( （*A）

我们得到

,%%（!，(）$!
?

!
@ - ,"%（!，-）/（ - > (）# )，

（*’）
这里

/（ - > (）# $ B"
.
0." $%

. 4B".（ -> (）， （*=）

0. #
%.

$·（".）
( （*&）

将（"&）式代入（*)）式完全相似的手续，得

,"%（!，(）> /（! > (）$ B!
?

!
@ - ,%%（!，-）

, /G（ - > (）# )， （+)）
式中

/G（ - > (）# "
.
0. 4B".
（ -> (）( （+%）

这（*’）与（+)）式和前面的工作一致［%)］( 但这里用的

-A)A&期 何进春等：求解 HI8J方程的反散射法的基本问题



是标准的手续导出了 !"#$方程的 %&’()*+,-方程 .
它可以推广到边值非 /，即暗孤子的情况 .

0 1 23$方程

引入

!（!，"）4
# 56（"）"（!，"）， 当 78" 9 /，

#
:（!，"）， 当 78" ;{ / .

（<=）
#56（"）"（!，"）在 " 的上半平面，除了在 "$ 有简单极

点外，处处解析 .#
:（!，"）在下半平面解析 .!（!，"）

在实轴处有跳跃，只考虑分离谱时可不计 .
对

" 56｛!（!，"）5 %·6（!，"）｝*>"! （<?）
应用 @&A()B积分公式，得

!（!，"）5 %·6（!，"{ }） *>"!

4 6
>=!!C"D !

（!，"D）5 %·6（!，D{ }） *>"D !
"D 5 " ，（<<）

积分路径的组成是：上下平面沿实轴和无穷远处的

半圆弧组成的两个反时针回路，和绕每一个 &$ 的

顺时针的小圆 ’$ . 当只计分离谱贡献时得

#
:
6（!，"）4 *5>"! E ""

$

6
" 5 "$

($
"=$#6（!，"$）*>"$! *5>"!

（<0）
和

#
:
=（!，"）4 ""

$

6
" 5 "$

($
"$
#=（!，"$）*>"$! *5>"! .

（<F）
这就导出了以谱参数 " 4 )= 的 23$反散射公式 .

利用自由 G-HI 解的正交完备性关系，就可从
%&’()*+,-方程变换到 23$方程，反之也可以 .

F 1 结 论

关于 !"#$方程的求解近年来有相当数量的论
文发表，但大多是基于 J3"对反散射法的修改 . 不
同意见一直争论不断 . 近来，对依 J3"修改后的反
散射变换求得的亮 = 孤子解，经验算证明并不正
确 . 对暗孤子解，现有的处理在操作手续上即明显
不合理，因此现有所谓解的不正确，还不能对 J3"
关于反散射的修改是否正确作出判据 . 从目前的研
究结果看，只需把 6K ) 作为基本谱参数，利用通常
的反散射法就可以求出 !"#$ 方程的亮 = 孤子
解［6?］，也就是说，J3"对反散射法的修改并不是必
需的 . 因此，用反散射法求解以 !"#$方程为代表
的非线性发展方程，谱参数的选取至关重要 . 在下
面的工作将对 !"#$方程的暗孤子解建立以通常谱
参数的平方为基本谱参数的反散射方程，再试图求

出暗弧子解来 .
另外，在建立 !"#$ 方程的 L&8>MI-+ 理论时，

若选用通常谱参数［6<］，就出现了用虚数表示的

L&8>MI-+量，这明显不符合物理事实，因为 L&8>MI-+
量表示系统的能量 . 而以通常谱参数的平方为基本
谱参数则不会出现这种谬误 . 因此，以通常谱参数
的平方为基本谱参数，建立自由 G-HI解的正交完备
系，给出 !"#$方程的反散射变换，进而讨论其孤
子解，L&8>MI-+ 理论以及微扰理论是有道理的、可
行的 .

［6］ J&AN ! G，"*O*MM P @ 6QRS * . +#,- . &-./ . !" RQS
［=］ "&,&8A’& P，@)*+ L L 6QS/ * . &-./ . 01( . *"$ . #" S6?
［?］ %TUM)AH V 6QSQ &-./ . 0(’ . #$ ==R
［<］ LA&+W " "，@)*+ 2 X 6QQ/ * . &-./ . P %& <?Q
［0］ YAC*’8&+ % $ =//= * . &2#/3# &-./ . ’( =R6
［F］ $I*AC*M L =//? * . &-./ . P &’ 6Q?6
［R］ @)*+ Z G，#&8 [ J =//< &-./ . 456 . V ’" /FFF/<
［S］ @)*+ Z G，X&+W G，#&8 [ J =//F * . &-./ . P &" ?=F?
［Q］ #> @，X&+W \ ]，LA&+W " " =//F 71338$ . 9-51’ . &-./ .

（\*>T>+W，@)>+&）#’ =<<
［6/］ LA&+W " " =//R 7-:$ . &-./ . ;5,, . %# SQ<
［66］ X&+W @ "，XA G #，[&+W ^ ^，LA&+W " " =//R 71338$ . 9-51’ .

&-./ .（\*>T>+W，@)>+&）#) =QQ
［6=］ X&+ _，XA G #，LA&+W " " =//S 7-:$ . &-./ . ;5,, . %* 0=
［6?］ L* G @，@)*+ 2 X =//S 71338$ . 9-51’ . &-./ .（\*>T>+W，@)>+&）

*$ 6?FQ
［6<］ @&> L，#>A ] %，LA&+W " " =//? 71338$ . 9-51’ . &-./ .
（\*>T>+W，@)>+&）&" 6S6
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!"# $%&’()#&*(+ ,-./+#) .$ 0&1#-2# 23(**#-0&4 )#*".’
0& 2.+10&4 *"# 5678 #9%(*0.&!

!" #$%&’()%*）+ ’("% ,-%.&/)%0） !)1%. 2$1%&2$%.3）

*）（!"#$%&’"(& )* +$&,"’$&-./，01$2,)(3 4(-5"%/-&6 )* 7.-"(." $(8 9".,():)36，;1,$( 435564，<,-($）

0）（!"#$%&’"(& )* =,6/-./，01$2,)(3 4(-5"%/-&6 )* 7.-"(." $(8 9".,():)36，;1,$( 435564，<,-($）

3）（!"#$%&’"(& )* =,6/-./，;1,$( 4(-5"%/-&6，;1,$( 435560，<,-($）

（7"8"$9": *5 #1%)1;< 055=；;"9$>": ?1%)>8;$@A ;"8"$9": 0B #)%" 055=）

CD>A;18A
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