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首先给出了填充手征媒质的一般柱结构中耦合波方程的解耦过程，然后根据完备本征函数展开对椭圆手征波

导中的混合模式进行了详细分析，给出具体的场表达式及色散关系 *指出在与椭圆结构相关的耦合问题中，不仅存
在 +,与 +-模式之间的耦合，还存在偶型模与奇型模式的耦合 *通过数值计算对椭圆离心率以及手征导纳对色散
特性的影响进行了讨论 *
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# C 引 言

填充手征媒质的波导在集成光学、定向耦合器

及其他微波毫米波器件中有着潜在的应用，使得这

类新型波导得到了人们的普遍关注［#］*对横截面为
圆和矩形的手征波导人们已经进行了大量的研

究［’—&］，圆手征波导的严格求解方法为分离变量法，

而对于矩形手征波导则不存在解析解 *因而人们采
用了各种数值方法：有限差分［%］、有限元［"］、耦合波

方程［.］以及并矢格林函数［)］等进行分析 *对于椭圆
结构，2D>9E采用矢量波函数推导了椭圆手征波导
的特征方程，并对损耗进行了计算［(］，之后董建峰等

人对椭圆手征波导及椭圆手征光纤采用分离变量法

进行了分析［#$］*我们通过对波动方程及边界条件的
分析，发现传统椭圆波导中定义的偶型模和奇型模

并不能单独满足这里遇到的复杂边界条件，所以有

必要做进一步研究 *
本文先给出在引入手征导纳参数后的本构关系

下的柱结构中各场分量之间的关系，及解耦过程，再

对椭圆情况进行详细讨论 *当波导中填充手征性质、
磁化等离子体或铁氧体等导致电场和磁场耦合的材

料，使得椭圆结构中偶型模与奇型模发生耦合，对应

的特征方程具有更复杂的形式 *通过数值计算我们

对手征参量及椭圆离心率对传输特性的影响进行了

讨论，并与圆手征波导进行比较 *由于椭圆结构不存

在模式简并，所以即使填充了手征媒质仍不存在模

式分裂，这一结论也与我们的数值计算结果一致 *

’ C 理论分析

各向同性手征媒质的本构关系为

! F!" G ;"#，

$ F ;"" G#
H# #， （#）

其中"为手征参量，#为磁导率，!为介电常数 *这

里假设柱结构中的波沿 ! 轴正向传播，所有场分量

隐含有因子 >:I（ ;$! H ;%"），其中$为传播常数 *根

据本构关系与无源空间中 -5:J>77方程组中的两个

旋度方程，可以得到

!

K " F ;%# F ;%#（$ H ;""），!

K $ F H ;%! F H ;%!# G%"#（$ H ;""）*（’）

电、磁场的矢量表达式分别为 " F #$# $L # G #$’ $L ’ G

#!!L和$ F %$# $L # G %$’ $L # G %!!L，其中 $L #，$L ’ 和 !L为柱

坐标系下的三个正交单位矢量 *将这两表达式代入

方程组（’），我们可以得到各场分量之间的对应关系
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这里 !! 和 !" 为与坐标系选取相关的 ./01系数 ,通
过对（&），（(），（*）和（+）式同时求解可以将各横向
电、磁场分量用纵向场来表示，采用矩阵的形式来表

示，即
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其中
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将（2）式中的各横向分量再代入（)）和（-）式则可以
得到纵向电、磁场的表达式
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这里
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从（!!）式中可以看到由于手征导纳的引入导致纵向
电场与磁场发生耦合 ,若要进行解耦需要引入两新
函数 . %和 . ’来表示纵向电场和磁场，即

"# # . % % . ’，

%# # $（/ % . % % / ’ . ’）， （!(）
其中 / %和 / ’为待定系数 ,将（!(）式代入（!!）式我
们可以得到关于 . %和 . ’去耦后的 ;170<=75>方程
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相应的系数 0 ?和 / ?表达式为
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这样通过分离变量我们就得到了手征柱结构中场的

一般表达式，然后根据具体坐标系的选取便可以确

定 ;170<=75>方程（!)）的解 . ? 具体表达式 ,电磁场
问题总的来说是对波动方程在具体的边界条件下进

行求解 ,对于理想金属壁边界条件
"# 1 # 4，&@·! 1 # 4， （!+）

这里 1 为金属边界表面，假设 2@ 为表面的单位法向
向量，单位向量&@的定义为&@ A 2@ # #@ ,对于坐标系的
选取，为求解方便需尽量使各坐标与结构表面垂直

或相切 ,这里假设 $@ " 与金属表面相切，而 $@ ! 与之垂

直，则（!+）式的第二个边界条件可表示为
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由（!+）式中第一个边界条件知纵向电场在边界表面
的切向导数也应为 4，所以（!-）式可进一步简化为
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这里我们考虑椭圆波导填充手征媒质的情况，

在椭圆柱坐标系（$! #’，$" #(，# # #）下 ./01系数

为 !! # !" # ! （8=B<"’’ 8=B"(）! 3"，其中 ! 为椭圆
半焦距长度 ,此时 ;170<=75>方程的完备解为
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C

2 # 4
312? 4*2（’，5 ?）(*2（(，5 ?）

%"
C

2 # !
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这里 !"#，!$#分别代表 # 阶径向偶型、奇型马丢函
数，%"#，&"#分别为 # 阶角向偶型、奇型马丢函数，参
数 ’ ! " (#（ ) !）

# $%，*&# ! 和 *’# ! 为待定系数 (将上
式代入（)%）式则可以得到纵向电、磁场的具体表
达式：
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假设椭圆手征波导的边界为!"!+，此时边界条件

可表示为
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从（))）式可知，电场和磁场需具有相同的奇偶属性，
虽然纵向场的偶型或奇型分量均能单独满足（##）式
中第一个边界条件 (但由于纵向场的耦合，使得单一
奇型或偶型场表达式不能在边界上处处满足（##）中
的第二个条件（/&01233条件）(对于填充磁化等离
子体的椭圆波导，电场与磁场同样存在耦合，45&678&9
等对角向马丢函数在（+—"$#）上进行积分以消去角
向分量来近似满足边界条件［))］(这里我们利用角向
马丢函数的正交性在边界处进行严格匹配处理，得

到特征方程的矩阵表达式：
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其中的元素均为子矩阵，等式左边列向量中的元素

对应（#)）式中的各系数组成的子列向量 (先定义两
对角矩阵 !+ !，!1 !，其对角元素分别为 !"6（!，’ !）

（ 6 " +，)，#，⋯）和 !$6（!，’ !）（ 6 " )，#，:，⋯），以及
由马丢函数正交处理后得到的 % 个矩阵 33，))，
3) !和 )3 !，其中元素表示如下：
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表达式（#:）中的 16（ 6 " )，#，:，%）为元素为 + 的矩
阵，其他各子矩阵可表示为
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表达式中元素右上角的一撇表示求导 (

: > 数值计算

由于手征材料的引入使得电场与磁场发生耦

合，波导中只能激励起耦合模式，不存在单独的 ?@，
?A或 ?@A模 (在普通矩形波导中，具有相同 8，#
值的 ?@8#与 ?A8#（ # B +）模式为简并模式，所以在

手征波导中由于手征特性使得混合模式 C@8#（ # B
+）发生分裂 (对于圆波导，由于其本身的轴对称性，
其中的场分布与角度有关的模式（8 B )）在旋转 D+E
后模式并不发生改变，所以在手征材料引入后会有

分裂现象 (而对于角向对称的模式（8 " +）虽然在手
征圆波导中转变为混合模式，但不会分裂 (对于椭圆
波导，结构只关于椭圆的长轴和短轴对称，使得其中

不存在简并模，因而手征材料的引入不会引起模式

分裂，但会使得原来的 ?@，?A和偶型、奇型模这两
类模式之间均会发生耦合 (一般情况下手征导纳的
值很小，特征行列式的求解阶数取 :次计算即可达
到较高精度 (
椭圆离心率 "" " )$F’9G!+ 趋近于 + 时，椭圆波

导退化为圆波导 (在圆手征波导分裂模式的计算中，
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根据 !"##"$函数阶数的正负来区别分裂模式 %由于
马丢函数的阶数 ! 对应马丢方程中特征值的第 !
个解，所以不存在 ! 小于 &的情况 %在数值求解时，
离心率趋于 &的特征方程第一和第二个根对应圆手
征波导的分裂模式对 %图 ’中的曲线为手征导纳!
( &)&&’*时，根据 !"##"$函数计算的圆手征波导色
散结果，而离散点为根据（+,）式离心率等于 &的计
算结果，与采用 -./法得到的结果一致［0］%在计算
时采用了归一化参数，"& 为自由空间波数，# 为椭
圆长轴长度的一半 %当离心率不等于 &时，原分裂模
式对的截止频率不再相等，为完全独立的两个模式，

图 +（1）为离心率等于 &)2的色散曲线图 %图 +（3）为
椭圆长短轴比等于 +),（ $$ ( &)4）时最低几个模式的
色散曲线，随着离心率的增加，主模56.’’截止频率

略有增加，而高次模式的截止频率迅速上升，使得主

模的工作带宽得以拓展，且在截止频率附近的返波

现象也得到抑制 %若手征导纳!为 &，（’）式本构关

系中的电磁场将不再发生耦合，特征方程（+,）将退
化为普通椭圆波导特征方程表达式 %增加!值将导
致主模的截止频率下降，如图 ,所示，其他高次模式
也有这一现象，这一结果与矩形和圆手征波导的结

论一致 %

图 ’ 离心率等于 &时随椭圆手征波导色散图

图 + （1）离心率等于 &)2时的色散关系；（3）离心率等于 &)4时的色散关系

图 , 手征导纳对色散的影响

7) 结 论

本文采用分离变量给出了手征柱结构的通用解

耦过程，利用本征函数的完备表达式来对椭圆手征

波导进行分析，根据边界条件及角向马丢函数的正

交关系得到了特征方程 %由于边界条件的限制使得
椭圆手征波导中不仅只存在混合模，并且单一的偶

型模和奇型模不再满足金属边界条件，需同时考虑

偶、奇型分量的影响 %由于具有确定的极化方向，普
通椭圆波导中不存在简并模，这样在填充手征媒质

后原先的模式仍是各自独立的模式，不会发生模式
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分裂 !通过数值计算我们分析了椭圆手征波导退化
为圆手征波导的情况，随着离心率的增加，主模带宽

得以增加，在截止频率附近的返波特性也会逐渐消

失，在整个工作频段内只存在前向波 !最后计算分析
了手征导纳变化对色散的影响，与其他结构的手征波

导一样，手征导纳的增加会导致模式截止频率下降 !

［"］ #$%&’(() *，+),)( +，-./0)($ 1 "223 !"#$"%&& ’( )*%+,"#-.$ !

/%&%."+0 ! 4""
［5］ 6788) 9，:$;’< = * "224 )*%+,"#( ! 1%,, ! "! >""
［4］ ?$@).)(8A&& - B "22C 2))) 3".(& ! 4’+"# ! 30%#"5 3%+0 ! ## 3CD
［3］ 9)%$,E 6，:$;’< = * "22D 2))) 3".(& ! 4’+"# ! 30%#"5 3%+0 ! #$ ""F5
［D］ =<0$G H I，J0&()8 ? J "22D 2))) 4’+"#6.7% .(8 9:’8%8 ;.7%

1%,,%"& % "33
［C］ IK)E&. : = # "22L 3".(& ! 4’+"# ! 30%#"5 3%+0 ! $& "3FF
［>］ M7 N I，H).$(’ 9 6 "22C 4’+"#6.7% .(8 <=,’+.* 3%+0 ! 1%,,%"& ’"

5>2
［F］ O0)./ P "22> !05&’+.* /%7’%6 - %% "2DL

［2］ O0)./ P : "223 4’+"#6.7% .(8 <=,’+.* 3%+0 ! 1%,,%"& ( 5C
［"L］ P’./ : *，Q$’ J P，6$& 9 H 5LL5 > ! #? )*%+,"# ! .(8 2(?# ! 3%+0 !

"# 2>C（&. O0&.)8)）［董建峰、陶卫东、白贵儒 5LL5 电子与信息

学报 "# 2>C］

［""］ IR)%&E)8 = P，?%&)S&8 - - "2F4 2))) 3".(& ! <( !*.&-. @+’ ! ’’

D>
［"5］ J)& N N，J$./ J M，9’./ N 6，T0’7 + 5LLL A+,. !05& ! @’( !

#! 232（&. O0&.)8)）［魏彦玉、王文祥、宫玉彬、周 鹏 5LLL 物

理学报 #! 232］

［"4］ T0)./ U，T0$’ M +，*7 U V 5LLD A+,. !05& ! @’( ! %# DCF3（&.

O0&.)8)）［郑 晴、赵晓鹏、付全红 5LLD 物理学报 %# DCF3］

!"#$%&%’(#) *+%"%*’,"(-’(*- #. %) ,//($’(*%/ *+("#0%1,&2(3,!

M7 :&.W J$./ J).XM&$./ N7) Y&./X1$ 9’./ N7X6&. J)& N$.XN7
（B.+::- )*%+,"#(’+& C.,’#(.* 1.D#".,#"5，E#**%$% #? !05&’+.* )*%+,"#(’+&，F(’7%"&’,5

#? )*%+,"#(’+ @+’%(+% .(8 3%+0(#*#$5 #? E0’(.，E0%($8: C"LLD3，E0’(.）

（H);)&K)E " :$.7$%G 5LL2；%)K&8)E @$.78;%&Z( %);)&K)E "F *)<%7$%G 5LL2）

=<8(%$;(
Q0) ;’7Z,)E V),@0’(SX(GZ) E&RR)%).(&$, )[7$(&’.8 R’% $ /).)%$, ;G,&.E%&;$, 8(%7;(7%) ;’.($&.&./ ;0&%$, @$()%&$, \)%)

(%$.8R’%@)E &.(’ $ Z$&% ’R E);’7Z,)E )[7$(&’.8，$.E (0&8 .)\ 8)( \$8 8’,K)E (’ R&.E )]Z%)88&’.8 R’% )G $.E HG \&(0 (0) )]Z$.8&’.

’R (0) ;’@Z,)() )&/). R7.;(&’.8 &. ),,&Z(&;$, ;0&%$,\$K)/7&E) ! Q0)%) $%) .’ Z7%) Q-（Q#）’% )K).X(GZ)（’EEX(GZ)）@’E)8 )]&8(&./
&.E&K&E7$,,G &. (0) ),,&Z(&;$, 8(%7;(7%) &R )G $.E HG $%) ;’7Z,)E \&(0 )$;0 ’(0)% ! Q0) &.R,7).;)8 ’R );;).(%&;&(G $.E ;0&%$,

$E@&(($.;) ’. E&8Z)%8&’. ’R @’E)8 $%) E&8;788)E &. (0&8 Z$Z)% !

)*+,-./0：),,&Z(&;$, ;0&%’\$K)/7&E)，#$(0&)7 R7.;(&’.，@’E) <&R7%;$(&’.
1233：35>LN，D54DV

!+%’^);( 87ZZ’%()E <G (0) I($() ?)G +%’/%$@ ’R 1$(&’.$, 1$(7%$, I;&).;) *’7.E$(&’. ’R O0&.$（9%$.( 1’! CLD45L"L），(0) *7.E ’R _$;77@ -,);(%’.&;8

1$(&’.$, Y$<’%$(’%G（9%$.( 1’! 2"3LOLDL3L"L>LOLD），(0) IZ);&$,&S)E H)8)$%;0 *7.E R’% (0) P’;(’%$, +%’/%$@ ’R V&/0)% -E7;$(&’.（9%$.( 1’!

5LL>LC"3L3"）!

W -X@$&,：$,&’.]^‘7)8(;! )E7! ;.

D25C2期 徐 进等：椭圆手征波导的传输特性


