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利用现代微分几何方法研究了 +,-.,/-0系统、1,23456/系统和 73.896::系统的 ;60590.对称性，并导出系统相应
的 ;60590.守恒量，最后给出了应用算例 <
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!国家自然科学基金（批准号：!%*(#!#(，!%&(#%&’）和河南省自然科学基金（%$!!%!%*%%）资助的课题 <
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! B 引 言

通过讨论动力学系统的对称性来简化系统变量

的个数是研究动力学系统的一个重要主题［!—’］<自
;60590.!*!&年发表不变变分问题［C］以来，;60590.理
论的研究引起了力学物理学和数学工作者的高度重

视，并已经取得了一系列重要成果［$，)—!(］<文献［)］指
出“;60590.的结论既简单又深刻，;60590.定理之完
美在于它不依赖于作用量的细节，它是人类只会对

自然的自信 < ;60590. 定理给数理科学带来一片光
明 <”近年来，国际上十分重视利用微分几何的方法
来研究动力学系统的对称性与守恒量［!，!&，!*］<利用现
代微分几何理论来描述力学系统的对称性与守恒

量，不仅从数学观点上提供了更为严格、简洁、优美

的表达形式，而且可以直观的从全局上把握动力学

系统的物理本质 <
本文就是利用微分几何的方法研究了 +,-.,/-0

系统、1,23456/ 系统和 73.896:: 系统的 ;60590. 对称
性，并导出相应的守恒量，最后给出了应用举例 <

# B +,-.,/-0系统的 ;60590.对称性

*+,+ -./&.0/#方程的几何形式

定义 , +,-.,/-0动力学系统的状态空间为切

丛流形 !" ，且 +,-.,/-0函数为 #：!" D"$ ，在切丛
流形 !" 上的动力学向量场为

%#：E &·’ !
!&’

F &G ’ !
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，

切丛流形 !" 上的 ! H形式为

!#：E !
#

!&·’
I&’，

则 +,-.,/-0系统动力学方程的几何形式为
#%#!# E I# < （!）

显然可证（!）式等价于通常形式的 =?40.>+,-.,/-0方
程［!*］<

*+*+ -./&.0/#系统的 !"#$%#&定理

如果 +,-.,/-0动力学系统在流"#作用下满足

##"# E # &’ F#(’，&·’ F#)( )’ E #，
因为
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其中 )’ E$ *
!(’

!&*
&·*，则 +,-.,/-0系统是 ;60590.对

称的 <也就是说，如果向量场 ( 是 +,-.,/-0 系统的
;60590.对称性向量场，则
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同时由 !"#$"%#& 系统的 ’(&)*&$对称性可以得到相
应的 ’(&)*&$守恒量 +

若向量场 ! , !" ( )# !
!#"
是位形空间$上的向

量场，其切丛提升!! " %$ 定义为

!! , !" ( )# !
!#" - .

. & !" ( )( )# !
!#·"

, !" ( )# !
!#" -!!" ( )#

!#’ #·’ !
!#·"
，

如果向量场 ! 是 !"#$"%#&系统的 ’(&)*&$对称性向
量场，即

(!!( #，#( )· , /， （0）

则

()(
〈!!；!(〉, /， （1）

其中 *! ,〈!!；!(〉为 ’(&)*&$守恒量 +

0 23"456)(%系统的 ’(&)*&$对称性

!"#" $%&’()*+方程的几何形式

定义 , 3"456)(%动力学系统的状态空间为余
切丛流形 %# $ ，且 3"456)(%函数 +：%# $ 7$,，余
切丛上的动力学向量场为

)+：, #·" !
!#" - -·" !!-"

，

余切空间 %# $ 上的 8 9 形式为!+：, -" .#" + 则

3"456)(%系统的动力学方程可表示为
")+"+ , .+， （:）

其中"+ , 9 .!+ , .#" % .-" +

!"," $%&’()*+系统的 -*.)/.0定理

若 向 量 场 ! 是 3"456)(% 动 力 学 系 统
%# $，"，( )+ 的对称性向量场，则局部存在 ! ,

!.，并且 .沿 3"45;6)(%5"%流是运动不变的 +反之，如

果 .：%# $ 7$, 是运动不变的，则 !. 是 3"456)(%系

统的对称性向量场，即

(!.
+ , /& )+ ( ). , /+ （<）

由（<）式知：
8）3"456)(%系统的对称性向量场保辛结构；
=）3"456)(%系统的对称性向量场保 3"456)(%函

数不变 +

1 2>5$?*(@@系统的 ’(&)*&$对称性

1"#" 自治 2’03/*44系统的 -*.)/.0对称性

自治 >5$?*(@@ 系统动力学方程的几何表
示为［=/，=8］

"!# , 9 ./， （A）

其中# , . ( ), 0 , . ,$ ( )0 .0( )$ +
自治 >5$?*(@@系统的 ’(&)*&$定理：若向量场 1

是自治 >5$?*(@@系统的 ’(&)*&$对称性向量场，则有
(1# , (1., , /， （B）

其中，1 , %$ 0，0( )· !
!0$ + 则由 C(5%D"$E 逆引理可

知，存在规范函数 23 满足

"1., , .23 + （F）
同样由（B）式可知存在函数 4 满足

(1, , "1., - . "1, , . 4 + （8/）
所以由（F）和（8/）式可得

.23 - . "1, , . 4 + （88）
即得自治 >5$?*(@@系统的 ’(&)*&$守量为

4 , 23 9 "1, , 23 -%$,$ + （8=）

1"," 非自治 2’03/*44系统的 -*.)/.0对称性

非自治 >5$?*(@@ 系统动力学方程的几何表
示为［=/，=8］

"! 5# , /，

. ( )& ! , 8， （80）
其中，5# , . 5, , . ,$ &，( )0 .0$ 9 / &，( )0 .( )& +
非自治 >5$?*(@@ 系统的 ’(&)*&$定理：若向量场

1是非自治 >5$?*(@@系统的 ’(&)*&$对称性向量场，
则有
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#
&
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其中，1 ,%/ &，0，0( )· !
!& -%$ &，0，0( )· !

!0$ +

因为

(1
5# , (1. 5, , "1.. 5, - . "1. 5, , /，（8:）

所以由 G(5%D"$E逆引理可知，存在规范函数 23 满足

"1. 5, , .23 + （8<）
同样由（8:）式知，一定存在函数 4 满足

(1
5, , "1. 5, - . "1 5, , . 4 + （8A）

所以由（8<）和（8A）式可得
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!!" " ! #$ %& # ! ’ $ （%&）
即得非自治 ’()*+,--系统的 .,/0+/)守恒量

’ # !" " #$ %& # !" "!"&" 1!2 ( $ （%3）

45 应用举例

例 ! 对于四阶自治 ’()*+,--系统
&% # )6，&7 # )8，&6 # &8 # 2，

( # )7 " %
7 )( )6 7 " )( )[ ]8 7 ，

当系统的对称性群 ! 的无限小生成元

!2 #!% #!6 #!8 # 2，!7 # 1 *，
则此 ’()*+,--系统存在对称性向量场

$ #!"
!
!)" # 1 * !

!)7，

并且存在规范函数

!" # )7 1 %
7 *7，

则系统存在 .,/0+/)守恒量

’ # !" "!"&" 1!2 ( # )7 1 *)8 1 %
7 *7 $

例 " 对于二阶非自治 ’()*+,--系统
&% # 2，&7 # *)%，

( # %
7 *)( )% 7 " )( )[ ]7 7 ，

当系统的对称性群 ! 的无限小生成元

!2 # 2，!% # 1 )7

* ，!7 # *)% $

则此 ’()*+,--系统存在对称性向量场

$ #!2
!
!* "!"

!
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*
!
!)% " *)% !

!)7，

并且存在规范函数

!" # %
7 )( )7 7 1 %

7 *)( )% 7，

则系统存在 .,/0+/)守恒量

’ # !" "!"&" 1!2 ( # %
7 )( )7 7 " *)( )[ ]% 7 $

9 5 结 论

因此利用微分几何的方法同样可以研究了

:;<);=</ 系统，>;?(@0,= 系统和 ’()*+,-- 系统的
.,/0+/)对称性，并得到了相应的守恒量，形式更为
简洁，而且物理意义更为明显 $并且还可以

%5 利用动量映射的方法研究动力学系统的
.,/0+/)定理，即只要存在动力学系统的对称性群，
就可以构造出 :;<);=</ 系统、>;?(@0,= 系统和
’()*+,--系统的动量映射，可以证明这个动量映射函
数就是系统的守恒量；

75 构造出动力学系统的动量映射以后，还可以
进一步研究动力学系统的对称约化问题 $
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