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　 　 利用Ｇｒｅｅｎ函数法解析求得Ｃｏｕｅｔｔｅ流流函数的精确解，通过定义Ｃｏｕｅｔｔｅ能量、相对能量和能量增长率讨论了
初始场结构对Ｃｏｕｅｔｔｅ流能量演变的影响、能量达到最大值时对应的时间与初始场的关系、最有利于Ｃｏｕｅｔｔｅ流能量
在有限时段快速增长的初始场结构，并对Ｆａｒｒｅｌｌ的研究结果进行了补充和完善．在此基础上，进一步探讨了初值扰
动对Ｃｏｕｅｔｔｅ流能量演变的影响．
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１ 引 言
我们知道大气Ｒｏｓｓｂｙ波在大气环流和中、长期

天气预报中占有重要地位，一方面它是天气尺度系
统活动的背景，另一方面它又将大尺度运动的特点
以及大气环流形式的变化清晰地表现出来．它能使
我们从复杂的大气现象中掌握主要环节，从而对复
杂的大气运动建立起简单的理论模式，以便研究大
气动力学的本质．而控制大气Ｒｏｓｓｂｙ波运动的是准
地转正压（斜压）位势涡度方程，若不考虑地球的旋
转、不考虑非线性Ｊａｃｏｂｉａｎ项并假设基流是线性情
形时，准地转正压（斜压）位势涡度方程即可化为著
名的平面无黏Ｃｏｕｅｔｔｅ流（简称Ｃｏｕｅｔｔｅ流），所以对
Ｃｏｕｅｔｔｅ流的深入、细致地研究不仅具有理论意义，
还具有实际意义．

早在１９０７年Ｏｒｒ［１］就指出Ｃｏｕｅｔｔｅ流不存在标
准模（正规模）［２］形式的解，并且它的能量在有限时
段内存在快速增长的现象． 到上世纪６０ 年代，
Ｅｌｉａｓｓｅｎ［３］，Ｈｏｌｌａｎｄ［４］和Ｃａｓｅ［５］从数学上更加严格
地研究了一些流体力学方程解的完备性问题，他们
得出：标准模只是流体运动中可能存在的离散谱部

分，只有补充上连续谱才能构成描述所有可能的完
备系统． Ｐｅｄｌｏｓｋｙ［６］指出Ｅａｄｙ模式中的标准模是不
完备的，必须补充上包括位势涡度狄拉克函数的连
续谱之后才能用来描述任意的初值问题． Ｂｕｒｇｅｒ［７］
指出连续谱是导致有限时间内Ｃｏｕｅｔｔｅ流能量发展
的重要原因．正由于标准模方法有其固有的局限
性，所以研究Ｃｏｕｅｔｔｅ流时，应该将它看为初值问题．
尽管研究和讨论Ｃｏｕｅｔｔｅ流性质的文献很多［８—１２］，
但是给出Ｃｏｕｅｔｔｅ流流函数解析表达式的文献相对
较少． Ｒｏｓｅｎ［１３］得到了Ｃｏｕｅｔｔｅ流的一个一般形式的
解，并对Ｃｏｕｅｔｔｅ流能量的增长进行了简单的研究．
Ｆａｒｒｅｌｌ［１４］采用Ｇｒｅｅｎ函数法解析求得了一个特殊初
值情形下的Ｃｏｕｅｔｔｅ流流函数的解析表达式，发现
Ｃｏｕｅｔｔｅ流的能量在开始的一段时间内是快速增长
的，能量达到最大值后随着时间的增加又开始出现
迅速的衰减现象，并且当时间趋向无穷时，能量趋
向于零．

本文在Ｆａｒｒｅｌｌ研究的基础上，通过定义Ｃｏｕｅｔｔｅ
流能量、相对能量和能量增长率，研究了初始场结
构对Ｃｏｕｅｔｔｅ流能量演变的影响、能量达到最大值时
对应的时间与初始场的关系、最有利于Ｃｏｕｅｔｔｅ流能
量在有限时段快速增长的初始场结构，对Ｆａｒｒｅｌｌ得
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到的结论进行了补充和完善，并初步探讨了初值扰
动对Ｃｏｕｅｔｔｅ流能量演变的影响．

２． Ｃｏｕｅｔｔｅ流数学模型及其精确解
　 　 平面无黏Ｃｏｕｅｔｔｅ流的数学模型为


ｔ
＋ ｙ 
( )ｘ Δψ ＝ ０， （１）

它满足的初边值条件如下：初值条件
ψ（ｘ，ｙ，０）＝ Ａｓｉｎ（ｍπｙ）ｃｏｓ（ｋｘ）； （２）

南北方向固壁边界条件
ψ（ｘ，０，ｔ）＝ ψ（ｘ，１，ｔ）＝ ０； （３）

东西方向周期边界条件
ψ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ ψ ｘ ＋ ２π

ｋ
，ｙ，( )ｔ ． （４）

其中Ａ为流函数ψ的振幅，ｍπ为流函数在南北方
向波数，ｋ为流函数在东西方向波数，且假设ｍ，ｋ为
自然数．

由文献［１—１４］知，应用标准模方法ψ（ｘ，ｙ，ｔ）
＝ φ（ｙ）ｅ ｉｋ（ｘ － ｃｔ）（ｃ为波的传播速度）求解方程（１）
是不完备的，因为方程（１）的本征值ｃ是连续的实
数．下面应用Ｇｒｅｅｎ函数方法求解，则（１）满足


ｙ２
－ ｋ( )２ Ｇ（ｙ，ｙ０）＝ δ（ｙ － ｙ０）， （５）

其中δ（ｙ － ｙ０）是狄拉克函数，ｙ０ ＝ ｃ，解（５）可得
Ｇ（ｙ，ｙ０）＝ －

ｓｉｎｈ（ｋｙ ＜）ｓｉｎｈ（ｋ（１ － ｙ ＞））
ｋｓｉｎｈｋ

，（６）

其中ｙ ＜ ＝ ｙ，ｙ ＜ ｙ０
ｙ０，ｙ ≥ ｙ{

０

，ｙ ＞ ＝ ｙ，ｙ ＞ ｙ０
ｙ０，ｙ ≤ ｙ{

０

，具体的求

解过程参见文献［１４］．
由ψ（ｘ，ｙ，０） ＝ φ（ｙ）ｅｘｐ（ｉｋｘ）知，φ（ｙ） ＝

Ａｓｉｎ（ｍπｙ），故Ｃｏｕｅｔｔｅ流流函数的解析表达式为
ψ（ｘ，ｙ，ｔ）＝ Ｒｅ∫

１

０
Ｇ（ｙ，ｃ）ｅｉｋ（ｘ － ｃｔ）

× ２

ｃ２
－ ｋ( )２ φ（ｃ[ ]）ｄｃ

＝ Ａ（ｋ
２ ＋ ｍ２π２）
２ｓｉｎｈｋ

[× １
ｋ２ ＋ （ｍπ － ｋｔ）２［ｓｉｎ（ｋ（ｘ － ｙｔ）

＋ ｍπｙ）ｓｉｎｈｋ － ｓｉｎｈ（ｋｙ）
× ｓｉｎ（ｋ（ｘ － ｔ）＋ ｍπ）
－ ｓｉｎ（ｋｘ）ｓｉｎｈ（ｋ（１ － ｙ））］
－ １
ｋ２ ＋ （ｍπ ＋ ｋｔ）２［ｓｉｎ（ｋ（ｘ － ｙｔ）

－ ｍπｙ）ｓｉｎｈｋ
－ ｓｉｎｈ（ｋｙ）ｓｉｎ（ｋ（ｘ － ｔ）－ ｍπ）
－ ｓｉｎｈ（ｋ（１ － ｙ））ｓｉｎ（ｋｘ ]）］ ． （７）

可验证（７）式就是方程（１）的解，且（７）式满足初边
值条件（２），（３），（４）．

若定义Ｃｏｕｅｔｔｅ流的能量为

Ｅ（ｔ）＝ １
２ ∫
２π ／ ｋ

０
∫
１

０

（ψ２ｘ ＋ ψ２ｙ）ｄｘｄｙ， （８）
则方程（１）在初始时刻的能量为

Ｅ（０）＝ Ａ
２π（ｋ２ ＋ ｍ２π２）

４ｋ
． （９）

　 　 由（９）式可知，不同的初始场结构，即不同的参
数ｋ，ｍ，Ａ，对应着不同的初始能量，为了寻找在有限
时段最有利于Ｃｏｕｅｔｔｅ流能量发展的初始场结构，可
定义相对能量和能量增长率两个概念．令相对能量为

Ｒ（ｔ）＝ Ｅ（ｔ）
Ｅ（０）， （１０）

能量增长率为
σ（ｔ）＝ １

Ｅ（ｔ）
ｄＥ（ｔ）
ｄｔ

＝ １
Ｒ（ｔ）

ｄＲ（ｔ）
ｄｔ
， （１１）

则由（７），（８）式可得Ｃｏｕｅｔｔｅ流能量Ｅ（ｔ）的解析表
达式为
Ｅ（ｔ）＝２π ／ ｋ·Ａ２（ｋ２ ＋ ｍ２π２）２［（－ １ ＋ ｅ２ｋ）ｍ６π６

－ １６（１ ＋ ｅ２ｋ）ｋ３ｍ２π２ ｔ２
－ （－ １ ＋ ｅ２ｋ）ｋ２ｍ４π４（－ ３ ＋ ｔ２）
＋ （－ １ ＋ ｅ２ｋ）ｋ６（１ ＋ ｔ２）３
－ （－ １ ＋ ｅ２ｋ）ｋ４ｍ２π２（－ ３ － ２ｔ２ ＋ ｔ４）
＋ ３２（－ １）ｍｅｋ ｋ３ｍ２ ｔ２ ｃｏｓ（ｋｔ）］
／［８（－ １ ＋ ｅ２ｋ）（ｍ４π４ － ２ｋ２ｍ２π２（－ １ ＋ ｔ２）
＋ ｋ４（１ ＋ ｔ２）２）２］． （１２）

由（９），（１０）和（１２）式式可得Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对能量
Ｒ（ｔ）的解析表达式为
Ｒ（ｔ）＝（ｋ２ ＋ ｍ２π２）［（－ １ ＋ ｅ２ｋ）ｍ６π６

－ １６（１ ＋ ｅ２ｋ）ｋ３ｍ２π２ ｔ２
－ （－ １ ＋ ｅ２ｋ）ｋ２ｍ４π４（－ ３ ＋ ｔ２）
＋ （－ １ ＋ ｅ２ｋ）ｋ６（１ ＋ ｔ２）３
－ （－ １ ＋ ｅ２ｋ）ｋ４ｍ２π２（－ ３ － ２ ｔ２ ＋ ｔ４）
＋ ３２（－ １）ｍｅ ｋ ｋ３ｍ２π２ ｔ２ ｃｏｓ（ｋｔ）］
／［（－ １ ＋ ｅ２ｋ）（ｍ４π４ － ２ｋ２ｍ２π２（－ １ ＋ ｔ２）
＋ ｋ４（１ ＋ ｔ２）２）２］． （１３）

由于σ（ｔ）的表达式很复杂，此处不再给出．
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３．不同初值时Ｃｏｕｅｔｔｅ流能量的演变
　 　 图１—图４分别显示了不同的初始场结构情形
下Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对能量随时间的变化，图５—图８分
别显示了不同的初始场结构情形下Ｃｏｕｅｔｔｅ流能量
增长率随时间的变化．图１—图８的横坐标为时间，
纵坐标为Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对能量和能量增长率的无量
纲数值．

图１　 ｋ ＝ １时，Ｒ（ｔ）随ｔ的变化

图２　 ｋ ＝ ２时，Ｒ（ｔ）随ｔ的变化

由图１—图８可看出，初始场的结构决定了Ｃｏｕｅｔｔｅ
流能量能否在有限时段内快速增长，不同的初始场
结构对应的Ｃｏｕｅｔｔｅ流能量的增长方式是不一样的．
当ｍ ＝ １时，Ｃｏｕｅｔｔｅ流的能量都是随时间严格单调
递减的，此时不会出现Ｃｏｕｅｔｔｅ流能量随时间增长现
象；而当ｍ ＞ １时，Ｃｏｕｅｔｔｅ流的相对能量随ｍ的增
加严格单调递增，随ｋ的增加严格单调递减，此时
Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对能量会在开始的一段时间内快速增

图３　 ｋ ＝ ３时，Ｒ（ｔ）随ｔ的变化

图４　 ｋ ＝ ４时，Ｒ（ｔ）随ｔ的变化

图５　 ｋ ＝ １时，σ（ｔ）随ｔ的变化

长，当相对能量达到最大值后又严格单调递减，随
着时间趋向无穷，相对能量趋向于零，因为此时的
Ｃｏｕｅｔｔｅ流能量增长率曲线σ（ｔ）满足：存在一个正
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图６　 ｋ ＝ ２时，σ（ｔ）随ｔ的变化

图７　 ｋ ＝ ３时，σ（ｔ）随ｔ的变化

图８　 ｋ ＝ ４时，σ（ｔ）随ｔ的变化

常数ｔ，当ｔ ≤ ｔ 时，σ（ｔ）≥ ０，而当ｔ ＞ ｔ 时，
σ（ｔ）＜ ０，且ｔ → ∞ 时，σ（ｔ）→ ０ ．

由（７）式知，当ｋ，ｍ固定，ｔ ＝ ｍπ ／ ｋ时，分母达

到最小值． Ｆａｒｒｅｌｌ［１４］认为当Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对能量达到
最大值时，对应的时间为ｔ ＝ ｍπ ／ ｋ ．这就是说，若定
义一个新的时间变量

τ ＝ ｋｔｍπ
， （１４）

当能量达到最大值时（σ（ｔ） ＝ ０ ），对应的新的时
间变量应为τ ＝ １，这个结论是否准确呢？图９—图
１２分别显示了不同的初始场结构情形下Ｃｏｕｅｔｔｅ流
相对能量随τ的变化，图１３—图１６分别显示了不同
的初始场结构情形下Ｃｏｕｅｔｔｅ流能量增长率随τ的
变化．图９—图１６的横坐标为新的时间变量τ，纵坐
标为Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对能量和能量增长率的无量纲
数值．

图９　 ｋ ＝ １时，Ｒ（ｔ）随τ的变化

图１０　 ｋ ＝ ２时，Ｒ（ｔ）随τ的变化

尽管从图９—图１２不能明显地看出Ｃｏｕｅｔｔｅ流
相对能量达到最大值时对应的新的时间变量τ的数
值，但从图１３—图１６可以看出，并不是所有的初始
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图１１　 ｋ ＝ ３时，Ｒ（ｔ）随τ的变化

图１２　 ｋ ＝ ４时，Ｒ（ｔ）随τ的变化

图１３　 ｋ ＝ １时，σ（ｔ）随τ的变化

场结构（ｍ ＞ １ ）对应的Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对能量达到最
大值的时间都是τ ＝ １，例如ｍ ＝ ２时的Ｃｏｕｅｔｔｅ流
能量增长率曲线与σ（ｔ）≡ ０的曲线交点与ｍ ＝ ３

图１４　 ｋ ＝ ２时，σ（ｔ）随τ的变化

图１５　 ｋ ＝ ３时，σ（ｔ）随τ的变化

图１６　 ｋ ＝ ４时，σ（ｔ）随τ的变化

和ｍ ＝ ４相比，明显偏左．表１给出了当τ ＝ １是，不
同初始场结构的Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对能量的数值，表２和
表３分别给出了不同初始场结构的Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对
能量的最大值及其对应的τ的数值．



　 １４４２　 物　 　 理　 　 学　 　 报 ５９卷

表１　 当τ ＝ １时，不同初始场结构的Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对能量数值Ｒ１
Ｒ１ ｍ

ｋ
１ ２ ３ ４ ５ ６

１ ０ ７９２ １ ８９６ ５ ７６２ ６ ３７８ ９ ７４３ １５ ８５５

２ ０ ８０５ １ ６３３ ５ ０９２ ５ １４６ ７ ７９１ １１ ０２６

３ ０ ８２４ １ ３８４ ５ ４５０ ５ ９６４ ５ ９１７ ８ ３０７

４ ０ ８４５ １ ２０５ １ ９７２ ５ ０７８ ４ ５１０ ６ ２６４

５ ０ ８６５ １ ０８７ １ ６４２ ５ ４６２ ５ ５２９ ４ ８３９

６ ０ ８８４ １ ０１３ １ ４２０ ５ ０３９ ５ ８５３ ５ ８５５

表２　 不同初始场结构的Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对能量的最大值Ｒ

Ｒ ｍ

ｋ
１ ２ ３ ４ ５ ６

１ １ ０ １ ９０８ ５ ７６４ ６ ３７９ ９ ７４３ １５ ８５５

２ １ ０ １ ６４６ ５ ０９４ ５ １４７ ７ ７９２ １１ ０２６

３ １ ０ １ ４００ ５ ４５３ ５ ９６５ ５ ９１８ ８ ３０７

４ １ ０ １ ２２５ １ ９７６ ５ ０７９ ４ ５１０ ６ ２６４

５ １ ０ １ １１４ １ ６４８ ５ ４６４ ５ ５３０ ４ ８３９

６ １ ０ １ ０４８ １ ４２７ ５ ０４２ ５ ８５４ ５ ８５５

表３　 不同初始场结构的Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对能量达到最大值时对应的τ

τ ｍ

ｋ
１ ２ ３ ４ ５ ６

１ ０ ０ ９２８ ０ ９８４ ０ ９９５ ０ ９９８ ０ ９９９

２ ０ ０ ９１４ ０ ９８１ ０ ９９４ ０ ９９７ ０ ９９９

３ ０ ０ ８８８ ０ ９７５ ０ ９９１ ０ ９９６ ０ ９９８

４ ０ ０ ８４６ ０ ９６５ ０ ９８８ ０ ９９５ ０ ９９７

５ ０ ０ ７８４ ０ ９５０ ０ ９８３ ０ ９９３ ０ ９９６

６ ０ ０ ６９２ ０ ９３０ ０ ９７５ ０ ９８９ ０ ９９５

表１—表３表明不同初始场结构的Ｃｏｕｅｔｔｅ流
相对能量的最大值及其对应的时间是不同的．由表
３可清晰地看出，当ｋ相同时，Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对能量达
到最大值时对应的时间随ｍ的增加呈现严格单调
递增的趋势；当ｍ相同时，Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对能量达到
最大值时对应的时间随ｋ的增加呈现严格单调递减
的趋势；但不论是哪一种初始场结构，Ｃｏｕｅｔｔｅ流相
对能量达到最大值时对应的时间都满足τ ≤ １，即ｔ
≤ ｍπ ／ ｋ ．所以，Ｆａｒｒｅｌｌ［１４］认为Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对能量
达到最大值时对应的时间是ｔ ＝ ｍπ ／ ｋ的这个结论
是不全面的．

为了寻找最有利于Ｃｏｕｅｔｔｅ流能量快速增长的
初始场结构，Ｆａｒｒｅｌｌ［１４］还研究了Ｃｏｕｅｔｔｅ流能量增长

率的最大值，指出：对任意的ｍ，当ｋ ＝ ３时的初始
场结构最有利于Ｃｏｕｅｔｔｅ流能量在有限时段内快速
发展，即当ｋ ＝ ３时，Ｃｏｕｅｔｔｅ流的能量增长率在有限
时段内的最大值是最大的．此结论是否也需要补充
和完善呢？我们将不同初始场结构的ｋ和ｍ的数值
代入Ｃｏｕｅｔｔｅ流能量增长率的解析表达式σ（ｔ）中，
并将σ（ｔ）对时间ｔ进行求导，利用Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ５ ０
数学软件数值计算出当ｄσ（ｔ）

ｄｔ
＝ ０时对应的时间ｔ

和Ｃｏｕｅｔｔｅ流能量增长率的最大值σ（ｔ）．表４显
示了不同初始场结构情形下，Ｃｏｕｅｔｔｅ流能量增长率
的最大值σ（ｔ）．
表４　 不同初始场结构的Ｃｏｕｅｔｔｅ流能量增长率的最大值σ（ｔ）
σ（τ） ｍ

ｋ
１ ２ ３ ４ ５ ６

１ ０ ０ １７８ ０ ２４３ ０ ２７０ ０ ２８３ ０ ２９０

２ ０ ０ ２７６ ０ ４０９ ０ ４６６ ０ ４９３ ０ ５０７

３ ０ ０ ２８５ ０ ４８２ ０ ５７０ ０ ６１４ ０ ６９５

４ ０ ０ ２３８ ０ ４８４ ０ ６０５ ０ ６６６ ０ ６９９

５ ０ ０ １７０ ０ ４４５ ０ ５９６ ０ ６７６ ０ ７２１

６ ０ ０ １０１ ０ ３８４ ０ ５６１ ０ ６６１ ０ ７１９

表４中黑体数值是每列Ｃｏｕｅｔｔｅ流能量增长率的
最大值．由表４可看出，当ｋ相同时，σ（ｔ）随ｍ的
增加严格单调递增；但当ｍ相同时，σ（ｔ）并不是
随ｋ的增加单调递减或单调递增的，而是呈现出先
单调递增在单调递减的趋势，也就是说，对于任一
个ｍ （ｍ ＞ １ ），都存在一个ｋ（ｍ），此初始场结构
对应的Ｃｏｕｅｔｔｅ流能量在有限时段内增长的最快．由
表４还可看出，最有利于Ｃｏｕｅｔｔｅ流能量在有限时段
快速增长的初始场结构所对应的东西波数呈现出
随着南北波数的增加而单调递增的趋势．

４．初值扰动对Ｃｏｕｅｔｔｅ流能量演变的
影响

　 　 如果在Ｃｏｕｅｔｔｅ流的初值（２）式的基础上再叠
加一个小扰动，那么Ｃｏｕｅｔｔｅ流的能量又是如何演变
的呢？下面讨论如下三种不同情形的初值扰动对
Ｃｏｕｅｔｔｅ流能量演变的影响，这三种初值小扰动都叠
加在南北方向上．

情形１
ψ（ｘ，ｙ，０）＝ Ａ［ｓｉｎ（ｍπｙ）＋ εｙ（１ － ｙ）］ｃｏｓ（ｋｘ）；
　 　 情形２
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ψ（ｘ，ｙ，０）＝ Ａ［ｓｉｎ（ｍπｙ）
＋ εｙ（１ － ｙ）（０ ５ － ｙ）］ｃｏｓ（ｋｘ）；

　 　 情形３
ψ（ｘ，ｙ，０）＝ Ａ［ｓｉｎ（ｍπｙ）

＋ εｓｉｎ（ａｍπｙ）］ｃｏｓ（ｋｘ）．
其中ε为小扰动流函数的振幅，设ε，ａ均为常数，同
时为了满足南北方向固壁边界条件（４）式，只要满
足ａ与ｍ的乘积为整数即可．

利用Ｇｒｅｅｎ函数法和Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ５ ０ 数学软
件，解析求解出对应于上述三种不同初值的Ｃｏｕｅｔｔｅ
流流函数的解析表达式，并进一步得到对应于每种
情形的Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对能量和能量增长率的表达式．
由于这些表达式很复杂，本文不再给出．

数值试验发现，对于前两种情形，ε的变化对
Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对能量随时间的演变几乎没有影响；而
对于第三种情形，不同的ε与不同的整数ａｍ对
Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对能量随时间演变的影响比较明显．下
面分析第三种初值扰动情形下，Ｃｏｕｅｔｔｅ流能量的
演变．

以ｋ ＝ １为例，分别研究了当ｍ ＝ １，ｍ ＝ ２，ｍ
＝ ４时，参数ε与ａ对Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对能量和能量增
长率的影响．图１７—图２４分别显示了当ｍ ＝ １，ａ分
别为２，３，４，５时，不同的初始扰动振幅ε对应的
Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对能量和能量增长率随时间τ的演变．

图１７　 ａ ＝ ２时，Ｒ（ｔ）随τ的变化

对ｋ ＝ １，ｍ ＝ １的初始场，由图９和图１３知，若
初始场未受扰动，则Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对能量随时间是严
格单调下降的，但图１８—图２０表明，若初始场受到
扰动，则相对能量不再是随时间严格单调下降的
了，而是会出现能量先减少，然后单调增加，达到最
大值后再单调下降的现象，最终随着时间趋向无

图１８　 ａ ＝ ３时，Ｒ（ｔ）随τ的变化

图１９　 ａ ＝ ４时，Ｒ（ｔ）随τ的变化

图２０　 ａ ＝ ５时，Ｒ（ｔ）随τ的变化

穷，能量趋向于零．图１８—图２０还告诉我们，随着
南北方向扰动波数的增加，相对能量的最大值和相
对能量达到最大值时对应的时间都在严格单调增
加；若南北方向扰动波数一定，则扰动振幅越大对
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图２１　 ａ ＝ ２时，σ（ｔ）随τ的变化

图２２　 ａ ＝ ３时，σ（ｔ）随τ的变化

图２３　 ａ ＝ ４时，σ（ｔ）随τ的变化

应的相对能量越大．图１７和图２１说明，初始扰动振
幅ε的大小可能也是决定能量能否发展的一个原
因，因为尽管初始扰动在经向波数相同，但不同的
扰动振幅对应着不同的相对能量演变曲线，有的相

图２４　 ａ ＝ ５时，σ（ｔ）随τ的变化

对能量随时间演变过程中一直呈现出单调衰减的
现象，而有的则呈现出先单调增加再单调衰减的现
象．图２１—图２４说明，当扰动振幅相同时，Ｃｏｕｅｔｔｅ
流能量增长率随着南北方向扰动波数的增加单调
递增；当南北方向扰动波数相同时，Ｃｏｕｅｔｔｅ流能量
增长率随扰动振幅的增加也单调递增．

图２５—图３２分别显示了当ｍ ＝ ２，ａ分别为
１ ５，２，２ ５，３ 时，不同的初始扰动振幅ε对应的
Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对能量和能量增长率随时间τ的演变．

图２５　 ａ ＝ １ ５时，Ｒ（ｔ）随τ的变化

从图２５—图３２可看出，当ａ ＝ １ ５时，不论是
哪一种初始振幅的扰动，Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对能量都是先
单调递增，然后单调递减的，不会出现能量振荡型
增加或衰减的现象，此时相对能量随扰动振幅的增
加而增大；而对于其他情形，能量呈现出二次增长
的现象，当它第一次达到极大值时，小振幅扰动对
应的相对能量要大于大振幅扰动对应的相对能量，
当它第二次增长达到极大值时，小振幅扰动对应的



３期 张　 亮等：Ｃｏｕｅｔｔｅ流能量的演变 １４４５　 　

图２６　 ａ ＝ ２时，Ｒ（ｔ）随τ的变化

图２７　 ａ ＝ ２ ５时，Ｒ（ｔ）随τ的变化

图２８　 ａ ＝ ３时，Ｒ（ｔ）随τ的变化

相对能量要小于大振幅扰动对应的相对能量，而
后，相对能量将会随着时间单调衰减，直到趋向于
零．初始扰动波数的不同，决定了能量的两个极值
大小关系，一般而言，扰动波数越大，相对能量的第

图２９　 ａ ＝ １ ５时，σ（ｔ）随τ的变化

图３０　 ａ ＝ ２时，σ（ｔ）随τ的变化

图３１　 ａ ＝ ２ ５时，σ（ｔ）随τ的变化

二个极大值就越大．对于相同的扰动波数，同样满
足扰动振幅越大，相对能量第一次达到的极大值越
小，而第二次达到的极大值越大，且达到第二次极
大值的时间也越长．
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图３２　 ａ ＝ ３时，σ（ｔ）随τ的变化

图３３—图４０分别显示了当ｍ ＝ ４，ａ分别为
１ ５，２，２ ５，３ 时，不同的初始扰动振幅ε对应的
Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对能量和能量增长率随时间τ的演变．

图３３　 ａ ＝ １ ５时，Ｒ（ｔ）随τ的变化

图３４　 ａ ＝ ２时，Ｒ（ｔ）随τ的变化

图３３说明，当ｍ ＝ ４，ａ ＝ １ ５时，初值扰动振

图３５　 ａ ＝ ２ ５时，Ｒ（ｔ）随τ的变化

图３６　 ａ ＝ ３时，Ｒ（ｔ）随τ的变化

图３７　 ａ ＝ １ ５时，σ（ｔ）随τ的变化

幅为０ １的Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对能量呈现出单调衰减的
现象，而其他扰动振幅对应的相对能量会出现能量
的二次增长现象，但相对能量第二次达到的极大值
要小于第一次达到的极大值，这是与ｍ ＝ ２，ａ ＝ １ ５
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图３８　 ａ ＝ ２时，σ（ｔ）随τ的变化

图３９　 ａ ＝ ２ ５时，σ（ｔ）随τ的变化

图４０　 ａ ＝ ３时，σ（ｔ）随τ的变化

情形一个主要不同的地方．当ａ分别为２，２ ５，３时，
ｍ ＝ ４对应的Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对能量变化趋势与ｍ ＝
２对应的相对能量变化趋势几乎一致，唯一不同的
地方在于相对能量增长的振幅不同．

总之，初值叠加小扰动后会改变Ｃｏｕｅｔｔｅ流在有
限时间内能量的演变特征，小扰动流函数的振幅和
结构对Ｃｏｕｅｔｔｅ流能量能否出现极大值、极大值的大
小和极大值对应的时间都有影响，这说明虽然描述
Ｃｏｕｅｔｔｅ流的方程是线性的，但在有限时段内，初值
扰动对Ｃｏｕｅｔｔｅ流能量的演变特征还是有影响的，但
当时间趋于无穷时，随着能量的减小，初值小扰动
的这种作用也相应减小，当大于某一时间时，能量
的演变对初始场就不再敏感了．

５．结　 论
　 　 利用Ｇｒｅｅｎ函数法，解析求得平面无黏Ｃｏｕｅｔｔｅ
流流函数的精确解．通过定义能量、相对能量和能
量增长率，研究了Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对能量在有限时段内
的演变特征，发现：

１ Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对能量能否在有限时段内快速
增长、相对能量的最大值及相对能量达到最大值时
对应的时间都与初始场的结构有关．

２ Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对能量随东西方向波数的增加
单调递减，随南北方向波数的增加单调递增，当时
间趋向无穷时，Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对能量趋向于零．

３ 不同初始场结构的Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对能量达到
最大值时对应的时间ｔ均满足ｔ ≤ ｍπ ／ ｋ ．

４ 最有利于Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对能量在有限时段快
速增长的初始场结构所对应的东西波数呈现出随
着南北波数的增加而单调递增的趋势．结论３和４
是对Ｆａｒｒｅｌｌ［１４］研究结果的补充和完善．

５ 若在初值上叠加一个南北方向的小扰动，在
有些情形下（文中情形三），不同的初值扰动结构和
振幅会在有限时段内引起Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对能量随时
间变化特征的改变．初值扰动后，Ｃｏｕｅｔｔｅ流相对能
量会出现二次增长现象，当它第一次达到极大值
时，小振幅扰动对应的相对能量要大于大振幅扰动
对应的相对能量，当它第二次增长达到极大值时，
小振幅扰动对应的相对能量要小于大振幅扰动对
应的相对能量，而后，相对能量将随着时间严格单
调递减，直到趋向于零．不同的南北方向扰动波数，
决定了相对能量两个极值的大小关系，一般而言，
扰动波数越大，能量的第二个极值就越大．对于相
同的南北方向扰动波数，同样满足扰动振幅越大，
相对能量第一次达到的极大值越小，而第二次达到
的极大值越大，且达到第二次极大值的时间也越长．
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本文研究的Ｃｏｕｅｔｔｅ流能量演变问题实际上是
连续谱的演变问题．虽然随时间的增长，连续谱能
量最终被基流吸收，即连续谱最终滋养了西风，但
在有限时段内，连续谱依赖于初值是可以增长的．
在实际大气中，急流南侧的涡旋的演变可近似的简

化成这种情形，在涡旋发展的初期，虽然从标准模
的思想看，大气是正压稳定的，扰动是不会发展的，
但由于此时存在连续谱，所以在有限时段内急流南
侧的涡旋也可以得到发展，这就是连续谱在环流演
变中的作用．
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