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　 　 利用等效质心方法描写单摆运动，经典力学通过牛顿方程得到摆球在空间做周期振动，而量子力学却给出完
全不同的结论：摆球做无“周期”的随机运动．本文分析了量子力学等效质心模型成立的条件，在此基础上计算了经
典单摆过渡至量子单摆的实验条件，表明在目前的实验水平上观察宏观摆球（微米量级）的空间量子跃迁行为是简
便易行的．
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１ 引 言
在经典力学中，质量为ｍ的单摆小球因受到简

谐势Ｖ（ｘ）＝ １
２
ｍω２ ｘ２作用而做周期振动，而按照通

常的量子力学处理方法，这一小球的运动状态对应
于哈密顿量^Ｈ ＝ ｐ^

２

２ｍ
＋ １
２
ｍω２ ｘ２的某一本征态ψｎ（ｘ）

．虽然随着量子数ｎ的增大，摆球在空间的概率分布
ψｎ（ｘ） ２ 不断趋近于经典力学给出的概率分布［１］，
但是按照量子力学预测，摆球只能在空间随机地
“跳来跳去”，仅当把无数次这样的随机“跳动”结果
做系综平均后才能与ψｎ（ｘ） ２分布相符合．毫无疑
问，自从伽利略教堂观吊灯以来的四百年中，所有
的单摆实验都否定量子力学的这一结果．那么，是
什么原因导致了这一错误？量子力学预言的随机
跳动的单摆———量子单摆能否在宏观尺度上实现？

如果能够在宏观水平上实现量子单摆将具有
重要的科学意义．按照量子力学，处于能量本征态
ψｎ（ｘ）的摆球，其空间位置不可能保持不变，但量子
力学却没有给出摆球空间坐标ｒ随时间的变化规

律．用奥本海默的话说：“如果有人问你电子的位置
是否保持不变，你必须回答‘不’；如果再问你它的
位置是否随时间变化，你还必须回答‘不’［２］．”也就
是说，粒子空间位置的改变是一量子跃迁过程，即
没有时间间隔的瞬态过程．如果所涉及的粒子是电
子，这种“超时”量子跃迁是司空见惯的，例如，原子
分子中电子的跃迁，金属表面的光电子发射等．不
幸的是，电子线径太小，无法直接观测，因此人们不
能直接“体验”空间量子跃迁．如果量子单摆中的摆
球具有大到亚微米的线径，其空间跳跃范围也达到
数百微米，则利用目前的微探针技术就可直接观测
空间量子跃迁．

近年来，有关介观粒子空间运动量子效应的工
作已有一些报道［３—１１］，但都尚未涉及量子单摆效
应．本文分析了在等效质心近似下量子力学不能描
述宏观单摆周期运动的原因，找到了服从量子力学
运动规律的单摆条件，具体计算表明当轻质摆长具
有微米量级，线径在２０ ｎｍ以下的摆球便不再做周
期振动而表现出随机的空间量子跃迁行为．由于摆
球运动被限制于有限范围，故可被重复观测．又因
为摆球的经典速度很低（～ ｍ ／ ｓ），一旦空间量子跃
迁出现便会表现出与经典单摆十分不同的行为，这
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将使人们直接检验波函数的统计诠释．

２ 质心运动问题
　 　 在经典力学中，可将一刚性球的运动处理为其
质心运动．因此质量为ｍ 、半径为ｒ的单摆小球运动
可被描写为其质心的一维（沿ｘ轴）运动，即

ｍ ｄ
２ ｘ
ｄｔ２
＝ － ｍω２ ｘ， （１）

由此得出的运动为周期运动，并与实验观测完全
符合．

在量子力学中如果采用类似的等效质心方法，
则因为Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ算符^Ｈ ＝ ｐ^

２

２ｍ
＋ １
２
ｍω２ ｘ２不含时，

摆球的运动便归结为定态问题，由此得出对应于本
征能量Ｅｎ ＝ （１２ ＋ ｎ）ω的本征态为

ψｎ（ｘ）＝ （ｍωπ）
１ ／ ４（２ ｎ ｎ！）－１ ／ ２ ｅ －ｍω２ ｘ２Ｈｎ ｍω槡( )ｘ ，

　 　 　 　 　 　 ｎ ＝ ０，１，２，３，４，５，… （２）
其中，Ｈｎ（ξ）为Ｈｅｒｍｉｔｅ多项式．摆球质心的空间分
布概率为

Ｐｎ（ｘ）＝ ψｎ（ｘ） ２ ． （３）
虽然随着量子数ｎ的增大，由（３）式所给出的概率
分布曲线逐渐接近于（１）式所确定的概率分布曲线
（图１），但无论如何摆球都不可能表现出周期振荡
行为；不仅如此，按照量子力学的基本诠释，摆球可
以从ｘ１点突然“跃迁”至ｘ２点而无需时间（图２）．显
然，这一量子力学预言与经典力学结果是完全不相
容的．

图１　 摆球第九激发态的波函数概率分布曲线与经典力学摆球
空间概率分布曲线的比较（图中实线为Ｐ９（ｘ）曲线，虚线为经典
力学计算曲线）

如果摆球的确是一个有质量而无体积的质点，
我们当然更相信量子力学的预言．然而，实际的摆

图２　 按照量子力学基本诠释，处于ｘ１ 点的摆球在下一时刻可
能出现在ｘ２ 或ｘ３ 处，而这一空间“跃迁”无需时间

球并非是理想质点．对于半径为ｒ的摆球，它是由若
干质点（电子与原子核）组成的体系，其量子力学时
间演化由下式的Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ算符确定：

Ｈ^ ＝
ｉ

ｐ^２

２ｍｉ
＋ １
２
ｍｉω

２ ｘ２( )ｉ
＋ 

ｉｊ
Ｈ^ ｉｊ（ｒｉ，ｒｊ，ｔ）＋… （４）

显然，由于（４）式的复杂性，我们无法由此得到等效
质心运动对应的Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ算符，也就是说严格来
讲，摆球运动不处于（２）式所示的量子定态．

从另一观点来看，虽然Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程和Ｄｉｒａｃ
方程的描写对象均为质点，但并非不能将复合粒子
等效为质点进行描写．例如，由于中子和质子都具
有内部结构，但在处理其干涉衍射行为时，却可以
将它们视为质点而应用量子波动方程（Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ
或Ｄｉｒａｃ方程）得出正确的结果；同样，在利用上述
波动方程处理很多问题中，普遍将电子处理为理想
质点，但到目前为止人们尚未证实电子的确是理想
质点，只是在实验上确定其线径不大于１０ － １７ ｍ．由
此可见，量子力学体系中应存在一定的条件，满足
此条件的非质点系统可以被质点方程描写．

根据量子力学关于测量的不确定性关系可知，
测量空间位置的不确定范围Δｘ ≥ 

ｐ
（ＤｅＢｒｏｇｌｉｅ波

长λ ），对于动量ｐ很大的宏观粒子，Δｘ趋于零，故
可用经典力学描写其运动，但随着粒子的动量不断
减小，位置测量的不确定范围越来越大，我们便不
得不应用量子力学描写其运动．显然ＤｅＢｒｏｇｌｉｅ波长
是一个简单的判据．由于摆球动量ｐ是ｘ的函数，故
我们研究摆球位于势能最低点（ｘ ＝ ０ ）时，最大动
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量值ｐｍａｘ 所对应的ＤｅＢｒｏｇｌｉｅ波长．根据
ｐ２ｍａｘ
２ｍ

＝ ｎ ＋( )１２ ω， （５）
可得

λ ＝ 
（２ｎ ＋ １）ｍ

ｌ槡槡 ｇ
． （６）

对于摆长ｌ约为１ ｍ的摆球，取ｎ ＝ ５，若摆球为电
子（质点），则ＤｅＢｒｏｇｌｉｅ波长约为１ ｍｍ，这远大于电
子线径（＜ １０ － １７ ｍ），表明必须应用量子力学来处理
此时电子的运动问题；若摆球是以Ａｇ为材质的宏
观小球（线径ｄ约１０ － ８ ｍ），质量约为１０ － ２０ ｋｇ，由
（６）式可得其ＤｅＢｒｏｇｌｉｅ波长约为１０ ｎｍ，与其线径
为同一数量级，则这时摆球的运动不能用量子力学
波动方程在等效质心近似下来处理．如果这时的摆
长ｌ ＝ １ ｍ，摆球ＤｅＢｒｏｇｌｉｅ波长λ及线径ｄ随摆球质
量变化的趋势如图３所示．由此图可见，只有当摆球
的质量ｍ≤３ × １０ － ２１ ｋｇ时，利用等效质心法的量子
力学波动方程才能正确地描述摆球的空间运动．

根据上述理论分析，若将单原子碳链悬挂起来
作为复摆，其下端原子链的线径远小于相应的
ＤｅＢｒｏｇｌｉｅ波长，因此整个单碳链只能做随机的量子
运动，而无任何周期可言．巧合的是，这一推论与乌
克兰科学家最近的实验观测相符合．虽然乌克兰科
学家并未做相关的理论分析，但他们利用场离子显
微镜的确观测到了单碳链的空间概率分布行为［４］．

图３　 当摆长为１ ｍ时，摆球的ＤｅＢｒｏｇｌｉｅ波长λ及线径ｄ随着摆
球质量增加的变化趋势

由（２）式得出的摆球概率幅由一系列线径不同
的“波包”组成（图４），其宽度ｄｗｐ 对应着摆球的
ＤｅＢｒｏｇｌｉｅ波长．显然只要ｄｗｐ 远大于摆球线径ｄ ｏｂｊ，
使得“波包”能够充分“包住”摆球（图５），即满足

　 　 　 　

图４　 单摆小球第五能级波函数概率幅．摆球的概率幅即为摆球
的ＤｅＢｒｏｇｌｉｅ波长，它由一系列线径不同的“波包”组成，摆球的
ＤｅＢｒｏｇｌｉｅ波长λ为其概率幅的最小“波包”线宽ｄｗｐ

图５　 （ａ）当质心波函数概率分布曲线“包住”宏观体积物体时，
量子力学可利用等效质心方法描述宏观物体的空间运动；（ｂ）
当概率分布曲线不能“包住”物体时，利用等效质心近似的量子
力学波动方程不能正确描述宏观物体的空间运动
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条件
ｄｗｐ  ｄ ｏｂｊ， （７）

摆球便应表现出随机的量子跃迁行为，而无任何周
期可言．

３．量子单摆的实现
　 　 根据上一节的理论分析，我们考察了在真空系
统中实现纳米至微米尺度上量子单摆的实验条件．
由（６）式及图３可得出，在摆长ｌ一定的情况下，只
要摆球的质量小于一个临界值，它便做无周期的量

子跃迁而似乎与摆长再无关系．但为了能够在实验
中观察到经典单摆向量子单摆的过渡，摆线的总质
量应远小于摆球的质量；由于近来已经从理论和实
验上证明单原子碳链能够稳定存在［１２］，因此我们选
择单原子碳链作为单摆的摆线．由（２）式可知，随着
量子数ｎ的增大，摆球波函数概率曲线的“波包”线
径逐渐减小，故摆球线径也应随之减小才能保证出
现量子效应，所以不能期望在ｎ趋于无限大的量子
态观察到量子效应．在我们的设计中选取了ｎ ＝ ５
的量子态概率分布曲线，表１是当摆球以Ｃ作为材
质时，满足量子效应的摆球临界尺寸．

表１　 以Ｃ为材质的摆球能够出现量子效应的临界半径．实验中摆球半径大于临界半径值时，摆球做经典周期运动；
当摆球半径远小于临界半径值时，摆球做“无周期”的“超时”量子空间运动

摆线长／ ? 摆线质量／ １０ － ２１ ｋｇ） 最小波包半宽／ ? 摆幅／ ? 摆球质量／ １０ － ２１ ｋｇ 临界摆球半径／ ? 周期／ ｓ 摆角／（°）
５ × １０８ ３５３３ １４４ １２３７ ８ １８ １４２ ０ ４４ １ ４２ × １０ － ４

１ × １０８ ７０６ １２２ １０５９ ５ ０６ １２１ ０ ２０ ６ ０７ × １０ － ４

５ × １０７ ３５３ １１４ ９９０ ４ １３ １１３ ０ １４ １ １３ × １０ － ３

１ × １０７ ７０ ７ ９７ ８５１ ２ ５３ ９６ ６ ３４ × １０ － ２ ４ ９１ × １０ － ３

５ × １０６ ３５ ３ ９１ ７９１ ２ ０８ ９０ ４ ４８ × １０ － ２ ９ ０６ × １０ － ３

１ × １０６ ７ ０６ ７８ ６８６ １ ２５ ７６ ２ ００ × １０ － ２ ３ ９３ × １０ － ２

５ × １０５ ３ ５３ ７２ ６４１ １ ０２ ７１ １ ４１ × １０ － ２ ７ ４３ × １０ － ２

１ × １０５ ７ ０６ × １０ － １ ６２ ５４２ ６ ４９ × １０ － １ ６１ ６ ３４ × １０ － ３ ０ ３１　

５ × １０４ ３ ５３ × １０ － １ ５８ ５１９ ５ ０２ × １０ － １ ５６ ４ ４８ × １０ － ３ ０ ５９

１ × １０４ ７ ０６ × １０ － ２ ４９ ４４０ ３ １６ × １０ － １ ４８ ２ ００ × １０ － ３ ２ ５２

５ × １０３ ３ ５３ × １０ － ２ ４６ ４０９ ２ ０６ × １０ － １ ４５ １ ４１ × １０ － ３ ４ ６８

１ × １０３ ７ ０６ × １０ － ３ ３９ ３５５ １ ５６ × １０ － １ ３８ ６ ３４ × １０ － ４ ２０ ３４

　 　 从表１的计算结果可以看出，在实验中直接观
测单摆从经典到量子的过渡是相当困难的．为了能
实现经典周期单摆，摆线不能过长，否则摆线质量
将大于摆球质量．例如表１中当摆线长为１０ μｍ—５
ｃｍ时，摆线的质量都不小于Ｃ球质量，则不符合经
典单摆的条件；同样，摆线长度不能过短，否则摆角
会大于５°，例如表１中当摆长处于１０３—５ × １０３?的
范围内时，摆角均大于５°．

表１的结果还说明，在目前的实验水平上，如果

仅仅以观测空间量子跃迁为目标而不顾及是否满
足经典单摆条件，那么相应的实验观测就容易多
了．表１中第一行的数据表明，当摆长（单原子碳
链）为５ ｃｍ时，线径为１０ ｎｍ的碳球便应表现出空
间量子跃迁行为．这时，我们可以利用微探针技术
直接观测摆球的运动是否符合量子力学所预言的
无“周期”的“超时”效应．如果选用密度更大的材料
为摆球，则更容易观察到它的量子行为．在表２中我
们分别给出了Ａｇ和Ｐｔ球出现量子效应的临界值．

表２　 （ａ）（ｂ）分别以Ａｇ和Ｐｔ为材质的摆球介于经典效应和量子效应的临界线径值．在相同摆长情况下，摆球线径大于临界值时单摆
空间运动为经典“周期”振动；摆球线径小于临界值时，将会出现量子单摆无“周期”的“超时”空间运动

（ａ）
摆线长度／ ? 摆球质量／ １０ － ２１ ｋｇ 摆球临界半径／ ? 摆幅／ ? 周期／ １０ － ３ ｓ 摆角／（°）
１ × １０５ １ １８ ４５ ４１７ ６ ３４ ０ ２４

７ × １０４ ９ ７５ × １０ － １ ４３ ４０９ ５ ３１ ０ ３３

５ × １０４ ９ ０９ × １０ － １ ４２ ３９０ ４ ４８ ０ ４５
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（ｂ）
摆线长度／ ? 摆球质量／ １０ － ２１ ｋｇ 摆球临界半径／ ? 摆幅／ ? 周期／ １０ － ３ ｓ 摆角／（°）
１ × １０５ １ ２１ ４４ ４０１ ６ ３４ ０ ２３

７ × １０４ １ ０５ ４２ ３９３ ５ ３１ ０ ３２

５ × １０４ ９ １４ × １０ － １ ４０ ３８９ ４ ４８ ０ ４５

　 　 从表２的数据中我们看出，若单碳链摆长为１０５
?时，Ａｇ摆球半径大于４５?，则摆球将表现为经典
“周期”振动，其周期为６ ３４ ｍｓ；而当Ａｇ摆球半径
小于４５?时，单摆表现出量子力学预言的无“周期”
的“超时”运动．

４．总　 结
　 　 在利用量子力学波动方程（Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程或
Ｄｉｒａｃ方程）描述宏观单摆问题时，体系Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ
在原则上应为物体各个粒子（电子、原子核等）
Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ之和，即^Ｈ ＝ 

ｉ

ｐ^２

２ｍｉ
＋ １
２
ｍｉω

２ ｘ２( )ｉ ＋


ｉｊ
Ｈ^ ｉｊ（ｒｉ，ｒｊ，ｔ）＋…． 由于该算符太复杂，人们通常

用摆球质心Ｈａｍｉｌｔｏｎｉａｎ做近似处理．然而这种方法
成立的条件是摆球的ＤｅＢｒｏｇｌｉｅ波长远大于摆球线
径．对于单摆运动，该条件相当于概率幅的“波包”
线径大于摆球的线径．以此为条件，我们的计算表
明以轻质链（如单原子碳链）悬挂的Ｃ，Ａｇ或Ｐｔ纳
米摆球能够表现出无“周期”的“超时”量子跃迁
效应．
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