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1 � �

�������������		����
������������	�	
��
��
	����, ��	�������	����	
������������. ��
��	, ��
�����

����, 	��������;

	����
��	,��	���, �����
����
��������, 	�������
�������, 
�	����
������
�����. ������		 “	
” �����
�
���	� (���
���) �����, �

��������	������
� [1].

��	�	��������������
� (KF) ���� [2−6]. KF ��	������

	
��
�, ��
�����
����
�����. �	����� (EKF) � KF ���
�����
�����, ���
��
���
�
������������. ������
� (EnKF) �����������	
��
�
	�����
��, 	�	����� (UKF) �
��
� “�	”�	����
�	����

����. �����������������
���
����, 	�
����������,

�������	
������.

���
������������, ���
�� (3D-Var) ����� (4D-Var)[7−9]. ����

���	
���������, ��
���

���
��
���. 4D-Var �� 3D-Var �
��
�
�
�, �
	��
���
���
�
������	�
��������. �

������
����
, 4D-Var ������
�����
�����, ���������

��
�������
���. ��, ����

�����������	�

�����
����������.

���� (PF) ���
	��������
����������. PF ����� EnKF ��
��, �������������������
����������, 	�����
���,

����������������
� [10].

�������� PF ���
��, � Pitt


�������� (auxiliary particle filter)[11],

Musso 
 � � � � � � � �� (regularized par-

ticle filter)[12], Arulampalam 
 � � � 
 � � �
� (likelihood particle filter)[13], Kunihama 
 � �
�� MCMC ���� (improved MCMC particle

filter)[14], �	�
��
������� [15], �
�	
�������
���� [16], �
��
�����
�
. 	 Kotecha, Djuric � Van der

Merwe 
���������� [17]������
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�� [18] ����� σ ����� (gaussian mix-

ture sigma-point particle filter)[19], �������
�
�
��. Eyink 
��	������ (max-

imum entropy particle filtering)[20], ��	����
�����	
���������, 

.

��
�����		��
������
����, ������������� [21], ��
	���������������, �����

�������������������	,

������, ������
�������,

	�������
����������
�
����, �	�����������.

2 ����������

	 � 	 � � � � 
 
 (dynamic state space,

DSS) �� [22]. 
������
� {ψk, k ∈ N},
���
� {dk, k ∈ N}, �	, k ��
�
	,

ψk ∈ �n � dk ∈ �m �����
�	� k

����������. ������
��
� Markov 
�, ����������
���
��, �������. ���

ψk = f(ψk−1, μk),

dk = h(ψk, υk),
(1)

�	, μk ∈ �n � υk ∈ �m ����
��	��
��	.

���		�
������������

���, 	 Bayesian ���
������	

���



p(ψk|dk) =
p(dk|ψk) · p(ψk)∫
p(dk|ψk) · p(ψk)dψk

, (2)

�	, p(dk|ψk) ��
��, p(ψk) 	������
��� (PDF), p(ψk|dk) �	��� PDF.

�������, �� PDF �������

��, ���������	�������

����, �� Bayesian ���������	
�
��� (minimum mean square error, MMSE) �
� [23], ����������� (KF).

�������������
�����
���, ��	����
�
���

���
��
	�������� p(ψk|dk)����, �

	
������
�, �	�	���	��

���, �

	�
���	��� [24], ��
� EnKF 	�����.

� � � � 
 � � � � � � � p(ψ) ���
� 
, � � � � 	 
 � N � � � � ��� 

	 {ψi : i = 1, 2, · · · , N}, �
�������
	�
������������

p(ψ) =
1
N

N∑
i=1

δ(ψ − ψi), (3)

�� ψ ��� f(ψ) ��
��������

E(f(ψ)) =
∫
f(ψ)p(ψ)dψ ≈ EP (f(ψ))

=
1
N

N∑
i=1

f(ψi).
(4)


���� PDF 	�
�����	�, �
������
�
������ q, �����
���������	��, �����	


����

wk
i = wk−1

i · p(d
k|ψk

i )p(ψk
i |ψk−1

i )
q(ψk

i |ψk−1
i , dn)

, (5)

�	, p(ψk
i |ψk−1

i ) ������, q(ψk
i |ψk−1

i , dn)
��
����, �	����, ������
� p(ψk|dk) ����	

�����. ���

������� q ����������.

�� � � ��� � 	 
 q(ψk
i |ψk−1

i , dn) =
p(ψk|ψk−1)[24], ��
��	����

wk
i = wk−1

i · p(dk|ψk
i ). (6)

�����������, �������	


�����, ��	����� [21], ��	���
����, ����� “��” ������, ��
	

�������.

3 �������

���������	, ��������
�� PDF, ��������	�, �	����
� PDF ������	�, �
��������

�
��
. 	����������, ���
����������, ���	�������
	, ����������.

���
�������

ψk = f(ψk−1) + μk,

dk = h(ψk) + υk,
(7)
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�	, k���
�
�	, f(ψk−1) � h(ψk)��
�
�����������, μk � υk ����
����
������� (��
��
���
�), ���
�������
������, 

����� Q � R.

3.1 ������������������������

� � � � ��� ��� � �, � � � � �
� (���	���) 	����������
������, ����
���
������
��
��, �
�	����������
�

�����
��
��, �������
�
������	��, ������������


����.

	��

���
��
����, ��
��
�� dt = 0.01s, ���
��� n · dt =
n·0.01s(n = 10—100), ������������
���, ���	���
�
��
�, ���
���������. ���������� “�”

������

dln+j = dln +
j

n
(d(l+1)n − dln), (8)

�	, n����
��
�, l ∈ {0, 1, 2, · · · }��
���
�	, j ∈ {0, 1, · · · , n} ����
��
����
�	, dln,d(l+1)n ����

�	�
���.

	���
��� j � (j �= 0, n) ����
�������, ������
���	��
�����	�������, 	�	
��	
������, 	�����, ���	
�� j

� (j �= 0, n) ���
���

Rj = R · (1 + n/2 · e− |n/2−j|
2 ), j = 1, 2, · · · , n− 1,

(9)

�
, ��� Rj 	��
�����
.

��, ������, 	� j = 1, 2, · · · , n − 1
�, �����
��

��� ψk,old = f(ψk−1) + μk, (10)

���

ψk,new = ψk,old +K(dk + γk − h(ψk,old)), (11)

�	, k = ln + j, γk = γln+j ��
��� Rj �
��������, K �	

�, 		�	��

��� (EKF) ��, ����
�

K = PHT(HPHT +Rj)−1, (12)

�	, H ����� h ������, P ����
���
��.

3.2 ���������������������

	���������������, 
��
�������, ����	���������
���
�����
�.

3.2.1 ����
��������������
�
�	


��������
�
, ������		
�����, �
������
��
�
, 

�
��������������	, �
�
	����
����. �������
��
����
�������, ���
����,

		���������	����
���
���� “
�” �������
�����
������, ��	���������, �


���������
����������
������� “��” ������. ����
����
�
������, �		��
�
� “�
�
”.

������� (auxiliary particle filter)[11] �
���, 	����		�����	
��

����������
�
, ������	

����, 
�
��������������
� “
�” ����	, ��
������	�

	�
���, �����
��������
��, ���		�
����
�������
��, 
���������������, �	
������. ��, �	��	, �	�

��
���
�����
�
�����

Z =
1√

trace(R)/trace(HQHT) ·M · 1
N
, (13)

�	, M �������, N ����, 1/N ��
���

	
, trace(·)��
���. ����
	
�� Z �, �
����
�
; 
����
���. Z �

√
M ���, �	�������,�

���		�
���
��	
������
�, ������
�
�, �����; �
, Z

�
√

trace(R)/trace(HQHT) ���, �����
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�
��, ���������, �������
�	�����, ����������
��,

��������.

�����, �
�
���� ln − 1 ��
� ln ������
��
����, ����
�������������������
�

, �����
���. ���
	�
�, �	
��
�
����������, ��	���,

��
� ln− 1 �������.

3.2.2 �����
���
�������������
�

ψk = f(ψk−1,new) +K(dk − h(f(ψk−1,new))) + μ̃k,

(14)

�	 ψk−1,new ��
�	
�����, K �
���
�, μ̃k ����
����
��, �
�
� μk, 	������, �
��
� Q̃.

K(dk − h(f(ψk−1,new))) ����
���, 
�
�� K ���. 			��������,K ��
������������. � EnKF����,	
��	�������	

	���

�

���
�, ��	
�������
�. �
,

�����
���	����	

. ����
�
���

ψ̄ =
∑

i

wi · ψi, (15)

P f =
∑

i

wi(ψi − ψ̄)(ψi − ψ̄)T. (16)

	���
������
�, �����	��
�����
�������. ������	�,

����		��, ���� K ��
��, ��
�����
���. ���	


Ki = αiP
fHT(HP fHT +R)−1, (17)

�	, αi =

√
1
N

/
wi ��	


����	


����
�	, 
����, ������ αi �
�, 
�
�	�����������, �
�
���, 

��������.


�, 		
�����������	


w′
i ≈

p(dk|ψk
i )p(ψk

i |ψ
k−1

i )
q(ψk

i |ψk−1

i , dn)

≈ exp[−1
2
(dk − ψk

i )TR−1(dk − ψk
i )

− 1
2
(ψk

i − f(ψ
k−1

i ))TQ−1(ψk
i − f(ψ

k−1

i ))

+
1
2
μ̃TQ̃μ̃], (18)

	�, 		��	
�����
�
, 
�
�
���	
�
, �
� 1/N .

3.3 ������������

������
�, �	���������
����

�� 0 �
�����, ���
����
�������	
�. �
��������,

�����
������, ���������
�	��
�����.

�� 1 ����
������ (l − 1)n +
j(j ∈ {1, 2, · · · , n− 1}) ��.

�� 2 ������ d(l−1)n+j �����
�
�� Rj .

�� 3 �����
� (l − 1)n + j ���
����.

�� 4 � j = n− 1 �, ������
��
�������� ln; ������
�, ��

�	
 wi.

�� 5 		 wi ����
���
���
���
�
,��
�
����������.

�� 6 �
��
����
���, ��
���
�
�	
 wi.

�� 7 		 wi ��
� ψ̄, 
�� P f ��

� K, ����

� ψln.

�� 8 ����	
 w′
i, 		 w′

i ����

�
.

4 ����

�����	, �	���
�������
���������������������
������. �
��
�����	�
��
�
 [20,25]. 	���������������
����������.

4.1 ������������������ Lorenz63 ������

Lorenz63 �
�������������,

������������	��������

070501-4
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���
dx
dt

= a(y − x),

dy
dt

= (b− z)x− y,

dz
dt

= xy − cz.

(19)

���������
�� a = 10, b = 28, c =
8/3[20]. ��	������� Runge-Kutta ��,

����
� dt = 0.01, ������� T =
1000. ������������, 
�
���

��
� m = 20, ����� x����, ��
��� H = I1, ������� R = 2. ����

� x0 = 1.508870, y0 = −1.531271, z0 = 25.46091,

��������	���. �
��
��
�

Q =

⎡
⎢⎢⎣

0.1491, 0.1505, 0.0007

0.1505, 0.9048, 0.0014

0.0007, 0.0014, 0.9180

⎤
⎥⎥⎦ ,

����
��� Σini = 2I3, �	 I1,I3 ��
�� ��� � � � ��� � �. � � ���
�����	, ������
�����


� P =
1
N

∑
i

(ψi − ψ̄)(ψi − ψ̄)T.

� 1 

�����
����� (�������, �������, * 	����) (a) SPF; (b) EnKF; (c) �������

��	
����� N = 20. �
 Lorenz63

��������, ������������


�����
����. � 1 
�������
�����, �	� 1(a)�������� (SPF),

� 1(b)��������� (EnKF), � 1(c)��

	���������. �� 1 ��, SPF ��	
�, ������������, ����

�
����
������ [26]; EnKF� SPF ���
�, 	����������������, 
�
���
.
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���������
��, �������
���������. � 1 
�����
���
������������, ����
����
�
����, �	 R′, Q′ �������	��
�����

��.

�� 1 ������, ����
�����
������������. ��
������
�
���, ��� 2, ������
��
�
�, �	 EnKF ����	�, 		������

������������������, 	��
���
������, ����	�����

�����
�������
�������
�������.

� 1 ��������
��������
��� (100 

���

, m=20, N=20, SPF��������, EnKF��

�������, newPF�������)

�� 1 �� 2 �� 3 �� 4 �� 5 �� 6 �� 7

R′/R 1 0.1 1 1 1 0.01 10

Q′/Q 1 0.1 0.1 0.01 10 1 1

SPF 4.33 2.45 3.50 5.33 8.09 4.02 5.75

EnKF 3.55 1.15 2.18 2.04 7.33 3.02 5.39

newPF 2.32 1.35 1.77 1.55 4.90 1.89 4.37

���������, �����
��,

� EnKF ��������
����, 	 SPF

������, ��� 3 � 4, ���������
���	�
������� SPF �	����
���, 	�����������������
��.

�� 5 ����������	�
���
����,����, ����������, ��
���������������������
��. �� 6 � 7����
����, ����
����������, ���	�����
�


���
���.

� 2 ��������
��������
���
(100 
���

, m=10, N=3, ���� 1)

�� 1 �� 2 �� 3 �� 4 �� 5 �� 6 �� 7

R′/R 0.01 0.1 1 1 1 1 0.01

Q′/Q 0.01 0.1 1 0.01 0.1 10 1

SPF 8.93 7.77 6.23 10.25 8.05 8.66 5.94

EnKF 0.35 0.99 3.25 5.95 3.03 8.45 5.91

newPF 0.36 0.72 1.95 6.29 2.65 3.26 1.42

	�����������
������
�����������. � 2 
�����


�
�� m = 10 	����
� N = 3 ��
����. �� 2 ��, ��
���, SPF ��
�������, 	� 3 ����������
������. ����, 	��������
�������, �����
�������,

��� 6 ��� 7. �������	�
���
��, ���������, ��� 4, ��
��
�����
������, �� 4D-Var ���
����
��.

4.2 ������������������ Lorenz96 ������

������������	
�����
��, 	�	�������� [21], ������
	
������

��
�. Lorenz96 ���
�������������, �
������
����
��, ��	����

��

dxj

dt
=(xj+1−xj−2)xj−1−xj +F, j = 1, 2, · · · , J

(20)

�	, J ��������.

	�����	����� Runge-Kutta ��,

dt = 0.005, F = 8, J = 40, �� j = 20 �, F =
8.01. ��
�� 2000 �
�, ���
�	��
�����
� (��� [25] ��
���). �
� 10 ��
�, ��	� j = 2i(i = 1, 2, · · · , J/2)
������
��. ������ σobs = 1, �
������� σini = 1, �
�����
�
� Q1/2 = 0.05C1/2, �	 C ���
�, ����

��� 1, 
���
��� 0.5, �
���

��� 0.25. ����� 1000�, � T = 1000, �
��
� N = 20. �	��	, ��������
	���
�����
� P = 0.05C.

	��	����������, �����
��� EnKF����. � 2 
��������
����
�����, �	���������,


	 ×���� 10����� (
������
���), ���
����������.

	� 2 ����, ������	�, 	��

�������	
����������, 	
���������, ������. ����,

EnKF ���� 300 ��
����������,

�����	���	�, ���
����, 	
�����, �������������, ��
�������.

� 3 
����������
�����.
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����, ������
��������,	
�������������. ����, EnKF �
����	
�, 		����	���	�,�
�	��� EnKF ��, ��������.


 diff(t) =
1
J

J∑
j=1

(xst
j − xttj)

2, � 	 xst
j

� xttj ���� t ��� j ����

����
���, diff(t)�� t �����

	��
�.

� 4 
��� diff(t) ��
 t �����. �	
��	, diff(t) �	��� 1—4.5 �
, 	� EnKF

	�������.

� 2 ���������� (����������, ���
����������, 
	 ×����) (a) ������
�; (b) EnKF

� 3 ���������� (a) �������; (b) EnKF

� 4 ������
	��
���
��� (40D, σobs = 1) (a) �������; (b) EnKF
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������� 50 
, 	��	
���
�
��� RMS newPF(diff ���
 t �


��
�	) � 1.51, EnKF 	
����
��
� RMS EnKF � 2.86. ����
����, ��
������
��, �
���
��
���

���, �
 σ′

obs = 0.5σobs, ��
���, �

� RMS newPF = 0.95, RMS EnKF = 2.27, 		��
�������
.

� � � � � � � � 400D, 	� � � 
 �
� � � � � � 
 � �	
 � � � � � � �,

	 EnKF �	���
�, �� RMS newPF = 2.15,

RMS EnKF = 4.53, �� 5.

� 5 ������
	��
���
��� (400D, σ′
obs = 0.5) (a) �������; (b) EnKF

5 ��������

����������������, � KF

�	�������. �	���	������
���������, ���
��������
�������

��
�. 	�������
����, ����������� “�” ��, �
����������
�
���
, ����
��, 
������������������.

	���	�
���
��������,

�	
�������
���������	
�, ����
���������, ���
�
��	������������� PDF, �
�

������������. ����, 	� EnKF

	���
� K ����
���	
	
, �
�������	�����, ��������
�	������	�	��
� K ����

��
�.

���� KF ��, ����������, �
���������������, ������
������������	���
���. �
��������������������

�����, 	���
� �
��
����
��
����, ��������������
���
�, �������������, 	�
�����
��!��.
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Improved particle filter in data assimilation∗
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Abstract

Owing to the fact that standard particle filter and ensemble Kalman filter can not efficiently represent the posterior probability

density function (PDF), an improved particle filter is proposed. In this algorithm, an innovation step is introduced after the prediction

step, and the analyses of non-observation time and observation time are treated separately. The numerical simulations of a low- and a

high-dimensional systems show that this new particle filter can follow the true state of a highly nonlinear non-Gaussian system very

well.
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