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一维三振子周期结构带隙设计*
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针对一维三振子周期结构,导出了系统无量纲色散方程. 利用奇异性理论证明,色散曲线的拓扑结构不随刚度

参数和质量参数的变化而变化,并由此给出带隙起止频率的计算公式. 以此为基础提出带隙设计方法,并用等刚度

和等质量两类例子进行了验证. 本文方法也可用于声子晶体和光子晶体的带隙设计.
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1 引 言

周期结构是由基本单元在空间周期排列形成

的结构. 在土木工程、机械动力、航空航天等领

域中有广泛应用,如加筋梁板、蜂窝结构、栅格结

构、阶梯轴等 [1]. 声子/光子晶体也是典型的周期

结构，其弹性常数/介电常数周期性变化，且具有

弹性波/电磁波带隙 [2],是当今物理学、光电子学、

电磁场理论、材料科学、纳米技术、微机电等领

域共同关注的研究热点.

周期结构具有特殊的色散关系,色散关系曲线

之间的频率范围称为带隙,带隙频率范围内的弹性

波传播受到抑制,而其他频率范围 (通带)内的弹性

波可以无损耗地传播 [3]. 因此,周期结构可作为减

振单元用于振动控制 [4−7]. 由于是宽频带的振动控

制方法, 对激励频率的波动不敏感, 既适合于激励

源的频率不稳定的振动控制,也适用于共振频率密

集结构的振动控制.

计算带隙是周期结构研究的重要问题,已发展

的计算方法主要包括传递矩阵法 [8]、平面波展开

法 [9]、时域有限差分法 [10]、多重散射法 [11]、集

中质量法 [12,13] 等. 其中集中质量法有精度高、收

敛性好等优点,特别适合一维周期结构的带隙计算.

利用集中质量法可将一维周期结构等效为周期弹

簧振子系统 [12−14],振子的质量和弹簧的刚度由一

维周期结构中的等效弹性模量、长度、截面尺寸

等参数得到. 已有研究表明, 既可以适当选择周期

结构中单元的材料和几何参数,调节周期结构带隙

范围 [3,5],也可利用智能材料 (如压电晶体 [4,15−17]、

形状记忆合金 [18,19]、功能梯度材料 [20,21] 等)主动

改变弹性模量,调节带隙范围.

目前有关带隙的研究,大部分从正问题的角度

进行讨论,而对如何设计周期结构实现特定频率范

围的带隙这一反问题,还极少涉及. 因此,发展周期

结构带隙设计方法有重要的理论意义和潜在的工

程应用价值.

作为带隙设计的初步探讨,本文针对一维三振

子周期结构,引入奇异性理论分析其色散曲线拓扑

结构, 给出带隙起止频率的计算公式, 进而提出此

类结构带隙设计方法并进行验证.

2 带隙计算

图 1所示为一个无限周期弹簧振子结构. 每个
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周期由 3个弹簧及振子串联而成,相应的弹簧刚度

系数为 k1, k2, k3,相应的振子质量为 m1, m2, m3,相

邻振子间距均为 d,每个周期的长度为 a = 3d. 如图

1,假定弹簧的质量全部集中在振子上,且振子只能

在图示的水平方向即 x方向运动, x j 为对应振子 m j

的位移. 对于第 j个振子,其运动方程为

m jẍ j = k j(x j+1 − x j)− k j−1(x j − x j−1) j = 1,2,3.
(1)

根据 Bloch定理 [22],在周期边界条件下,上述运动

方程的解可写为振幅为 A,角频率为 ω 的简谐振动:

x j = A jei( jqd−ωt), (2)

式中 jq表示第 j 个振子的位相因子, q为波矢,在

第一 Brillouin区即 (−π/a,π/a)取值.

图 1 一维三振子周期结构

将 (2)式代入 (1)式,得:(
k j + k j−1

m j
−ω2

)
A j

=
k j

m j
eiqdA j+1 +

k j−1

m j
e−iqdA j−1. (3)

由于弹簧振子结构周期排列,在周期边界条件

下有: 
k0 = k3, k4 = k1,

m0 = m3, m4 = m1,

A0 = A3, A4 = A1.

(4)

方程 (3)可简化为

k1 + k3

m1
− k1

m1
eiqd − k3

m1
e−iqd

− k1

m2
e−iqd k1 + k2

m2
− k2

m2
eiqd

− k3

m3
eiqd − k2

m3
e−iqd k3 + k2

m3



×


A1

A2

A3

= ω2


A1

A2

A3

 . (5)

要使系统中存在形如 (2)式的振动形式,则 (5)式系

数行列式必须等于零,即

−ω6 +(k3m2m3 + k1m2m3 +m1k2m3

+m1m2k3 +m1k1m3 +m1m2k2)ω4

− (m1 +m2 +m3)

m1m2m3
(k1k2 + k3k1 + k2k3)ω2

− 2k1k2k3[cos(3qd)−1]
m1m2m3

= 0. (6)

将特定的 m1, m2, m3 和 k1, k2, k3 代入 (6) 式,

且令 qd ∈ (−π/3,π/3) 便可得到三条色散曲线.

图 2 所示为 m1 = 1 kg, m2 = 0.2 kg, m3 = 0.77 kg,

k1 = k2 = k3 = 800 N/m的色散曲线.色散曲线上的

每个点都对应于周期结构中的一种弹性波的传播

模式. 所有色散关系曲线都不经过的频率范围形成

带隙,如图 2阴影部分所示. 显然,带隙上下限值与

色散曲线拓扑结构有关. (6)式中参数变化时,会不

会导致色散曲线拓扑结构变化还没有明确结论,为

此下节引入分岔分析的奇异性理论进行讨论.

图 2 一维三振子周期结构色散曲线

3 奇异性分析及带隙起止频率

由于方程 (6) 中有 6 个参数 m1, m2, m3 和 k1,

k2, k3,数目较多,不便于进行分析,下面对其进行无

量纲化处理. 令:

m21 =
m2

m1
, m31 =

m3

m1
, k21 =

k2

k1
,

k31 =
k3

k1
, ω = w

√
k1

m1
, (7)

则方程 (6)可简化为无量纲方程:

−w6 +
1

m21m31

(
m21m31 +m21k31 +m31

+m21m31k31 +m31k21 +m21k21
)
w4

− (1+m21 +m31)(k21 + k31 + k21k31)

m21m31
w2

+
2k21k31[cos(3qd)−1]

m21m31
= 0, (8)
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该方程描述了无量纲参数与无量纲频率间的关系.

当 m21 = m31 = k21 = k31 = 1时,带隙不存在,本文

不考虑这种特殊情况.

若视 q为分岔参数, w为状态变量,则根据奇异

性理论 [23],方程 (8)对应的色散曲线存在不同形式

的拓扑结构时,参数空间中必然存在非空的临界参

数集合,即转迁集. 转迁集将参数空间分成不同区

域,不同区域中的分岔曲线的拓扑结构一般是不同

的. 相反,如果所有转迁集都为空集,则色散曲线的

拓扑结构不随参数的变化而变化,也就说完全可按

图 2的特点来确定带隙的位置.

若记 w0 = w2, gw0 , gw0w0 和 gq 分别为 g 关于

w0的一阶、二阶导数和关于 q的一阶导数. 则转迁

集包括分岔集 B,滞后集 H 和双极限点集 DL,分别

为

B : g = gw0 = gq = 0, (9)

H : g = gw0 = gw0w0 = 0, (10)

DL :

g(w0i) = gw0i = 0

i = 1,2(w01 ̸= w02 > 0)
, (11)

g, gw0 和 gw0w0 的表达式见附录.

先计算分岔集 B:

注意到 m21,m31,k21,k31,d 均为正实数，且

qd ∈ (−π/3,π/3),由 gq =
6dk21k31 sin(3qd)

m21m31
= 0得:

q = 0,

代入 g = gw0 = 0 中, 联立消去 w0 , 可得: (m31 +

m21 + 1)(k21k31 + k31 + k21)[(k2
31m2

31 + 2k2
31m31 +

k2
21 + k2

31 − 2k31m31 + 2m2
31k31 + m2

31 + 2k21k31 −
2m31k21k31 − 2k21m31)m2

21 + 2m31(−m31k21k31 +

m31−k31m31−k21m31+k2
21−k21−k21k31−k31)m21+

m2
31(k21 + 1)2] = 0, 显然 (m31 + m21 + 1)(k21k31 +

k31 + k21) ̸= 0,上式简化为

(k2
31m2

31 +2k2
31m31 + k2

21 + k2
31 −2k31m31 +2m2

31k31

+m2
31 +2k21k31 −2m31k21k31 −2k21m31)m2

21

+2m31(−m31k21k31 +m31 − k31m31 − k21m31

+ k2
21 − k21 − k21k31 − k31)m21 +m2

31(k21 +1)2 = 0.
(12)

若视 (12)式为关于 m21 的一元二次方程，则由于

判别式

∆ =−16m2
31(k21k31 + k21 + k31)(m31 −1)2 < 0

可知 (12)式没有 m21 实数根,也就是说没有任何参

数组合满足分岔集 B的条件,集合 B为空集.

再看滞后集 H：

由 gw0 = gw0w0 = 0联立消去的 w0,可得参数需

满足的方程为

(−2k2
31m31 +m31k21k31 −2k21k31 − k2

31 −m2
31 − k2

21

+ k31m31 + k21m31 − k2
31m2

31 −2m2
31k31)m2

21

−m31(2m31 − k21m31 −m31k21k31 − k31m31 − k31

− k21k31 − k21 +2k2
21)m21 −m2

31(k21 +1) = 0, (13)

同样，由于其判别式

∆ = −3m2
31(k21k31 + k21 + k31)

× [(k21k31 + k21 + k31 +1)m2
31 +2(k21k31 + k31)m31

+(k2
21 + k21k31 + k21 + k31)+3(m31 − k21)

2]

< 0

可知方程 (13)无解,因此集合 H 也为空集.

对于双极限点集 DL而言,因 g关于 w0最高次

次数为 3,也为空集.

B, H 和 DL均为空集,表明不管周期结构的质

量参数和刚度参数如何变化,色散曲线均保持图 2

所示的结构. 又由 (8)式可知色散曲线极值点位置

也只与 qd 有关,而与其他参数无关.因此第一带隙

的上下限恒为图 2 ①, ②点的频率值,第二带隙的

上下限恒为图 2③,④点的频率值.

由一元三次代数方程的求根公式，可得第一

带隙的起始频率、截止频率为

wI1 =

√√√√√c2 −
√

A
(

cos
θ
3
+
√

3sin
θ
3

)
3

,

wI2 =

√√√√√c2 −
√

A
(

cos
θ
3
−
√

3sin
θ
3

)
3

;

第二带隙的起始频率、截止频率为

wII1 =

√√√√√c2 −
√

A
(

cos
θ
3
−
√

3sin
θ
3

)
3

,

wII2 =

√√√√c2 +2
√

Acos
θ
3

3
,

其中,

c1 = −1,
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c2 =
1

m21m31

(
m21m31 +m21k31 +m31

+m21m31k31 +m31k21 +m21k21
)
,

c3 = − (1+m21 +m31)(k21 + k31 + k21k31)

m21m31
,

c4 =
2k21k31[cos(3qd)−1]

m21m31
,

A = c2
2 −3c1c3, B = c2c3 −9c1c4,

θ = arccos
2Ac2 +3B

2
√

A3
,

cI
4 = − 4k21k31

m21m31
, cII

4 = 0.

4 带隙设计方法及举例

由于在振动带隙内,结构没有对应的振动模式,

即当外激励频率在带隙范围内时,振动在结构中的

传播大大减弱. 带隙设计的任务就是根据外激励频

率的范围, 选取合适振子的质量和弹簧刚度, 使外

激励频率落在带隙范围内,从而起到隔振减振的效

果.

4.1 带隙设计方法

根据以上奇异性分析结果,振动带隙的起止频

率只与三条色散曲线的边值点有关. 控制带隙范围

主要控制色散曲线的边值点 (图 2中的①—④点)

的数值即可.因此,带隙设计可按以下步骤进行:

1) 将所需设计的第一、二带隙的无量纲边值

条件 wI1, wI2, wII1, wII2 依次代入无量纲色散方程

中,得到含有 m21, m31, k21 和 k31 的关系式;

2) 找到满足带隙设计要求的 m21, m31, k21 和

k31 取值范围;

3)在各参数的取值范围内,选取合理数值, 根

据实际工程情况,选取实际参数完成带隙设计.

为简便起见,下面针对等刚度和等质量两种情

况分别进行带隙设计.

4.2 等刚度系统带隙设计

对于等刚度系统, k21 = k31 = 1, (8)式简化为

g =−w6 +2
(

1
m31

+
1

m21
+1

)
w4

−3
(

1
m21m31

+
1

m21
+

1
m31

)
w2

+
2[cos(3qd)−1]

m21m31
. (14)

假如设计第一带隙角频率为 11.5—18 rad/s,第

二带隙角频率为 25—40 rad/s,即图 2中①—④各

极值点的数值分别为

ω1 = 11.5, ω2 = 18,

ω3 = 25, ω4 = 40 rad/s, (15)

则可取对应无量纲频率带隙边值条件 w1 = wI1 =

1.15, w2 = wI2 = 1.8, w3 = wII1 = 2.5, w4 = wII2 = 4,

在方程 (14)关于 w的解中分别找到与四个边值条

件对应的三条色散曲线上①— ④的数值, 得到质

量比 m21, m31 需满足的条件,画出 m21, m31 的关系

曲线,如图 3中①—④所示.

图 3 等刚度系统振子质量比设计区域

实际带隙的宽度不小于设计带隙即满足设计

要求. 具体来说,①点数值小于 1.15,②点的数值大

于 1.8,③点数值小于 2.5,④点数值大于 4. 易于验

证在图 3中阴影区选择 m21 和 m31 时,上述要求即

可满足. 以下通过例子验证这一结论是正确的.

今选取阴影区域中的一点 m21 = 0.14,m31 =

0.43. 再根据 (15) 式的设计要求, 可以把频率√
k1/m1 的数值取为 10,实际参数选取如下:

m1 = 10 kg, m2 = 1.3 kg,

m3 = 4.3 kg, w = 1,

k1 = k2 = k3 = 1000 N/m,√
k1/m1 = 10 rad/s. (16)

将 (16)式各值代入 (6)式,画出色散曲线如图

4(a) 所示. 从图中可以看出, ① — ④点全部满足

(15)式的设计要求. 为验证带隙设计结果的正确性,

画出 10 个周期三振子系统振动传输特性曲线, 如
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图 4(b)所示,可以看出在振幅较大衰减的区域恰好

与带隙位置相对应.说明在等刚度情况下, 本文提

出的设计方法是有效的.

图 4 等刚度系统色散曲线与传输特性曲线图

4.3 等质量系统带隙设计

对于等质量系统 m21 = m31 = 1, (8)式简化为

g = −w6 +2(1+ k31 + k21)w4

−3(k21k31 + k31 + k21)w2

+2k21k31[cos(3qd)−1]. (17)

假设还按 (15) 式的带隙设计要求, 取对应无量

纲频率带隙边值条件 w1 = wI 1 = 1.15,w2 = wI 2 =

1.8,w3 =wII 1 = 2.5,w4 =wII 2 = 4,由方程 (17)可得

到质量比 k21, k31 所需满足的条件,画出 k21, k31 的

关系曲线,如图 5中①—④所示. 在图 5阴影区域

选择满足带隙设计要求的一点 k21 = 10, m31 = 2.5.

仍然可以把频率
√

k1/m1 的数值取为 10,实际参数

选取如下:

k1 = 1000 N/m, k2 = 10000 N/m,

k3 = 2500 N/m, w = 1,

m1 = m2 = m3 = 10 kg,√
k1/m1 = 10 rad/s. (18)

将 (18)式各值代入 (6)式,画出色散曲线如图

6(a)所示. 图 6(b)为 10个周期三振子系统的振动

传输特性曲线.从图中可以看出,①—④点亦全部

满足 (15)式的设计要求. 因此在等质量情况下,本

文提出的设计方法也是有效的. 对不等刚度和不等

质量的情况,由于受篇幅限制,此处不再举例.

利用集中质量法中振子质量和弹簧刚度与连

续介质材料参数之间的关系,可将周期弹簧振子结

构带隙设计方法应用到一维杆状周期结构带隙设

计中,还可以对含有智能材料主动构件的周期结构

进行带隙设计. 也可应用于声子晶体的带隙设计,

不仅有助于推动声子晶体在减振降噪中早日得到

广泛应用,还将为光子晶体的带隙设计提供参考.

图 5 等质量系统弹簧刚度设计区域

图 6 等质量系统色散曲线与传输特性曲线图

5 结 论

针对一维三振子周期结构,对其色散方程进行

奇异性分析,表明色散曲线的拓扑结构不随质量和

刚度等参数的变化而变化, 进而确定带隙范围,给

出两个带隙起止频率公式. 作为带隙设计实例, 分

别对等刚度和等质量系统两种情况进行了讨论,给

出了具体设计过程, 通过具体算例进行了验证. 设

计结果能够达到预期目的. 这为在减振降噪等领域

设计周期结构提供了一定的理论依据和参考.
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附录 g, gw0 和 gw0w0 的表达式

g = −w6 +
1

m21m31

(
m21m31 +m21k31 +m31

+m21m31k31 +m31k21 +m21k21
)
w4

− (1+m21 +m31)(k21 + k31 + k21k31)

m21m31
w2

+
2k21k31[cos(3qd)−1]

m21m31
.

gw0 = −3w2
0 +

2
m21m31

(
m21m31 +m21k31 +m31

+m21m31k31 +m31k21 +m21k21
)
w0

− (1+m21 +m31)(k21 + k31 + k21k31)

m21m31
.

gw0w0 = −6w0 +
2

m21m31

(
k21m31 + k31m21m31 +m31

+ k31m21 +m21k21 +m21m31
)
.
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Abstract
Dimensionless dispersion curve equation of one-dimensional periodic structure with three oscillators is deduced. It is proved by

singularity theory that the topology of the dispersion curves does not change with mass and stiffness parameter. Then the equations of
initial and final frequencies of the bands are presented. The method of band gap design is gained consequently. Two examples i.e., the
system with the same stiffness and the system with the same mass, are given to verify it. The method may provide the reference for
designing the band gap of the photonic and phononic crystals.
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