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从光晶格中释放的超冷玻色气体密度-密度
关联函数研究∗

李艳†

(湖南文理学院物理与电子科技学院, 常德 415000)

( 2013年 10月 18日收到; 2013年 11月 13日收到修改稿 )

利用量子旋转场理论详细研究了从光晶格中释放的超冷玻色气体的空间密度 -密度关联函数. 由于量子
旋转场理论充分考虑了光晶格中冷原子气体的粒子数涨落和相位效应, 该理论能有效应用于具有强相互作用
的冷原子系统, 从而光晶格处于超流态到绝缘态逐渐过渡过程中的超冷原子气体的关联特性在这一理论体系
下都得到了很好的描述. 结果表明: 随着超冷玻色气体逐渐从绝缘态向超流态过渡, 其密度 -密度关联图样中
连续对角斜线也逐渐向分散的尖峰过渡, 理论结果与目前实验观测到的结果符合. 除此以外, 上述密度 -密度
关联的结果中还包含了超冷原子系统量子耗散效应, 相关结论与目前已有的理论和实验一致.
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1 引 言

近年来, 光晶格中冷原子的实验研究获得了很
大进展. 囚禁于光晶格中的冷原子系统是一个非常
纯净的强关联量子多体系统. 具有强量子涨落的强
关联系统在关于稀薄量子气体的实验研究中发挥

着越来越重要的作用 [1]. 光晶格实验系统提供了研
究某些基础物理理论的实验平台, 也是揭示量子多
体体系特性的有效途径 [2,3].

众所周知, 处于光晶格中的具有排斥相互作
用的超冷玻色气体体系的基态可以是超流态 (su-
perfluid state), 也可以是绝缘态 (mott insulating
state)[4,5]. 当玻色子在晶格间的跳转效应 (hop-
ping)被压制下来时,系统会从超流态 (典型的特征
是每个晶格中的粒子数涨落很大) 经历相变至绝缘
态 (每个晶格中的粒子都是整数, 无粒子数涨落).
由于序参数的相位和粒子数是一对共轭量, 因此它
们满足不确定性原理∆ϕ∆n ∼ ~, 而玻色系统的本
征态可以是相位或者是粒子数算符的本征态. 相位

算符的本征态即是超流态, 而粒子数算符的本征态
则是绝缘态.

光晶格中的超冷玻色气体可以用Bose-
Hubbard模型描述 [1,6], 而针对这一模型的理论
研究较多, 如粗粒化方案 (coarse graining)[7]、强耦
合展开理论 (strong-coupling expansion)[8,9]、中场
理论 [10]都被成功应用于一维、二维、三维超冷原子

-光晶格系统的求解. 另外一种超越中场理论基于
Gutzwiller波函数和系统强耦合展开的方法也被应
用于该系统的求解并获得了实验验证 [11,12], 然而
这个理论进展主要得益于用来处理量子蒙特卡罗

数值计算的计算机性能的提升. 基于光晶格中冷
原子体系的特性, Polak等 [13]在中场近似理论的基

础之上发展了一套更为强大的量子规范旋转场理

论 (quantum phase field U(1) rotor field)[13], 这一
理论可以有效地描述处于光晶格中的强关联的冷

原子系统. 这个理论的核心思想是把关于超流态
到绝缘态转变的相关场变量分解为玻色场部分和

相位部分, 而相位部分的效应在传统的中场近似中

∗ 国家自然科学基金理论物理专项 (批准号: 11247299) 和湖南文理学院博士启动基金 (批准号: 13101038) 资助的课题.
† 通讯作者. E-mail: liyan_2001@126.com

© 2014 中国物理学会 Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

066701-1

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn
http://dx.doi.org/10.7498/aps.63.066701
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 6 (2014) 066701

是没有考虑的. 该理论的优点在于使原本复杂定
性的相图变得定量化, 因此基于该模型的理论分析
过程通常都是解析的. 量子旋转场理论提供了一
个自洽的并适用于求解各种情形下 (包括强相互
作用下) 的超冷原子 -晶格系统. 量子旋转场理论
已被成功地用于研究处于光晶格中强关联冷原子

体系的各种特性. 如量子旋转场理论及其相关扩
展理论可以有效地计算处于光晶格势阱的冷原子

气体, 包括玻色子 [14,15]、费米子 [16]、玻色 -费米混合
气体 [17]的相图. 量子规范旋转场理论也可以揭示
光晶格中的冷原子气体的关联特性, 如可用来计算
系统的飞行时间光谱 (time-of-flight patterns)[18]、

谱函数 (spectral functions)[19]等. 利用量子旋转
场理论得到的理论结果也得到了其他理论的支

持 [20,21], 包括蒙特卡罗数值计算方法 [22] 和图表微

扰理论 [23].
量子涨落对量子相干性具有重要影响, 研究量

子系统相干性的一种重要的手段是密度 -密度关联
函数 (二阶关联函数)[24,25], 其定义式如下:

G(2)(r, r′) = ⟨n(r)n(r′)⟩ − ⟨n(r)⟩⟨n(r′)⟩, (1)

这里n(r) = a†(r)a(r)为空间密度算符, 场算符
a(r)表示在位置 r处湮灭一个粒子; G(2)(r, r′)

表示在位置 r和 r′均探测原子的联合概率,
G(2)(r, r′) = 0代 表 没 有 纠 缠 的 粒 子, 而
G(2)(r, r′) > 1(< 1)则表示原子有聚集 (离散)
的特性, 典型的例子如玻色子 (费米子); ⟨ ⟩ 代表量
子统计平均, 实验室可以通过对同一物理过程多次
测量并取平均得到. 实验上, 超冷原子的密度 -密
度关联函数可以通过如下技术手段得到: 超冷原
子气体从势阱中释放后经过一段定时的自由飞行

(time-of-flight)后, 再通过饱和吸收的共振光谱记
录下超冷原子气体的密度分布. 通过多次测量所得
到的结果就可以分析得到超冷原子密度的涨落之

间的关联, 即密度 -密度关联. 理论和实验都表明以
上的密度 -密度关联函数可以揭示超冷原子气体的
多体关联特性 [26−34].

目前大多数的理论和实验研究都着重于研究

光晶格中处于绝缘态或超流态的超冷原子气体的

密度 -密度关联函数 [35−38], 但很少并且也缺乏一
个统一的理论可以研究从超流态到绝缘态逐渐过

渡过程中的超冷原子气体的高阶关联特性. 本文利
用量子旋转场理论并结合Bogoliubov理论来研究
处于光晶格的超冷玻色气体的密度 -密度关联函数,

在此基础上展示了从超流态到绝缘态转变的过程

中原子气体密度 -密度关联函数的变化. 实验观察
到的从光晶格释放的超冷原子气体密度 -密度关联
函数的一切特性在均包含在本文的理论结果中, 例
如处于绝缘态和超流态的冷原子气体的关联特性、

量子耗散对密度 -密度关联函数的影响、冷原子气
体背对背关联G(2)(r,−r) (back to back)和同线关
联G(2)(r, r) (collinear correlation) 等 [35,39,40]. 本
文的结果与已有的其他相关理论结果亦完全相符.

2 理论模型和分析

处于光晶格中的超冷玻色气体的哈密顿量可

用如下的Bose-Hubbard模型描述 [6]:

H = − t
∑
⟨r,r′⟩

[
a†(r)a(r′) + a†(r′)a(r)

]
+

U

2

∑
r

n2(r)− µ
∑
r

n(r), (2)

这里算符 a(r)和 a†(r)分别代表在位置 r处湮灭

和产生一个粒子; 而 ⟨r, r′⟩表示相邻近的格点;
n(r) = a†(r)a(r)是密度算符; 这里常数 t代表邻近

晶格间原子跳转 (hopping) 的强度, 当一个玻色子
从一个晶格跳转至另一个邻近晶格将获得能量 t;
常数U则代表处于同一晶格中的玻色子之间的相

互作用强度, 将一个玻色子加入该晶格将消耗能量
U ; 公式中的µ = µ+

U

2
, 这里µ是系统的化学势.

(1)式所定义的系统的量子统计平均可以用如
下的关于场变量a(rτ)的路径积分来描述:

Z =

∫
[DāDa] e−S[ā,a], (3)

这里 a(rτ) 是关于 “虚拟时间”τ : 0 6 τ 6 β ≡
1/kBT的函数 (kB是玻尔兹曼常数, 而T表示温

度)且满足周期性条件: a(rτ) = a(rτ + β), 作用量
S表示为

Sa[ā, a] =

∫ β

0

dτ
[
H(τ)

+
∑
r

ā(rτ)
∂

∂τ
a(rτ)

]
. (4)

对场变量a(rτ)进行局域规范变换

a(rτ) = b(rτ) e iϕ(rτ), (5)

于是玻色场包含了玻色部分 b(rτ)和附加的 “通
量” e iϕ(rτ), 则 (3) 式变为

Z =

∫
[Db̄Db][Dϕ] e−S[b̄,b,ϕ]. (6)
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系统的量子统计平均积分也可以通过对玻色部分

和相位部分的作用量分别积分再相乘得到, 两部分
作用量表示如下:

Sϕ[ϕ] = − ln
∫
[Db̄Db] e−S[b̄,b,ϕ], (7)

Sb[b̄, b] = − ln
∫
[Dϕ] e−S[b̄,b,ϕ]. (8)

于是

Z =

∫
[Dϕ] e−Sϕ[ϕ]

=

∫
[Db̄Db] e−Sb[b̄,b]. (9)

由于相位场变量ϕ(rτ)是三角变量, 在实际计算中
较难处理. 为了计算的方便, 引入一个新的场变量
z(rτ) = exp[iϕ(rτ)], 这样相位部分的作用量变为
Sz[z̄, z], 而相应的路径积分Dϕ则变成Dz̄Dz. (1)
式的量子统计平均定义为

⟨· · · ⟩x =

∫
[Dx] · · · e−Sx[x]∫
[Dx] e−Sx[x]

, (10)

这里x可以是a, b, ϕ, 或 z, 而其相对应的作用量
分别是Sa[ā, a], Sb[b̄, b], Sϕ[ϕ], Sb[b̄, b]或Sz[z̄, z], 因
此, 玻色场的序参数可以计算为

ΨB = ⟨a(rτ)⟩

= ⟨b(rτ)⟩b⟨exp[iϕ(rτ)]⟩ϕ. (11)

当ΨB不等于 0时, 系统具有长程相干性. 对于玻色
部分的作用量Sb[b̄, b], 通过近似把玻色部分场算符
分解为宏观玻色凝聚Bogoliubov体部分 b0 =

√
N

和非凝聚体涨落部分 bd(rτ), 即

b(rτ) = b0 + bd(rτ), (12)

因此超流序参数可以表示为

ΨB = b0m0, (13)

这里m0 = ⟨exp[iϕ(rτ)]⟩.
基于 (10)式, 可以求得下面几个格林函数

的值 [18]:

Gϕd(k, ωp) = ⟨z̄(k, ωp)z(k, ωp)⟩

=
1

4t|b0|2 − 2tb20εk + U [υ(µ̄/U)]2 − U [υ(µ̄/U) + iωp/U ]2
, (14)

Gbd(k, ωp) = ⟨b̄(k, ωp)b(k, ωp)⟩ =
2t(ε0 − εk) + U |b0|2 + iωp

E2
k − (iωp)2

, (15)

Gcd(k, ωp) = ⟨b(k, ωp)b(−k, ωp)⟩ = ⟨b̄(−k, ωp)b̄(k, ωp)⟩ = − U |b0|2

E2
k − (iωp)2

, (16)

这里ωp = 2πp/β(p = 0,±1,±2, · · · )是Bose-
Matsubara 频率 [16], 场量 b(kωp) (b̄(kωp)), z(kωp)

(z̄(kωp)) 分别是场量 b(rτ) (b̄(rτ)), z(rτ) (z̄(rτ))
的傅里叶变换. 函数υ(x) ≡ x− [x]− 1/2 ([x]指取
实数x的整数部分) , 而 εk = cos(akx) + cos(aky)
和Ek =

√
2t(2− εk)[2t(2− εk) + 2U |b0|2].

3 结果与讨论

根据 (11)式, 如下四体关联函数可以分解为

Gjklm = ⟨ā(rjτ)a(rkτ)ā(rlτ ′)a(rmτ ′)⟩

= ⟨b̄(rjτ)b(rkτ)b̄(rlτ ′)b(rmτ ′)⟩b
× ⟨z(rjτ)z̄(rkτ)z(rlτ ′)z̄(rmτ ′)⟩z. (17)

同理, 两体关联函数

Cjk = ⟨ā(rjτ)a(rkτ)⟩

= ⟨b̄(rjτ)b(rkτ)⟩b⟨z̄(rjτ)z(rkτ)⟩z. (18)

光晶格中的玻色子在动量空间的密度 -密度关联函
数可以通过下式计算:

G(2)(k,k′) =

∫ β

0

∫ β

0

Gjklm

∑
jklm

exp[ik · (rj − rk)

+ ik′ · (rl − rm)]dτ dτ ′

− n(k)n(k′), (19)

其中

n(k) =

∫ β

0

Cjk

∑
jk

exp[ik · (rj − rk)]dτ

是玻色子在动量空间的密度分布. 按照文献 [18]的
计算方法, 可以算得

Gjklm = BjklmXjklm, (20)
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其中

Bjklm = ⟨b̄(rjτ)b(rkτ)b̄(rlτ ′)b(rmτ ′)⟩b
= m4

0 +m2
0[A(rj , rk, 0) +A(rl, rm, 0)

+A(rl, rk, τ
′ − τ) +A(rj , rm, τ − τ ′)]

+A(rj , rk, 0)A(rl, rm, 0)

+A(rl, rk, τ
′ − τ)

×A(rj , rm, τ − τ ′), (21)

Xjklm = ⟨z̄(rjτ)z(rkτ)z̄(rlτ ′)z(rmτ ′)⟩z
= b40 + b20[B(rj , rk, 0) +B(rl, rm, 0)]

+ b20[B(rl, rk, τ
′ − τ)

+B(rj , rm, τ − τ ′)]

+ b20[C(rm, rk, τ
′ − τ)

+ C(rj , rl, τ − τ ′)]

+B(rj , rk, 0)B(rl, rm, 0)

+B(rl, rk, τ
′ − τ)B(rj , rm, τ − τ ′)

+ C(rm, rk, τ
′ − τ)

× C(rj , rl, τ − τ ′), (22)

这里A, B, C三个函数定义如下:

A(r1, r2,∆) =
1

Nβ

∑
k,p

Gϕd(k, ωp)

× exp[ik(r1, r2)− iωp∆], (23)

B(r1, r2,∆) =
1

Nβ

∑
k,p

Gbd(k, ωp)

× exp[ik(r1, r2)− iωp∆], (24)

C(r1, r2,∆) =
1

Nβ

∑
k,m

Gcd(k, ωp)

× exp[ik(r1, r2)− iωp∆]. (25)

现在, 我们可以研究原子气体从光晶格中释放
并在空间中自由膨胀一段时间后在实空间的二阶

关联函数, 而此时实空间中的二阶关联函数仍旧包
含了初始光晶格中冷原子的关联信息. 经过时间为
t的自由膨胀后, 实空间的密度 -密度关联函数可以
通过下式计算:

G(2)(r, r′) =

(
m

~t

)6

|W (k)|2|W (k′)|2

×G(2)(k, k′)|k=mr
~t ,k′=mr′

~t
, (26)

这里m是原子的质量, W (k)则是Wannier函数的
傅里叶变换. 因为外加势阱通常可以用简谐势阱近
似, 所以W (k)具有如下形式∣∣∣∣W(

mr

~t

)∣∣∣∣2 ≈ 1

π3/2wt
exp

(
− r2

w2
t

)
, (27)

这里wt =
~t

mw0
表示经过 t秒的自由演化之后

Wannier函数在空间上的分布宽幅.
图 1给出了从二维平方晶格中释放的超冷玻

色气体在各种不同情形下沿着对角方向Q(r) =

(nbx, nby) (这里Q(r) =
mr

~t
具有动量的量纲, bx

和 by代表平方晶格在二维空间的倒格矢长度)
的关联函数G(2)(r1, r2). 当U ≫ t时, 我们可
以忽略原子在晶格间的跳转效应, 这时整个冷
原子系统处于绝缘态. 在这种情况下, 冷原子
的关联函数的一个突出的特点是在对角方向即

Q(r1) = Q(r2)+ j(bx, by) (j = 0,±1,±2, · · · )方向
表现出强劲的关联信号. 这表明此种状态下的冷原
子系统无长程相干性, 只显示了典型的玻色子的聚
集效应 (bunching). 当冷原子体系处于超流态时,
即U ≪ t时, 密度 -密度关联图样中散落在角落的
尖峰则反映了冷原子系统的长程相干性,图片显示
干涉尖峰分布在Q(r)等于晶格的倒格矢量的位置.

由于粒子间相互作用的存在, 超冷玻色子气
体不可能处于纯超流态, 体系中总是存在着一
定量的量子损耗 (quantum depletion), 即总有一
部分粒子处于非零的动量态. 在图 2中, 我们取
G(2)(r1, r2)的对数值并重绘了图 1 (c)和 (d)的结
果. 当超冷原子气体处于超流态时, 除了表明强
关联的尖峰之外, 从图 2中还可以观察到量子损耗

部分造成的关联效应: 1) 同线关联—– 沿着对角
方向的亮纹来源于玻色子的统计效应, 即玻色聚
集效应; 2) 背对背关联—–沿着反对角线方向即
Q(r1) = −Q(r2) + j(bx, by) (j = 0,±1,±2, · · · )的
亮纹则表示两个相反方向的粒子的关联, 这一部
分关联信息则来自于超冷原子系统的二元弹性碰

撞 [28,29]. 上述超冷原子气体处于超流态的关联
函数特性与适用于超流态 (弱相互作用)的Bogoli-
ubov理论得出的结论是完全一致的 [28]. 而与处于
超流态的冷原子气体形成强烈对比的是处于绝缘
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图 1 从二维平方晶格中释放的超冷玻色气体在从绝缘态到超流态过渡过程中的密度 -密度关联函数, 图中 (a)—(f)
参数 t/U 分别为 0.005, 0.007, 0.05, 0.5, 1, 1.3, 而参数 µ/U = 0.5
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图 2 图 1 (c)—(f)中关联函数取对数值的结果, 当超冷原子气体处于超流态时, 可以清楚看到两个相反方向的量
子损耗部分的粒子的关联 (背对背关联)

态的超冷原子气体则只有同线关联, 而无显著的背
对背关联效应.

为了刻画从绝缘态到超流态转变过程的超冷

原子气体的关联特点, 我们定义如下函数

α =
Ḡx,−x

Gmin
− 1, (28)

这里 Ḡxx, Ḡx,−x, 和Gmin分别表示关联函数

G(2)(r1, r2)在沿着对角方向的平均值、反对角方
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向的平均值和关联函数的最小值. 图 3描绘了参量

α与参数 t/U的关系. 结果表明, 当超冷原子处于
超流态时, 背对背关联效应较强, 表明系统具有长
程序. 而当超冷原子气体处于绝缘态时, 背对背关
联效应非常微弱, 表明系统强相互作用导致的相位
涨落破坏了系统的长程序 [40].

0 500 1000 1500 2000

10-2

10-1

100

α

U⊳t

图 3 参量α((28)式) 随着参数U/t的变化趋势, 计算中
µ/U = 0.5

4 结 论

本文利用量子旋转规范理论详细研究了从二

维光晶格中释放的超冷原子气体的空间密度 -密
度关联函数. 由于量子旋转规范理论这一理论体
系可以定性地处理处于一切参数情形下的Bose-
Hubbard模型, 原则上可以计算初始处于光晶格中
任意状态下的超冷玻色气体在释放过程中的密度

-密度关联函数. 本文展示了当超冷玻色气体逐渐
从绝缘态向超流态过渡的过程中超冷原子气体密

度 -密度关联函数的特性. 本文的理论结果符合相
应的实验观测结果, 与现有的其他理论的结果亦是
符合的.
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Abstract
The density-density correlations of ultracold Bosons released from a two-dimensional square optical lattice are

investigated based on the quantum phase field U (1) rotor field. With the effects of the particle number fluctuations and
the phase degrees of freedom taken into consideration, the theory can be used to describe the cold atom system with
strong interaction. Using this theory, the characteristics of ultracold atom gas in the process in which the superfluid
state of optical lattice transits to insulating state, are well described. The results show that in the patterns of the
density-density correlations, the continuous diagonal lines gradually transit to scattered peaks. The results match the
experimental ones. In addition, the effects of the quantum depletion on the density-density correlation are also included
in the result, and the relevant conclusions are also consistent with the existing theoretical and experimental results.
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