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宽频随机激励下非线性压电能量

采集器的相干共振∗
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近年来随着微机电系统的发展, 非线性能量采集系统受到了研究者的极大关注. 本文采用随机线性化方
法对一类环境噪声作用下能量采集系统进行了分析. 首先根据受压梁的双稳态特性, 建立了等效的随机激励
作用下压电能量采集系统的数学模型. 采用随机线性化方法获得了输出电压近似闭合形式的表示, 并且通过
数值分析说明了系统相干共振现象. 相干共振的相关研究可应用于优化系统参数使能量采集效果最大化.
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1 引 言

随着振动能量采集装置的发展, 微传感器或其
他低耗能原件的能量采集效率成为当前研究的热

点. 由于日常环境中存在大量可以利用的随机激
励, 有效地从宽频随机激励中采集能量已经成为一
个重要的课题 [1].

早期振动能量采集系统的研究是基于线性振

动理论. 线性能量采集系统适用于固有频率附近的
窄带激励和确定性激励情形, 但是不适用于环境激
励随时间变化的宽频、宽谱情形. 出于拓宽频带的
考虑, 在能量采集系统设计当中越来越关注非线性
因素 [2−7].

Masana和Daqaq[2−4]详细研究了轴向载荷作

用下屈曲梁压电能量采集系统. 当轴向载荷增加到
一定程度时, 系统会形成一个双稳态势. 通过与线
性以及单稳态能量采集系统进行比较, 显示双稳态
系统在大幅激励和低频情况下占有优势. 孙舒和曹
树谦 [5]建立了磁斥力作用下的非线性双稳态悬臂

梁发电系统模型, 实验表明, 通过调节磁铁之间的

距离, 激励幅值较大时系统发生逃离势阱的混沌运
动. Fan等 [6]建立了压电振动能量采集模型, 研究
了机电耦合作用下能量采集器的瞬态动力学行为.
Firstwell等 [7]提出了含有端部质量的竖直悬臂梁

压电能量采集模型, 该模型由于重力作为轴向载荷
导致双稳态. 但是这种模型在实验中不易出现双阱
振动, 只有当端部质量趋近于临界载荷才能得到最
好的能量采集结果.

近几年, 关于能量采集系统的研究集中在随机
激励对采集效率的影响方面. Ando等 [8]和Ferrari
等 [9]利用Matlab随机工具箱模拟双稳态能量采集
器在Gauss白噪声下的响应, 发现除了线性固有频
率外, 双稳态系统的功率谱输出要比线性能量采集
系统大; 对于噪声和小周期力共同作用的非线性双
稳态系统, 当噪声强度增大到一定程度时候, 会出
现信噪比增强的现象—–随机共振. Mcines等 [10]

利用这种原理提出了单自由度的能量采集模型, 数
值模拟表明, 随机共振能增加能量采集效果. Litak
等 [11]发现Gauss噪声会增大悬臂梁双稳态能量采
集系统的输出功率, 而且通过减小系统的受载电
阻,输出功率会进一步增大. 陈仲生和杨拥民 [12]利
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用随机共振机理分析了外磁力作用下的悬臂梁双

稳态能量采集系统, 实验发现, 通过调整磁铁之间
距离, 输出电压会由于随机共振而明显增加. Cao
等 [13]研究发现小周期力并非随机共振的必要条

件, 自治系统中噪声强度的增加依然会激发高的信
噪比, 这种现象被研究者称为相干共振. 由此可以
联想到利用相干共振原理提高环境噪声能量转化

为电能的效率. 因此本文对能量采集的相干共振进
行了研究, 为解决能量采集效率问题提供了一种途
径. 全文结构如下: 首先, 建立了能量采集系统等
效的数学模型; 其次对模型进行等效线性化处理,
通过对三个非线性方程求解得到了零均值意义下

的输出统计量的近似表示; 再次, 通过数值模拟验
证随机线性化方法, 揭示了相干共振现象; 最后给
出相关结论.

2 压电能量采集模型

双稳态压电能量采集系统利用压电材料将环

境中的振动能量转化为电能. 图 1 (a)所示为一种
屈曲梁双稳态的压电能量采集系统, 由压电片和受

到轴向载荷的欧拉梁构成. 当载荷的大小达到临
界值, 梁发生屈曲呈现双稳态. 在纵向激励u(t)的
作用下, 压电梁不断地在两种稳态之间变换, 产生
连续的能量. 若只考虑欧拉梁的一阶模态, 梁受到
轴向载荷的作用在竖直方向呈现负刚度的运动状

态 [14]. 针对这种特点, 通过一对受压的斜支撑弹簧
将双稳态压电能量采集系统简化为等效的集总参

数模型 (图 1 (b)). Cao等 [15]与Tian等 [16,17]对不

考虑压电的斜弹簧振子进行了深入研究, 讨论了混
沌、余维二分岔等非线性动力学行为. 根据牛顿第
二定律和基尔霍夫定律得到了能量采集系统的机

电耦合方程:
mX ′′ + cX ′ + 2kX

(
1− L√

X2 + l2

)
+ΘV = mu′′,

CV ′ + V
R −ΘX ′ = 0,

(1)

其中, m为压电振子的质量, X表示质量块的相对
位移, k为等效刚度, c为阻尼系数, L表示弹簧的
原长, l表示振子质心到支点水平距离, u表示外界
的振动源位移, Θ机电耦合系数, C表示等效电容.

P Θ⊳C

u↼ ↽t

k

l

L

c

m

u↼t↽
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(a)

(b)

图 1 (a)双稳态受压梁能量收集系统模型; (b) 等效集总参数数学模型

引进参数 cv, 令X = Lx, u = Ly, V =

cvv, τ =
√
2k/mt对 (1)式进行无量纲化:

ẍ+ 2ξẋ+ x

(
1− 1√

x2 + α2

)
+ θv = ÿ,

v̇ + λv − βẋ = 0,

(2)

其中,

2ξ = c/
√
2km, α = l/L, θ = cvΘ/(2k),

λ =

√
m

2k
/(RC), β = ΘL/(Ccv),

ÿ表示外部激励. 本文主要讨论宽带平稳Gauss过
程f(t). 因为等效模型中的弹簧在受压时α < 0, 在

x = 0处
1√

x2 + α2
Taylor展开, 系统 (2)可以写成


ẍ+ 2ξẋ+

(
1− 1

α

)
x+

x3

2α3
+ θv

= f(t),

v̇ + λv − βẋ = 0,

(3)

方程 (3)中力学方程中含有非线性刚度, 而电学方
程为一个线性方程. 为了方便线性化过程, 令

g(x) =

(
1− 1

α

)
x+

x3

2α3
,

因此系统 (3)可以写成
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v̇ + λv − βẋ = 0.
(4)

针对随机微分方程 (4),可以采用随机线性化
方法 [18]. 假设系统随机激励和响应都是非零均值
过程, 即 f(t) = f0(t) +mf , x(t) = x0(t) +mx, 其
中x0, f0(t) 是零均值随机过程; mf , mx分别为激

励和响应的均值. 由此, 方程 (4)中的力学方程可
以写成

ẍ0 + 2ξẋ0 + a0x0 + b0 + θv = f0(t) +mf , (5)

其中 a0, b0是待定常数. 令 b0 = mf , a0相当于

线性化系统的固有频率. 非线性系统与线性

化之后系统的误差的二次矩的期望 (E[ε2], 其中
ε = g(x) − a0x0 − b0)应当保持最小. 因此, 确定
a0, b0的数值, 只需将误差的二次矩期望分别对a0,
b0求偏导数, 并且令偏导数等于0.

∂

∂a0
E[ε2] = E[g(x)x0]− a0E[x2

0]− b0[x0]

= 0, (6)

∂

∂b0
E[ε2] = E[g(x)]− a0E[x0]− b0

= 0. (7)

求解方程 (6), (7)得到

a0 =
E[g(x)x0]

E[x2
0]

=
E[g(x)x0]

σ2
x

;

b0 = E[g(x)] = mf . (8)

如果x(t)是一个零均值的Gauss过程, (6)式
可以简化为 [18]

a0 = E

[
d

dxg(x)
]

=

(
1− 1

α

)
+

3

2α3
(σ2

x +m2
x). (9)

由此得到

a0 +

(
1

α
− 1

)
− 3

2α3
(σ2

x +m2
x) = 0, (10)

mf = E[g(x)] =

(
1− 1

α

)
E[x] +

1

2α3
E[x3]. (11)

非零均值的Gauss过程x(t)的均值为mx, 它
的零均值部分为x0, 可以得到如下关系:

E[x3
0] = E[(x−mx)

3]

= E[x3]− 3mxσ
2
x −m3

x. (12)

因为E[x3
0] = 0, 利用方程 (12)中的关系式, 我

们可以得到

E[x3] = 3mxσ
2
x +m3

x. (13)

将方程 (13)代入到方程 (11)中, 可以得到

mx

(
(3σ2

x +m2
x)

2α3
+

(
1− 1

α

))
−mf

= 0, (14)

其中mx和σx分别为系统响应的均值和标准差.
随机线性化的过程就是能够找到未知量a0,

mx, σx满足方程 (8)和 (10). 将方程 (4) 重新表
示成 ẍ0 + 2ξẋ+ a0x0 + θv = f0(t),

v̇0 + λv0 − βẋ0 = 0.
(15)

对方程 (15)进行傅里叶变换(a0 −Ω2) + 2ξΩ i θ

−βΩ i λ+Ω i

X(Ω)

V (Ω)


=

f0(Ω)

0

 , (16)

进一步可以表示为X(Ω)

Q(Ω)


=

1

∆

λ+Ω i −θ

βΩ i (a0 −Ω2) + 2ξΩ i

f0(Ω)

0


= H(Ω)

f0
0

 , (17)

其中

∆(iΩ) = (iΩ)3 + (2ξ + λ)(iΩ)2

+ (2ξλ+ a0 + θβ)(iΩ) + a0λ.

3 平稳随机振动

考虑随机激励 f0(t)是零均值的宽带弱平稳

Gauss过程. 为了能够获得随机响应 (例如位移x

以及无量纲电压 v)的统计学特性, 需要对方程 (15)
进行求解. 出于对方程响应期望的兴趣, 采用随机
振动理论进行定性分析.

因为 f0(t)是一个弱平稳随机过程, 自相关函
数依赖于时间差:

E[f0(τ1)f0(τ2)] = Rf0f0(τ1 − τ2). (18)
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自相关函数可以写成谱密度Φf0f0的逆傅里叶变换

的形式:

Rf0f0(τ1 − τ2)

=

∫ ∞

−∞
Φf0f0(Ω) exp[iΩ(τ1 − τ2)]dΩ. (19)

对于方程 (17)形式的线性系统, 响应的谱密度与激
励的谱密度关系如下:

Φx0x0
(τ1 − τ2) = |H11(Ω)|2Φf0f0(Ω), (20)

其中 |H11(Ω)|表示为 |H(Ω)|矩阵的第一行第一列
元素, 关于响应的方差可以表示为

σ2
x =

∫ ∞

−∞
H11(Ω)2Φf0f0(Ω)dΩ, (21)

其中因为 f0(t)弱平稳Gauss白噪声过程, Φf0f0可

以表示为常数.

结合方程 (17)和 (21)

σ2
x = Φf0f0

∫ ∞

−∞

λ2 +Ω2

∆(Ω)∆∗(Ω)
dΩ. (22)

为了计算方程 (22)右边形式的积分,需要先讨
论下列积分:

In =

∫ ∞

−∞

Ξ(Ω)

Λ(Ω)Λ∗(Ω)
dΩ, (23)

其中Ξ(Ω), Λ(Ω)可以写成正交多项式的形式:

Ξ(Ω) = pn−1Ω
2n−2 + pn−2Ω

2n−4 + · · ·+ p0

Λ(Ω) = qn(iΩ)n + qn−1(iΩ)n−1 + · · ·+ q0.

这个积分可以依据文献 [18, 19]计算为

In =
π

qn

det[Nn]

det[Dn]
, (24)

其中

Nn =



pn−1 pn−2 p0

−qn qn−2 −qn−4 qn−6 · · · 0 · · ·

0 −qn−1 qn−3 −qn−5 · · · 0 · · ·

0 qn −qn−2 qn−4 · · · 0 · · ·

0 · · · · · · 0 · · ·

0 0 · · · −q2 q0


,

Dn =



qn−1 −qn−3 qn−5 −qn−7

−qn qn−2 −qn−4 qn−6 · · · 0 · · ·

0 −qn−1 qn−3 −qn−5 · · · 0 · · ·

0 qn −qn−2 qn−4 · · · 0 · · ·

0 · · · · · · 0 · · ·

0 0 · · · −q2 q0


.

将 (17), (20)和 (23)式的广义积分形式进行对
比, 可以得到

n = 3,

p2 = 0, p1 = 1, p0 = λ2,

q3 = 1, q2 = (2ξ + λ), q1 = (2λξ + a0 + θβ),

q0 = a0λ.

积分形式可以写成

In =
π(a0 + (2ξ + λ)λ)

a0((2ξ + λ)(a0 + θβ + 2λξ)− a0λ)
. (25)

由方程 (21), (25)可以得到

σ2
x(a0((2ξ + λ)(a0 + θβ + 2λξ)− a0λ))

− Φf0f0(π(a0 + (2ξ + λ)λ)) = 0. (26)

因此可以通过以下方程求得a0, σx和mx:

a0 +

(
1

α
− 1

)
− 3

2α3
(σ2

x +m2
x) = 0,

mx

(
(3σ2

x +m2
x)

2α3
+

(
1− 1

α

))
−mf = 0,

σ2
x(a0((2ξ + λ)(a0 + κ2β + 2λξ)− a0λ))

− Φf0f0(π(a0 + (2ξ + λ)λ)) = 0. (27)
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不失一般性, 通过将外激励假设为零均值的白
噪声过程, 即mf = 0, 使得mx和σx 之间的关系极

大地简化了. 方程 (14)可以写成

mx

(
3σ2

x +m2
x)

2α3
+

(
1− 1

α

))
= 0. (28)

由此可以得到

mx = 0 或 mx =
√
2α2(α− 1)− 3σ2

x.

把mx = 0代入到 (10)式中, 可以得到

3σ2
x = 2α2(1− α+ a0a). (29)

将mx =
√
2α2(α− 1)− 3σ2

x代入到方程 (10)中,
可以得到

3σ2
x = α2(2− (2 + a0)α). (30)

将方程 (29), (30)代入到方程 (26)中可以得到以下
两个多项式方程:(

2α2(1− σ + a0α)

3

)
× (a0((2ξ + λ)(a0 + κ2β + 2λξ)

− a0λ))− Φf0f0(π(a0 + (2ξ + λ)λ)) = 0, (31a)(
α2(2− (2 + a0)α

3

)
× (a0((2ξ + λ)(a0 + κ2β + 2λξ)

− a0λ))− Φf0f0(π(a0 + (2ξ + λ)λ)) = 0. (31b)

能量采集系统输出电压的谱密度和与激励谱

密度的关系可以写成

Φvv(Ω) = |H21(Ω)|2Φf0f0(Ω), (32)

其中H21(Ω)为 |H(Ω)|矩阵的第2行第1列元素.

E[v2] =

∫ ∞

−∞
|H21(Ω)|2Φf0f0(Ω)dΩ, (33)

综合方程 (15), (20), (32)可得

E[v2] = Φf0f0

∫ ∞

−∞

Ω2

∆(Ω)∆∗(Ω)
dΩ. (34)

类似于前面方程 (22)的求解过程, 可以得到

E[v2] =
πΦf0f0

(2ξ + λ)(a0 + θβ + 2λξ)− a0λ
. (35)

4 数值模拟

上一节中, 从方程 (31)获得解析形式的a0非

常困难, 因此采用数值方法求解. 系统参数选取为
α = 2/3, ξ = 0.03, θ = 0.1, β = 1, λ取值 0.01和

0.05, 激励 f(t)为稳态的Gauss白噪声过程. 由随
机振动理论可知, Gauss白噪声的标准差σf与谱密

度之间Φf0f0的关系可以表示成σ2
f = 2πΦf0f0

[20].
随机激励的标准差σf取值范围为 (0—0.0031)时的
a0在显示图 2中. 数值结果表明, 方程 (31(a))只有
1个正实数根, 方程 (31(b)) 有 2个正实数根, 其中
解1和解2是方程 (31(b))的根, 解3是方程 (31(a))
的根.

图 2 (a)和 (b)为λ分别取值 0.01和 0.05时, 噪
声标准差σf对固有频率a0的影响. 压电能量采集
系统 (3)有三个平衡点, 其中x = 0是不稳定平衡

点, x = ±2
√
2

3
√
3
为稳定平衡点. 解1(黑色实线)代表

在系统的稳定平衡点x = ±2
√
2

3
√
3

; 黑色虚线为系统

的不稳定平衡点. 当λ取值0.01, 0.05 时, 噪声标准
差分别达到σf = 1.3× 10−4和σf = 1.8× 10−4后,
方程 (31)的三个正实根共同存在, 此时意味着随机
激励达到临界值, 压电能量采集系统从单阱运动演
变为双阱运动.
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图 2 (网刊彩色)噪声标准差对固有频率 a0的影响

(a) λ = 0.01; (b) λ = 0.05

图 (3)所示为由 (35)式获得的输出电压方差
E[v2]和噪声标准差σf的关系. 图 3 (a)中λ = 0.01

时, 输出电压随着噪声标准差的增加, 呈现跳跃现
象. 当小于临界值时, 输出电压较低; 当噪声激励
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超过临界值时, 输出电压迅速增加. 这种在临界值
出现的跳跃现象可以解释为相干共振. 图 3 (b) 表

示当λ = 0.05时, 这种跳跃现象依然存在, 但是出
现的临界值延迟了.
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图 3 (网刊彩色)噪声标准差对输出电压方差的影响
(a) λ = 0.01; (b) λ = 0.05
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图 4 系统响应随噪声标准差变化 (a) 响应标准差/噪
声标准差; (b) 输出电压方差

为了进一步说明系统响应随噪声标准差变

化, 使用蒙特卡罗方法对系统 (3)模拟. 图 4 (a)
为λ = 0.01和λ = 0.05时, 响应的标准差与噪声
标准差的比值, 可以看到在σf = 1.3 × 10−4和

σf = 1.8 × 10−4处出现一个尖点, 这与所描述的
相干共振现象相符合. 图 4 (b)显示输出电压的方
差随噪声标准差的变化. 当噪声标准差低于相干
共振临界值时, 功率输出保持在非常低的水平, 而
经历相干共振之后功率达到相对稳定的高水平.
图 4 (a), (b)表明λ显著影响着位移响应以及电压

输出, 并且和输出电压成反比.
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(c)

图 5 λ = 0.01时不同噪声标准差时系统的相平

面图 (a) σf = 5 × 10−4; (b) σf = 1.3 × 10−3;
(c) σf = 2.5× 10−3

图 5是λ = 0.01时, 不同的噪声标准差下系统
的相平面图. 随着噪声标准差σf的增加, 位移响应
发生剧烈变化. σf = 5× 10−4时, 系统围绕一个稳
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定平衡点运动 (图 5 (a)); σf = 1.3 × 10−3时, 系统
获得足够的能量从一个平衡点跳跃到另一个平衡

点 (图 5 (b)). 在这一过程中, 相干共振导致系统摆
脱势阱的束缚, 从单阱运动演化为大幅度的双阱运
动. 当进一步增加噪声标准差, 系统将继续维持双
阱运动 (图 5 (c)).

5 结 论

考虑了非线性因素的压电能量采集器克服了

工作频带较窄的缺陷. 这种装置随着随机激励标准
差的变化, 系统响应呈现相干共振现象. 使用随机
线性化分析了非线性能量采集器系统, 得到了以下
结论: 1) 由于相干共振的作用, 存在一个临界的激
励标准差, 当小于该临界标准差时, 能量采集效率
较差; 当达到临界之后, 能量采集的效率将随着激
励的标准差增加而增加; 2) 相干共振发生的噪声标
准差临界值与电路时间常数有关, 时间常数 (RC)

越小 (λ越大), 所需要的噪声标准差越大; 3)数值
结果表明, 随着λ的减小, 电路的RC增大了, 可以
从慢变动力学行为当中收集更多的能量, 因此通过
减小λ, 将有益于能量采集.

应当注意的是, 随机线性化方法在系统的平衡
点附近具有良好的逼近效果, 因此这种方法适用于
随机激励标准差较小的情形. 当随机激励的标准
差较大时, 系统的响应将会远离平衡点, 随机线性
化方法将会失效. 为了研究随机激励作用下能量
采集系统的全局特性, 还应该进一步求解相应的
Fokker-Planek-Kolmogorov方程.
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Abstract
With the development of micro electromechanical systems, many researchers focus their attention on nonlinear

energy harvesting device. The stochastic equivalent linearization method is used to analyze an energy harvesting system
under ambient noise. First, according to the bistability of beam axially loaded, a model of bistable nonlinear vibration
energy harvester under the stochastic condition is proposed. A close-form approximation expression for the ensemble
average of harvested power is derived and the numerical simulation of the system shows stochastic resonance. The
results show that it is possible to optimally design system such that the harvest power is maximized for a given density
or variance of random excitation.
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