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弹性管中泡群内气泡的非线性声响应∗
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将弹性管壁视为膜弹性结构, 得到了管径较大弹性管中泡群内气泡弱非线性振动的动力学模型. 利用逐
级近似法对气泡的非线性共振频率、基频振动响应特性进行了理论分析. 结果表明: 气泡共振频率主要受泡
群内气泡间相互作用的影响; 气泡的非线性共振频率将发生偏移, 其偏移量取决于共振响应振幅; 气泡的声响
应区存在最大频率值; 在声响应的高频率区内声响应幅值有多值性.
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1 引 言

随着生物医学超声的发展, 超声波在活体生物
组织内的动力学行为越来越受关注. 超声造影剂微
泡注入血管内可提高超声诊断过程中回波强度, 辅
助进行药物的靶向传输, 为人们提供了一种便捷、
经济且损害极小的诊疗手段 [1]. 高强度超声波作
用于微泡还可产生超声空化效应, 从而实现利用超
声能量进行局部治疗 [2−4]. 许多研究结果表明, 好
的超声诊断和治疗效果均与超声波作用下气泡的

动力学行为有关, 超声造影剂微泡在生物体内的非
线性振动可使组织损伤加剧 [5−8]. 超声空化引起
组织损伤等生物学效应的机理通常基于以下两种

假设: 一是空化气泡在非线性振荡过程中崩溃形
成高温、高压、冲击波等引起局部压力和温度变化,
同时还可能形成高速运动的微射流导致血管壁失

去原有平衡并形成损坏; 二是在驱动声压的负压
相气泡长大压迫血管, 在管壁形成较大的周向应力
(circumferential stress)扰动从而导致血管损伤 [9].
因此, 血管内气泡的动力学行为的研究对准确预测
超声波作用下造影剂微泡或生物体内原有空化核

对肌体组织的影响具有重要的现实意义.
高速摄影技术的发展为可视化观察血管或生

物组织内造影剂微泡或生物体内原有空化核在声

波作用下的动力学行为提供了有力的支持 [10], 同
时, 人们也发展了大量的理论模型. Freund [8]讨论

了冲击波作用下弹性管壁对气泡振动的抑制作用.
Leighton等 [11]假定气泡位于一端封闭的刚性管底

部且充满了整个截面形成柱状气泡, 只有气泡 -液
体一侧端面可以自由移动, 发展了一维气泡自由振
动理论. 若声波作用下的血管可被看成刚性管, 气
泡在血管内的运动则可看成是两侧液柱 -气泡耦合
振动系统, 这种模型最早由Oguz和Prosperetti [12]

提出, Sassaroli和Hynynen [13]以此为基础分析了

介质黏热阻尼对系统共振响应的影响. 超声波的生
物应用中以刚性管模型分析微管内气泡的振动只

是一种粗略的理论近似, 有待于进一步发展考虑了
管壁弹性后管内气泡振动动力学模型. 若考虑管壁
的弹性影响, 则形成局部管壁和气泡的耦合振动系
统. Mateynov等 [14]将弹性管视为膜弹性结构后提

出了弹性管壁与气泡的耦合振动模型, 并以此为基
础分析了弹性管壁对其内柱状气泡共振特性的影

响. 若外驱动力较大, 由于泡内气体物态变化本身
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具有非线性特征, 气泡 -液柱耦合振动系统必将出
现非线性声响应. 基于此, 在我们前期研究工作中
采用柱状气泡振动模型分析了微管内气泡的非线

性受迫振动特征以及气泡间相互作用、管壁弹性对

气泡声响应特性的影响 [15−17]. 众多研究表明, 气
泡在管状结构内的振动受到管壁材料的弹性特征、

气泡本身的初始状态以及驱动外场的影响, 其固有
频率由于受到刚性管约束而降低且随着管子长度

减小而减小 [10−18].
生物组织内既有微血管, 也有大的动脉血管,

造影剂微泡或生物体内原有空化核在声波的作用

下极易在血管内形成局部泡群, 由于气泡的振动
会在介质中形成次级声辐射, 气泡间相互作用对
每个气泡的振动特性的影响将不能忽略 [19,20]. 人
们对自由场中气泡间相互作用对气泡振动的影响

作了大量的分析, 发现对相互作用的气泡的每个个
体而言, 其振动会受到抑制, 同时其声响应特性也
会发生变化, 空化噪声也由此而生 [21−23]. 为简化
分析, 通常将声波作用下多气泡间的耦合振动的理
论模型假定为球形或线状排列 [24−27]. 为更好的描
述生物体内管径较大的血管中多气泡体系内气泡

的耦合振动, 我们基于球状多气泡耦合振动模型方
程 [27], 同时考虑血管壁弹性的影响发展管内多气
泡耦合振动方程, 并采用逐步近似法分析其弱非线
性振动和声响应特征.

2 模型描述

气泡在声波的驱动下在液体中振动, 会在其周
围形成一附加声场, 对应的附加压力可表示为 [19]

pad =
ρ

r

d
dt

(
R2Ṙ

)
, (1)

其中R为气泡的瞬时半径, r为以气泡中心为原点
球坐标系半径, ρ为液体密度. 对多泡系统而言, 每
个气泡的运动都将受到附近气泡的附加压力的影

响, 因此, 气泡间的相互作用不能忽略, 进而有必
要发展考虑邻近气泡附加压力影响的耦合气泡动

力学方程 [19−27]. 在单气泡动力学方程Rayleigh-
Plesset方程的基础上, 球状泡群内气泡的振动方程
可近似表示为(

1− ȧ
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其中a为气泡瞬时半径, c为液体声速,

M0 =
Na

rclust

(
1− r20

3r2
clust

)
,

rclust为球状泡群半径, N为气泡总数, r0为气泡在
球状泡群内的相对位置 [27]; 压力pb可表示为

pb =

(
p0 +

2σ

a0

)(a0
a

)3κ

− 2σ

a
− 4ηȧ

a
− pl, (3)

其中 p0为液体静压力, a0为气泡的初始半径, κ为
气体多方指数, σ和 η分别为液体表面张力系数和

黏度系数, pl气泡外表面处的液体压力. 从 (2)式可
以看出, 气泡在泡群中的相对位置不同, 其运动状
态不同, 但数值计算结果表明 [27]气泡运动行为间

的差异非常小, 几乎可以忽略, 因此我们将主要分
析球状泡群中心气泡的振动行为.

设泡群处在长度无穷大的弹性管中, 由于受到
泡群内气泡振动的影响, 泡群附近的管壁的力学平
衡状态将受到破坏, 发生运动状态的改变. 为描述
局部管壁的动力学行为, Qin和Ferrara [5]基于血

管壁本身的弹性特征, 将血管壁简化为由覆在组织
上的一薄层内皮细胞组成膜弹性结构, 发展了管壁
振动的集中参数模型, 其动力学方程近似为 [28]

r̈υ + bυṙυ +
kυ

(ρυdυ + ρtdt)Rυ
(1 + rυ)

−2
rυ

=
pl − p0 − pa cosωt
(ρυdυ + ρtdt)Rυ

, (4)

其中Rυ为管壁平衡半径, dυ + dt 为管壁有效厚度,
ρυ和ρt分别为管壁和基底组织的密度, R̃υ为管壁
局部瞬时半径, rυ =

(
R̃υ −Rυ

)
/Rυ, bυ为管壁振

动黏性衰减系数, pa 和ω = 2πf分别为驱动声波

压力和频率. (4)式左侧最后一项描述膜状管壁的
弹性响应, kυ =

Eυdυ
(1− ν2)Rυ

,其中Eυ为管壁杨氏模

量, ν为泊松比.
只要管内液体不表现出明显的可压缩性, 气泡

的动力学方程可简化为(
1 +N

a

rclust

)
aä+

(
3

2
+ 2N

a

rclust

)
ȧ2

=
pb
ρ
. (5)

管壁内侧处的法向速度连续, 故有 [8]

ṙυ =
Na2ȧ

R3
υ (1 + rυ)

2 . (6)

边界条件 (6)式充当了耦合振动方程 (4)和 (5)的联
接方程. 当然, 由于管壁和基底组织是弹性介质,
泡群附近局部管壁的振动将在管壁和基底组织中

134301-2

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 13 (2014) 134301

形成弹性波传播, 在本文的研究中, 我们只局限于
研究局部管壁和泡群内气泡的耦合振动, 不探讨由
此产生的弹性波.

3 气泡非线性共振

设a = a0(1 + ζ), 代入 (5)式, 结合边界条件
(6)式, 若有 ζ < 1, 约去三阶以上的小量, 考虑管壁
影响后气泡若非线性振动的动力学方程近似为

ζ̈ + bζ̇ + ω2
0ζ = h1ζ

2 − h2ζ
3 − p′a cosωt, (7)

式中
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其中 b为体系等效粘滞系数, ω0为气泡在管内自由

振动时的共振频率, (7)式右侧h1ζ
2 − h2ζ

3为驱动

力的非线性项. 单气泡自由振动频率为

ω10 =
1

a0

√
3κp0
ρ

+
2σ

ρa0
(3κ− 1), (8)

均匀分布的泡群内中心处气泡自由振动频率为

ω20 =
1

a0
×√[

3κp0
ρ

+
2σ

ρa0
(3κ− 1)

](
1 +

Na0
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)−1

. (9)

经比较得知, 对同样初始半径的气泡而言, 有
ω10 > ω20, 即单气泡自由共振频率最大, 而泡群
内气泡间的相互作用将降低每个气泡振动的共振

频率. 若泡群处在弹性管内, 弹性管的存在同样使
得泡群内气泡的共振频率发生变化, 其影响程度取
决于管径、管壁弹性等因素. 若在气泡振动过程中
考虑弱非线性效应的影响, 其共振响应还会将出现
新特性.

3.1 气泡非线性共振频率

由于管壁弹性的影响, 泡群内气泡在外场驱动
下的非线性振动将变得更加复杂, 下面我们将讨论
气泡的非线性共振频率. 若气泡在给定初始条件下
开始自由振动, 但其振动过程中不能忽略非线性效
应的影响, 此时气泡非线性自由振动动力学方程近
似为

ζ̈ + ω2
0ζ = h1ζ

2 − h2ζ
3, (10)

此处为研究方便, 忽略了黏性阻力的影响. 设方程
(10)的近似解为

ζ = ζ(0) + ζ(1) + ζ(2) + · · · , (11)

且零阶近似解表示为

ζ(0) = ζ0 cosωrt, (12)

其中系统共振频率ωr = ω0+ω
(1)
0 +ω

(2)
0 + · · · , ω(1)

0

和ω
(2)
0 是非线性振动系统共振频率相对于线性振

动系统共振频率的修正量. 根据逐步近似法, 约去
二阶以上的小量可得一阶近似解 ζ(1)满足的方程

近似为 [29]

ζ̈(1) + ω2
0ζ

(1)

=h1ζ
2
0 cos2 ωrt+ 2ω

(1)
0 ω0ζ0 cosωrt. (13)

令方程 (13)右端共振项 cosωrt的系数为零, 则对基
频的修正量分别为ω

(1)
0 = 0, 进而一阶近似解可表

示为

ζ(1) =
h1ζ

2
0

2ω2
0

− h1ζ
2
0

6ω2
0

cos (2ωrt) . (14)

同理, 将近似解 (11)结合 (12)、(14)式代入动
力学方程 (10)中, 约去三阶以上小量后可得到 ζ(2)

满足的方程近似为

ζ̈(2) + ω2
0ζ

(2)

=−
(

h2
1

6ω2
0

+
h2

4

)
ζ30 cos 3ωrt

+

(
2ω0ω

(2)
0 +

5h2
1ζ

2
0

6ω2
0

− 3h2ζ
2
0

4

)
ζ0 cosωrt, (15)

令 (15)式中共振因子 cosωrt的系数为零,则对
基频的修正量分别为

ω
(2)
0 =

(
3h2

2
− 5h2

1

3ω2
0

)
ζ20
4ω0

. (16)

从 (16)式可以看出, 频率修正量比于基频振幅
平方. 由于管壁振动和气泡径向振动间的相互作用
以及系统非线性影响, 系统共振频率将发生偏移,
其偏移量与振动的振幅有关. 我们知道, 受迫振动
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系统在共振区声响应最强, 基频振幅将变大, 但是
基频振幅的增加将会引起共振频率的漂移, 由此会
影响系统的稳定响应状态. 因此, 对一振动系统而
言, 在共振响应区内, 仅考虑系统的线性振动行为
无法准确的反映其工作状态.

3.2 系统非线性共振声响应

为了解弹性微管内泡群内气泡的振动特征以

及弹性管壁的非线性影响, 下面我们将采用逐次逼
近法研究此复杂系统内气泡在外场驱动下的非线

性共振声响应. 考虑阻尼影响, 由于受迫振动方程
中充当线性恢复力的因子应是振动位移的奇函数,
故去掉 (7)式中振动位移的偶函数项后的耦合动力
学方程近似为

ζ̈ + bζ̇ + ω2
0ζ + h2ζ

3 = −p′a cosωt, (17)

用频率ω的线性自由振动开始逐次逼近, 即设一次
近似解为

ζ = ζa cos (ωt+ α) . (18)

(18)式代入 (17)式, 并利用三角函数关系可得泡群
- 管壁振动系统的振幅 -频率关系式 [15], 即[

(ω2
0 − ω2)ζa +

3

4
h2ζ

3
a

]2
+ b2ω2ζ2a = p′

2
a. (19)

借助于振幅 -频率关系式 (19)我们可以探讨管
内泡群在声波的驱动下的非线性响应特征以及管

壁弹性对泡群内气泡振动的影. 和线性分析相比,
系统的共振频率和幅值响应特性都会发生变化, 呈
现出不同的响应状态. 弹性管中泡群内气泡的共振
必将引起泡群的共振, 进而扩大声能量在管内的影
响区域. 生物医学中, 经常将超声造影剂微泡注入
体内以帮助提高组织对比度或靶向给药等, 我们在
应用此类人工植入气泡时需要了解它们在声波作

用下的振动特征, 以便充分估计其对人体各个部位
潜在影响.

4 数值分析

在我们的模型中, 泡群内振动气泡近似看作球
形, 其振动状态取决于它的初始半径、液体密度、泡
内气体状态、表面张力系数、环境压力等; 对处在弹
性管内的气泡而言, 泡群两侧液柱的惯性和管壁的
刚度都会影响气泡的振动状态. 对小气泡或低频情
形, 泡内气体的变化可近似看成是等温过程. 当驱

动声波频率超过 1 MHz或者气泡半径大于 4 µm,
泡内气体的变化通常在等温过程和绝热过程之间.

图 1为弹性管中泡群内气泡共振频率随气泡

初始半径变化趋势图, 在分析过程中还考虑了管壁
弹性系数、管径大小以及基底组织厚度的影响, 同
时, 我们还将此共振频率同自由场中泡群内气泡
共振频率以及单气泡共振频率进行了比较. 在数
值计算过程中如不作特别说明时各系统变量取值

分别为: 气泡初始半径a0 = 3 µm, 泡群内气泡总
数N = 20, 弹性管平衡半径取值范围为Rυ = 30

µm, 管壁厚度dυ = 1 µm [7]; 管壁弹性模量分别为
1 MPa, 泊松比ν = 0.5, 管壁密度为900 kg/m3; 管
内液体密度为1030 kg/m3, 液体黏度为0.001 Pa·s,
表面张力系数为 0.0728 N/m, 环境静压力 p0为 0.1
MPa. 结果表明, 由于气泡间相互作用的影响, 泡
群内气泡的共振频率低于自由单气泡共振率, 影
响气泡共振频率变化的主要是泡群内气泡间的相

互作用, 管壁的影响相对较小. 通过比较管壁弹性
系数 (图 1 (a), (b)和 (c))、管径大小 (图 1 (d), (e)和
(f))以及基底组织厚度 (图 1 (g), (h)和 (i))三者的
影响程度看, 管径大小变化几乎不影响泡群内气泡
共振频率; 随着管壁刚度的增加, 泡群内气泡的共
振频率将增大, 刚度增加对尺度较大的气泡的共振
频率影响更显著; 在我们所观察的气泡尺度范围
内, 随着基底组织厚度的增加, 泡群内气泡的共振
频率也将小幅较小. 对微泡注入血管的情形, 在相
对很长的血管内微泡的振动可采用我们的模型去

分析其共振特性, 即气泡在弹性较好的大血管内共
振特性的变化主要源于气泡间的相互作用, 因此,
我们需充分考虑微泡间相互作用对其振动特性变

化的影响.
由于气泡间的相互作用和管壁存在的共同影

响, 泡群内气泡的幅值响应特性也发生了较大程度
的变化, 如图 2所示, 计算所用管壁半径为 30 µm,
泡群由 50个气泡组成, 其半径为 20 µm, 如不作特
别说明, 驱动声波压力幅值为 0.1 MPa, 气泡初始
半径为 3 µm, 管壁弹性系数为 1 MPa. 在低频区,
泡群内气泡受迫振动振幅随驱动声波频率的增加

而减小; 在驱动频率大于0.2ω0的频率区间内, 振幅
出现多值性, 因此当驱动声波频率逐渐变大 (或变
小)时, 气泡的受迫振动振幅不一定单调增加 (或减
小), 还可能出现跳跃现象; 在高频响应区, 幅值跳
跃较小且响应幅值有随频率增加而增加的趋势. 值
得注意的是, 从弹性管中泡群的声响应数值分析结
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图 1 (网刊彩色) 共振频率随气泡初始半径的变化 管壁刚度的影响: (a) Eυ = 0.1 MPa, (b) Eυ = 1 MPa, (c)
Eυ = 10 MPa; 管径的影响: (d) Rυ = 30 µm, (e) Rυ = 40 µm, (f) Rυ = 50 µm; 基底组织厚度的影响: (g)
dt = 0 µm, (h) dt = 5 µm, (i) dt = 10 µm
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图 2 (网刊彩色) 气泡基频振动振动幅值 -频率响应曲线 (a)管壁刚度的影响; (b)驱动声波压力幅值影响; (c)气
泡初始半径的影响

果看出, 当驱动声波频率超过某一最大值时, 将无
法激励气泡振动. 因此, 管径较大的弹性管内多气
泡共存于某一区域并形成泡群时, 泡群内气泡的
幅频响应特性不同于微管内单气泡的幅频响应特

性, 气泡间的相互作用使得气泡在受迫振动过程

中幅值响应不稳定区增大. 图 2 (a)给出了弹性管
刚度对气泡声响应的影响, 对管径较大的弹性管壁
而言, 管壁弹性变化对气泡幅值响应特性的影响较
小, 尤其是在低频响应区, 而高频区管壁刚度的增
加将减小气泡的声响应幅值. 图 2 (b)给出了驱动
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压力幅值对气泡声响应的影响, 驱动声波压力幅值
的增加将增强气泡在各频段的幅值响应, 还会增大
气泡的频率响应区间并使得不稳定响应区向高频

区移动. 图 2 (c)给出了气泡初始半径对气泡声响
应的影响. 从我们所选择的三种初始半径气泡的数
值计算结果看出, 在同样的驱动声波作用下, 初始
半径大的气泡声响应幅值大, 而随着初始半径的增
大, 幅值的不稳定响应区也会向高频区移动.

图 2的数值计算结果是在驱动声波压力幅值

不大的情况下得到的, 此时管壁的振动几乎可看做
是线性振动, 其振动变化对管内压力变化的影响也
相对较小, 因此, 尽管有管壁存在, 气泡若非线性振
动受管壁的影响也较小. 若管壁内气泡作剧烈的非
线性振动则需要较强的驱动声波压力, 此时弹性管
壁的线性振动模型将不再适用, 而泡群内气泡振动
和管壁振动之间的耦合变化将更强, 尤其是在气泡
崩溃时可在气泡周围形成很强的压力扰动, 进而引
起弹性管壁较大的形变 [27].

5 结 论

本文对管径较大的弹性管内气泡间的耦合振

动行为进行了理论研究, 得到了弹性管中泡群内气
泡作弱非线性振动的动力学方程, 并以此为基础分
析了气泡的共振频率对管壁弹性、管径、弹性管基

底组织厚度的依赖关系, 结果表明管径较大的弹性
管内气泡共振频率主要受泡群内气泡间相互作用

强弱的影响. 气泡在弹性管内的声响应是生物医学
超声重要的研究课题, 我们以本文得到的气泡动力
学模型为基础分析了气泡弱非线性振动基频声响

应幅值随驱动频率的变化规律, 通过数值计算我们
发现在弹性管壁和气泡间相互作用的共同影响下,
泡群内气泡的声响应特性发生了新的变化, 主要表
现为: 1)和此前我们研究的微管内单气泡的幅频响
应特性对比发现 [15,16], 弹性管中泡群内气泡的振
动响应存在于一定的频率区间内; 2)在较高频率区
域幅值响应有多值性, 但多值变化频率区间增大且
向低频区有较大幅度的移动.

气泡的弱非线性振动特性的研究对超声造影

剂微泡在人体内应用具有重要的意义. 超声给药过
程中需要利用超声波监测造影剂微泡位置, 为保护
微泡不受超声波破坏, 必须对其强度和频率进行控
制, 从本文的分析可以看出, 在选择超声波监测微
泡时须慎重考虑声波频率范围, 因为频率太低或频
率太高的超声波都可能引起气泡较强的声响应.
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Abstract
Based on the hypothesis that the wall of an elastic tube can be described as a membrane-type elastic structure,

the coupled oscillation in a system of bubble clusters and local position of the elastic wall is explored, and the model
of the nonlinear oscillation of bubbles is developed. According to the successive approximation method, the nonlinear
resonance frequencies the and forced oscillation are analyzed theoretically. Results indicate that the resonance frequency
of bubbles is mainly affected by the interaction of bubbles in clusters. Furthermore, there is a maximum frequency of
ultrasound that will excite vibrations of the bubbles in clusters, and the response of multi-valued amplitudes exists in
the region of high frequency.
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