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基于无导数优化方法的数值模式误差估计∗
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初始场误差和模式误差是制约数值预报准确率的两个关键因素, 本文主要考虑利用历史观测资料实现时
空演变的模式误差的估计问题. 通过把模式误差综合考虑成为准确模式中的未知项, 把历史资料看作是带有
未知项的准确模式的特解, 构造了求解时空演变的模式误差项的反问题及其最优控制问题. 给出了一个解决
最优控制问题的无导数优化方法, 该方法的优点是不需要建立原数值模式的切线性模式与伴随模式, 它只需
在增加一个外强迫项的基础上运行原数值模式即可实现模式误差项的最优估计. 关于Burgers方程的算例表
明, 无论模式的初始状态是否准确已知, 无导数优化方法都能有效解决时空演变的模式误差的最优估计问题,
它为实际业务模式利用历史数据提取模式误差信息并显著地改进预报效果提供了一种方便可行的数值方法

与理论依据.
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1 引 言

制约数值预报准确率的因素主要有两个: 一
是模式变量初始场误差; 二是由于描述实际大气
的模式动力方程组及各种物理过程的不准确性所

产生的模式误差. 资料同化技术 [1,2]、集合预报手

段 [2−4]以及条件非线性最优扰动法 [5−7]等是减少

初始场误差对预报结果影响的重要方法. 这些方法
的一个共同特点就是假设预报模式是完美的, 认为
相较于系统中其他误差, 模式误差很小, 可以忽略.
然而, 实际中, 模式方程和各种物理化过程都不可
能准确给出, 这就使得传统变分同化方法在利用动
力模式提供的信息滤除初始场误差的过程中, 一部
分模式误差也被吸收到初始场中 [8]. 因此, 在模式
初始场精度得到很大提高的同时, 模式误差的影响
应该引起关注.

目前, 关于减小模式误差所做的工作主要体现

在提高模式的分辨率、改进物理过程的参数化方案

等精细化过程中, 研究取得了显著成效. 然而, 这
方面的工作是从传统的观点出发, 认为数值预报本
质上是一个偏微分方程组的初边值问题, 不能有效
利用我们所积累的大量历史实况资料. 顾震潮 [9]

早在 1958 年就指出, 把数值预报问题提为初边值
问题是一个根本缺陷. 丑纪范 [10]从信息论的视角

指出, 初边值问题由于仅利用一个时刻的数据而导
致输入的信息量不足, 应考虑利用历史数据以增加
输入数据中所包含的预报量信息, 并进一步论证了
数值模式误差信息隐藏在过去的历史数据中, 建议
将数值预报问题提为反问题, 实现历史数据的内在
使用, 使得统计方法和动力方法有机结合. 基于此
观点, 我国学者提出了有别于传统方法的动力相似
预报方法, 建立了基于相似离差的动力相似预报模
式 [11,12] 和相似误差订正方法 [13]. 以上工作是在不
改变现有模式的前提下, 利用历史资料实现了预报
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误差和模式误差的订正过程, 并在T63L16月动力
延伸业务预报模式的模拟中取得了较好的预报技

巧 [14]. 然而, 以上工作多数是基于动力相似理论框
架的模式误差订正问题的研究, 并没有真正解决模
式误差的时空演变的估计问题.

与此同时, 基于反问题思想的资料同化过程开
始考虑模式误差的影响 [15,16], 提出了弱约束四维
变分同化方法. 然而, 此类方法往往需要预先给出
模式误差的协方差矩阵及其动力学特征, 但实际中
模式误差的特征是难以得知的. 因此, 通常假设模
式误差具有与同化背景场相同的协方差矩阵, 或者
假设模式误差具有简单的动力学特征, 例如服从一
阶马尔可夫链分布等 [15,16]. 另一方面, 在基于资料
同化方法的模式误差估计中, 往往需要计算原数值
模式的切线性模式或伴随模式 [17,18], 这也大大限
制了这些方法在复杂模式中的应用.

针对模式误差的准确动力学特征数学描述的

困难性 [19,20], 本文将模式误差综合考虑成为准确
模式中丢失了的 [21]、不知道其数学模型的外强迫

项, 将历史资料 (不计观测误差)看作是带有未知模
式误差项的准确模式的一组特解, 将数值预报问题
转化成为已知方程的解反过来确定方程中未知项

的微分方程反问题, 在这一过程中, 模式误差的动
力学特征完全由历史资料所表达的实际大气客观

决定. 因此, 如果能够有效解决模式误差项所对应
的微分方程反问题, 并将求得的反问题解代入数值
模式, 必然能够大大改进原有数值模式的预报效
果. 为了克服现有的梯度类方法在求解微分方程反
问题过程中使用原模式的切线性模式或伴随模式

的缺陷, 本文构造了一类无导数优化方法. 该方法
的最大特点是它只需在增加一个外强迫项的基础

上运行原数值模式, 即可完成微分方程反问题所对
应的最优控制问题的求解过程. 该方法的易实现性
为复杂业务模式利用所积累的大量历史数据估计

模式误差的时空演变信息提供了可能.

2 模式误差反问题及最优控制问题

一般来说, 在不考虑边界条件影响的情况下,
数值预报模式可以表示成如下的初值问题:

∂ψ(x, t)

∂t
+ L(ψ(x, t))

= 0 x ∈ D, t > t0,

ψ|t=t0 = ψ0(x)

(1)

其中D表示空间变量x的取值范围, ψ和ψ0分别表

示模式变量 (包括风速、温度、气压、湿度等)及其初
值, L是表征模式的非线性算子. 由于动力方程组
及各种物理过程参数化的不准确性, 模式 (1)仅是
实际大气的一个近似. 假设实际大气所满足的准确
模式为 

∂ψ(x, t)

∂t
+A(ψ(x, t))

= 0 x ∈ D, t > t0,

ψ|t=t0 = ψ0(x)

(2)

其中A是表征真实大气运动的非线性算子. 模式
(2)可看作是各种数值模式逼近实际大气的极限.
若假设

E(ψ(x, t)) = A(ψ(x, t))− L(ψ(x, t)),

则准确模式 (2)可改写为
∂ψ(x, t)

∂t
+ L(ψ(x, t))

+E(ψ(x, t)) = 0 x ∈ D, t > t0,

ψ|t=t0 = ψ0(x)

(3)

其中的E(ψ(x, t))表示实际大气存在但未能被模式

(1)所描述的外强迫项, 我们称它为数值模式 (1)的
模式误差项.

从动力学的观点来看, 现有的观测资料可以看
作是描述实际大气的动力系统. 因此, 包括初值在
内的历史资料

ψ|t=t0 = ψ0(x),

ψ|t=t1 = ψ1(x), · · · , ψ|t=tK = ψK(x)

实际上是准确模式 (3)的一系列特解, 未知的模式
误差项E(ψ(x, t))的信息就包含在这些历史资料

ψ0, ψ1, · · · , ψK中, 我们需要从这些历史数据中提
取模式误差项E(ψ(x, t)) 的时空演变特征.

具有未知项E(ψ(x, t))的模式 (3)是一个标准
的偏微分方程反问题. 与正问题不同, 已知特解
ψ0, ψ1, · · · , ψK 的问题 (3)往往是超定的. 为了解
决它的这种不适定性, 在假设初值ψ0(x)准确已知

的情况下, 根据反问题的正则化理论 [22], 可将已
知特解ψ1, · · · , ψK的问题 (3)转变成为最优控制
问题:

min
E

1

2

∫∫∫
D

K∑
k=1

|ψ(x, tk)− ψk(x)|2dx

+
α

2

∫ tK

t0

∫∫∫
D

|E(ψ(x, t))|2dxdt, (4)
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其中ψ(x, tk)是初值问题 (3)在 tk时刻的解, ψk(x)
是对应 tk时刻的观测, α > 0是正则化参数. 问题
(4)中的目标泛函第一项表示所求得的E(ψ(x, t))

能够使模式 (3)的预报结果ψ(x, tk)与已有的观测

ψk(x)最接近, 保证了反问题解的存在性; 第二项则
表明现有的数值模式 (1)是基本可靠的, 所求得的
误差项E(ψ(x, t))是模式 (3)中的小量. 同时, 问题
(4)中的第二项也解决了反问题的不适定性, 保证
了解的惟一性以及计算过程中的稳定性.

当初值ψ0(x)不准确或未知时, 我们把ψ0(x)

和E(ψ(x, t))同时看作是已知特解ψ1, · · · , ψK(历
史资料)的反问题 (3)的未知项, 此时的最优控制问
题为

min
E,ψ0

1

2

∫∫∫
D

K∑
k=1

|ψ(x, tk)− ψk(x)|2dx

+
α1

2

∫ tK

t0

∫∫∫
D

|E(ψ(x, t))|2dxdt

+
α2

2

∫∫∫
D

|ψ0(x)|2dx, (5)

这里的ψ(x, tk)和ψk(x)的意义同问题 (4), α1 > 0

和α2 > 0是正则化参数. 同样, 问题 (5)中的目标
泛函第一项解决了反问题解的存在性, 第二项和第
三项解决了反问题解的惟一性与稳定性.

据以上论述, 模式 (3)所约束的优化问题 (4)与
(5)的解分别对应了初值ψ0(x)准确已知与未知情

况下的模式误差项E(ψ(x, t)). 下面, 我们介绍一
类无导数优化方法解决非线性系统 (3)约束的优化
问题 (4)和 (5)的求解问题.

3 优化问题的求解

由于我们通常无法求得非线性系统 (3)约束的
优化问题 (4)与 (5)的解析解, 只能求其离散形式的
数值解. 事实上, 我们能够很容易地将模式 (3)约
束的问题 (4)或 (5)离散为

min
E

f(ψ,E), s.t. c(ψ,E) = 0, (6)

或者

min
E,ψ0

f(ψ,ψ0, E), s.t. c(ψ,ψ0, E) = 0, (7)

其中 f(ψ,E)和 f(ψ,ψ0, E)分别表示优化问题 (4)
和 (5)的目标泛函离散形式. c(ψ,E) = 0和 c(ψ,
ψ0, E) = 0分别表示模式 (3)在初值ψ0(x) 准确已

知或未知情况下的离散形式, 可以将它们看作是数

值模式 (1)在考虑了模式误差项之后的改进模式.
由于预报变量ψ 实际上可表示成ψ = ψ(E)或者

ψ = ψ(ψ0, E), 因此, 问题 (6)和 (7)实际上可表示
成为无约束优化问题:

min
E

f(ψ(E), E) = f̂(E), (8)

或者

min
E,ψ0

f(ψ(ψ0, E), ψ0, E) = f̂(ψ0, E). (9)

目前, 求解有约束的优化问题 (6)和 (7)的常用
方法是先借助于它们的无约束形式 (8)与 (9), 计算
目标泛函 f̂(E)与 f̂(ψ0, E)关于扰动量E及ψ0 的

梯度, 再构造梯度类的下降法获得它们的极小值
解. 在这个过程中, 不可避免地需要建立数值模式
(1)的伴随模式. 国际上已有很多通过伴随模式来
求解目标泛函关于扰动量的梯度的研究, 并建立了
很多模式 (如二维准地转模式、MM5模式、WRF模
式等)的伴随模式 [17]. 我们知道, 建立一个复杂模
式的伴随模式也是一个巨大的工程, 要耗费和原数
值模式相当的工作量.

为了克服梯度类方法需要模式 (1)的伴随模式
的缺陷, 本文引入了如下所述的无导数优化方法.
实际上, 无导数优化的意义在于求解问题 (6)和 (7)
的过程中并不需要通过计算目标泛函关于扰动量

E及ψ0的梯度来确定当前迭代点上目标泛函的下

降方向, 而是预先给定一个分布均匀的搜索方向
集合, 取定搜索步长, 在当前迭代点运行数值模式
c(ψ,E) = 0或者 c(ψ,ψ0, E) = 0, 估计目标泛函在
当前迭代点沿着各个搜索方向的下降情况. 如果
目标泛函能够充分下降, 则沿当前方向利用给定的
搜索步长更新当前迭代点, 否则缩小搜索步长重新
估计目标函数值. 如此重复下去, 可以证明, 对于
某些确定的问题, 可以得到全局收敛的泛函极小值
点 [23]. 由于最优控制问题 (6)和 (7)本质上是同一
类问题, 因此, 为了方便, 下面仅给出问题 (6)的无
导数最优化的求解过程, 关于问题 (7)的求解过程
可类似描述.

算法1 最优控制问题 (6)的无导数优化
方法 [23]

1) 给定算法终止参数γtol、收缩参数 θmax以及

充分递减函数ρ(t) 使满足ρ(t)/t → 0当 t → 0 时,
选取初始迭代点E0、初始搜索步长γ0 > γtol以及

搜索方向集合V = {p1, p2, · · · , pm}, 令k = 0;
2) 如果γk < γtol, 则停止计算;
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3) 运行数值模式 c(ψk, Ek) = 0和 c(ψ̃k, Ek +

γkpj) = 0, 计算目标泛函值 f(ψk, Ek) 及 f(ψ̃k,
Ek + γkpj), 其中pj ∈ V , j = 1, 2, · · · ,m;

4) 如果f(ψ̃k, Ek+ γkpj) < f(ψk, Ek)− ρ(γk),
则

(a) 令Ek+1 = Ek + γkpj (迭代点更新);
(b) 选取λk > 1, 令 γk+1 = λkγk (增大搜索

步长);
5) 否则, 令Ek+1 = Ek, γk+1 = θkγk, 其中

0 < θk 6 θmax < 1(保持原迭代点不动, 缩小迭代
步长), 转第2步.

必须注意的是, 在算法 1中, 搜索方向集合
V = {p1, p2, · · · , pm}的选取对于整个计算过程至
关重要. 预先选取搜索方向集合的一个基本准则
是确保每步迭代过程中至少有一个搜索方向是目

标泛函在当前迭代点上的下降方向. 我们知道, 若
当前迭代点Ek不是目标泛函的极小值点, 必然有
∇f̂(Ek) ̸= 0, 则−∇f̂(Ek)的方向一定是泛函 f̂(E)

在当前迭代点Ek的下降方向. 因此有

cos θ = −∇f̂(Ek)Tpj

∥∇f̂(Ek)∥∥pj∥
, (10)

这里的 pj表示 V 中可能的搜索方向, θ表示

−∇f̂(Ek)与 pj的夹角. 如果在每步迭代中都有
方向pj使得 cos θ > δ > 0成立, 则说明搜索方向集
合V 能够保证每步迭代必有下降方向. 这一条件实
际上可表示为 [23]

κ(V ) = min
v∈Rn

max
p∈V

cos θ = vTp

∥v∥∥p∥
> δ, (11)

另一方面, 为了能够在以当前迭代点为中心、以搜
索步长为半径的搜索域内实现各个方向的搜索, 应
该尽可能使得V 中的方向向量长度基本相等, 这意
味着对于任何p ∈ V , 需满足

βmin 6 ∥p∥ 6 βmax, (12)

其中的βmin和βmax是预先选定的非负常数.
满足条件 (11)和 (12)的搜索方向集合V 能够

保证算法 1收敛到目标泛函的极小值点. 事实
上, 下列坐标向量集合就是满足条件 (11)和 (12)的
例子:

V = {e1, e2, · · · , en,−e1,−e2, · · · ,−en}, (13)

其中ei表示Rn空间中第 i个单位向量. 另外, 算法
1中的充分下降函数ρ(t)一般可取为ρ(t) =Mt3/2,
其中M是一个预先取定的正常数.

4 数值算例

在以上两节里, 我们从理论上给出了利用历史
数据估计模式误差的最优控制问题及其无导数优

化方法. 在这一节里, 我们以Burgers方程为例开
展相应的数值试验, 以验证无导数优化方法的可行
性与准确性. Burgers方程通常具有下列形式:

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x

−ν ∂
2u

∂x2
= E(x, t) 0 < x < 1, 0 < t < 1,

u|t=0 = u0(x)

(14)

其中的 ν表示耗散系数, u0(x)是初值, u(x, t)和
E(x, t)分别表示模式的状态变量与未知的外强

迫项.
由于我们只考虑模式误差项与初始条件对模

式预报结果的影响程度, 因此, 这里不妨选取齐次
的边界条件. 在以下的讨论中, 均假设当初始条件
取为

u0(x) = sin 2πx 0 < x < 1, (15)

外强迫项取为

E(x, t)

=A cos t sin 2πx 0 < x < 1, 0 < t < 1 (16)

时, 模式 (14)是准确模式, 它所对应的数值模式为
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x

−ν ∂
2u

∂x2
= 0 0 < x < 1, 0 < t < 1,

u|t=0 = u0(x)

(17)

则数值模式 (17)的模式误差实际上就是准确模式
(14) 的外强迫项E(x, t), 它表示实际中存在却未能
被模式 (17)所表示的过程. 下面将分初始条件准确
已知与未知两种情形, 分别说明基于无导数优化方
法的数值模式误差估计过程.

4.1 初始条件准确已知的情形

假设模式 (14)与 (17)的初始条件均已知, 且为
(15) 式. 为了阐明利用历史数据估计模式误差项
E(x, t)的时空演变过程,我们首先需要求解具有外
强迫项 (16)的准确模式 (14), 以产生理想的 “观测”
数据 u|t=t1 = u1(x), · · · , u|t=tK = uK(x), 再利用
这些理想 “观测”, 据第2节的 (4)式, 构造模式误差
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项E(x, t)所满足的最优控制问题:

min
E

1

2

∫ 1

0

K∑
k=1

|u(x, tk)− uk(x)|2dx

+
α

2

∫ 1

0

∫ 1

0

|E(x, t)|2dxdt, (18)

使 得 u(x, tk)与E(x, t)满 足 初 值 问 题 (14), 且
u(x, tk)是 (14)在 tk时刻的解, uk(x)是对应 tk时

刻的 “观测”.
为了得到由历史 “观测”所确定的模式误差项

E(x, t)的时空演变值, 我们先需要将问题 (14)与
(18)完全离散化, 再利用无导数优化算法 1求解它.
在空间变量离散时, 我们选用Galerkin法, 将 [0, 1]

区间n 等分, 记xi = ih (i = 1, · · · , n), h = 1/n,
定义线性有限元基函数

φi(x) =


(x− xi−1)/h x ∈ [xi−1, xi] ∩ [0, 1]

(xi+1 − x)/h x ∈ [xi, xi+1] ∩ [0, 1] i = 0, · · · , n,

0 其他

(19)

因 (14)的边界条件齐次, 故u(x, t)和E(x, t)可分

别近似为

uh(x, t) =

n−1∑
j=1

αj(t)φj(x), (20)

Eh(x, t) =

n∑
j=0

ej(t)φj(x). (21)

记

u(t) = (α1(t), · · · , αn−1(t))
T,

E(t) = (e0(t), e1(t), · · · , en(t))T,

将 (20)和 (21)式代入初值问题 (14), 并用φi(x)乘

以方程 (14)两端后在 [0, 1]上积分, 利用有限元基
函数表达式 (19), 很容易计算得

M
d
dtu(t) +Au(t) +N(u(t))

−BE(t) = 0 0 < t < 1,

u(0) = u0

(22)

其中

Q =
h

6



2 1

1 4 1

. . . . . . . . .

1 4 1

1 2


∈ R(n+1)×(n+1), B =

h

6



1 4 1

1 4 1

. . . . . . . . .

1 4 1

1 4 1


∈ R(n−1)×(n+1),

M =
h

6



4 1

1 4 1

. . . . . . . . .

1 4 1

1 4


∈ R(n−1)×(n−1), A =

ν

h



2 −1

−1 2 −1

. . . . . . . . .

−1 2 −1

−1 2


∈ R(n−1)×(n−1),

N(u(t)) =
1

6



α1(t)α2(t) + α2
2(t)

−α2
1(t)− α1(t)α2(t) + α2(t)α3(t) + α2

3(t)
...

−α2
i−1(t)− αi−1(t)αi(t) + αi(t)αi+1(t) + α2

i+1(t)
...

−α2
n−3(t)− αn−3(t)αn−2(t) + αn−2(t)αn−1(t) + α2

n−1(t)

−α2
n−2(t)− αn−2(t)αn−1(t)


∈ R(n−1),
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再将 (20)和 (21)式代入问题 (18)的目标泛函后得

min
E(t)

K∑
k=1

(
1

2
u(tk)

TMu(tk) + gT
k u(tk)

)
+
α

2

∫ 1

0

E(t)TQE(t)dt, (23)

其中u(tk)是初值问题 (22)在 tk时刻的解, gk ∈
R(n−1)是 对 应 tk 时 刻 的 “观 测”, 即 (gk)i =

−huk(ih) (i = 1, 2, · · · , n− 1).
下面再对问题 (22)和 (23)进行时间变量离

散. 划分时间区间 [0, 1]为 0 = t0 < t1 < · · · <
tmK = 1, 记∆ti = ti+1 − ti (i = 0, · · · ,mK − 1),
∆t−1 = ∆tmK = 0, 其中m为取定的正整数. 对方
程 (22)关于时间变量分别做向前、向后一阶差分后
再平均, 并对 (23)式的目标泛函用复化梯形公式求
积分, 得

min
E0,··· ,EmK

K∑
k=1

(
1

2
uT
mkMumk + gT

mkumk

)

+
α

2

mK∑
i=0

∆ti−1 +∆ti
2

ET
i QEi, (24)

其中Ei = Ei(ti) (i = 0, 1, · · · ,mK), umk =

u(tmk) (k = 1, · · · ,K)是下列方程的解(
M +

∆ti
2
A

)
ui+1 +

∆ti
2
N(ui+1)−

∆ti
2
BEi+1

+

(
−M +

∆ti
2
A

)
ui +

∆ti
2
N(ui)−

∆ti
2
BEi

= 0, (25)

这里的 i = 0, 1, · · · ,mK − 1, u0是已知的. 问题
(24)与 (25)就是最优控制问题 (14)与 (18)的完全
离散形式.

为了叙述方便, 令

E = (ET
0 ,E

T
1 , · · · ,ET

mK)T,

u = (uT
1 , · · · ,uT

mK)T,

则E ∈ R(n+1)(mK+1), u ∈ R(n−1)mK , 且问题
(24)与 (25)的目标泛函与约束方程可分别表
示为 f(u,E) 和 c(u,E) = 0. 结合 (11)与 (12)
式, 我们可选取 (n + 1)(mK + 1) 维空间中的

2(n+1)(mK +1)个正负坐标轴单位向量作为无导

数优化算法1的搜索方向集合, 即令

V = {p1, · · · , p2(n+1)(mK+1)}

= {e1, e2, · · · , e(n+1)(mK+1),

− e1,−e2, · · · ,−e(n+1)(mK+1)}, (26)

其中ei表示R(n+1)(mK+1)空间中的第 i个单位向

量. 我们选取算法 1的终止参数γtol = 0.001, 收缩
参数 θmax = 0.5以及充分递减函数ρ(t) = 0.1t3/2,
取初始迭代点E(0) = (0, · · · , 0)T, 初始搜索步长
γ0 = 1. 利用算法 1就可求得 (24)与 (25)式的解
E = (ET

0 ,E
T
1 , · · · ,ET

mK)T, 将其代入表达式 (21),
即可得到数值模式 (17)的模式误差项E(x, t)的数

值解Eh(x, t), 完成利用历史数据估计模式误差项
E(x, t)的时空演变过程.

为了表明无导数优化方法估计模式误差的有

效性, 我们需要将E(x, t) 的数值解与精确解 (16)
式相比较, 也要将模式的预报结果与 “观测”相比
较. 为方便叙述, 我们称模式 (17)的解为 “预报”,
称以 (21)式的数值解Eh(x, t)为外强迫项的模式

(14)的解为 “改进预报”. 为了体现模式预报和 “观
测”之间的误差, 我们定义状态变量u(x, t)的相对

误差与均方误差分别为

e(tj)

=

√√√√ n∑
i=1

(u(xi, tj)− ũ(xi, tj))2
/ n∑

i=1

ũ2(xi, tj),

(27)

e′(tj) =

√√√√ 1

n

n∑
i=1

(u(xi, tj)− ũ(xi, tj))2, (28)

其中u(xi, tj)表示 “预报”或 “改进预报”, ũ(xi, tj)
表示观测.

在实际计算中, 取参数 ν = 0.1, α = 0.05,
A = 0.1, 时间步长为 δt = 0.05, 空间步长为
δx = 0.025. 图 1表示模式误差项E(x, t) 的数值

解与精确解, 图 2则表示将E(x, t)的数值解代入模

式 (14)之后的预报量u(x, t) 的相对误差与均方误

差. 由图 1和图 2可看出, 当初始条件准确已知时,
模式误差项E(x, t)的数值解在整个时空区域上都

能够较好地符合精确解 (图 1 ), 预报量也较好地逼
近了实况 “观测”结果 (图 2 ), 且实际计算中使用的
历史观测数据越多 (如图中的K = 10), 模式误差
及预报量的误差越小, 计算结果越接近实际状态.

4.2 初始条件未知的情形

假设模式 (14)与 (17)的初始条件均未知, 则除
了未知的模式误差项外, 初始条件的信息也隐藏在
历史数据中. 同样, 我们首先需要求解具有准确初

149203-6

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 14 (2014) 149203

 ⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲
֓⊲

֓⊲



⊲

⊲

x

E
↼x

֒t
↽

K/֒ 

K/֒ 

K/֒ 

⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲
֓⊲

֓⊲



⊲

⊲

x

E
↼x

֒t
↽

K/֒ 

K/֒ 

K/֒ 

 ⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲
֓⊲

֓⊲



⊲

⊲

x

E
↼x

֒t
↽

K/֒ 

K/֒ 

K/֒ 

 ⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲
֓⊲

֓⊲



⊲

⊲

x

E
↼x

֒t
↽

K/֒ 

K/֒ 

K/֒ 

(a) (b)

(c) (d)

图 1 初始条件准确已知时, 模式误差项E(x, t)的精确解 (实线)与数值解 (虚线), 其中K表示所使用的历史观测

个数 (下同) (a) t = 0; (b) t = 0.4; (c) t = 0.6; (d) t = 1.0
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(a) (b)

图 2 初始条件准确已知时, 预报量 u(x, t)的相对误差 (a)与均方误差 (b)

始条件 (15)、外强迫项 (16)的准确模式 (14), 产生
理想的 “ 观测”数据u|t=t1 = u1(x), · · · , u|t=tK =

uK(x), 再利用这些理想 “观测”, 根据 (5)式, 构造
模式误差项E(x, t)及初始条件u0(x)所满足的最

优控制 问题

min
u0,E

1

2

∫ 1

0

K∑
k=1

|u(x, tk)− uk(x)|2dx

+
α1

2

∫ 1

0

∫ 1

0

|E(x, t)|2dxdt

+
α2

2

∫ 1

0

|u0(x)|2dx, (29)

使得u(x, tk), u0(x)与E(x, t)满足模式 (14), 且
u(x, tk) 是初值问题 (14)(以u0(x)为初值)在 tk时

刻的解, uk(x)是对应 tk时刻的 “观测”.
我们选用与 4.1节相同的方法, 可将问题 (14)

与 (29)离散成为

min
u0,E0,··· ,EmK

K∑
k=1

(
1

2
uT
mkMumk + gT

mkumk

)

+
α1

2

mK∑
i=0

∆ti−1 +∆ti
2

ET
i QEi

+
α2

2
uT
0Mu0, (30)
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其中umk = u(tmk)是下列方程的解(
M +

∆ti
2
A

)
ui+1 +

∆ti
2
N(ui+1)−

∆ti
2
BEi+1

+

(
−M +

∆ti
2
A

)
ui +

∆ti
2
N(ui)−

∆ti
2
BEi

=0, (31)

这里的 i = 0, 1, · · · ,mK − 1, u0表示未知的初值,
其他符号与问题 (24)和 (25)相同.

与 (24)和 (25)式的过程类似, 令

(uT
0 ,E

T)T = (uT
0 ,E

T
0 ,E

T
1 , · · · ,ET

mK)T,

则 (uT
0 ,E

T) ∈ R(n−1)+(n+1)(mK+1), 且问题 (30)
和 (31)的目标泛函与约束方程可分别表示为
f(u,u0,E) 和 c(u,u0,E) = 0. 因此, 我们可
选取 (n − 1) + (n + 1)(mK + 1)维空间中的

2((n− 1)+ (n+1)(mK +1))个正负坐标轴单位向

量作为无导数优化算法1的搜索方向集合, 即令

V ={p1, · · · , p2((n−1)+(n+1)(mK+1))}

={e1, e2, · · · , e((n−1)+(n+1)(mK+1)),

− e1,−e2, · · · ,

− e((n−1)+(n+1)(mK+1))}, (32)

其中ei表示R(n−1)+(n+1)(mK+1)空间中的第 i个单

位向量. 利用算法1就可求得 (30)和 (31)式的解

(uT
0 ,E

T)T = (uT
0 ,E

T
0 ,E

T
1 , · · · ,ET

mK)T,

将其代入表达式 (20)与 (21)式, 即可得到模式 (17)
的初始条件u0(x)与模式误差项E(x, t)的数值解.

同样地, 为了表明当初始条件未知时无导数
优化方法同时估计初始场和模式误差项的有效

性, 我们需要将u0(x)和E(x, t)的数值解与精确解

相比较, 将模式的预报结果与 “观测”相比较. 与
4.1节有所区别, 我们称以u0(x)的数值解为初始条

件的模式 (17)的解为 “预报”, 称以u0(x)的数值解

为初始条件式、以 (21)式的数值解Eh(x, t)为外强

迫项的模式 (14)的解为 “改进预报”. 关于状态变
量u(x, t)的相对误差与均方误差的定义同 (27)和
(28)式.

在实际计算中, 取参数 ν = 0.1, α1 = 0.05,
α2 = 0.005, A = 0.1, 时间步长为 δt = 0.05, 空间
步长为 δx = 0.025. 当初始条件未知时, 模式误
差项E(x, t)的数值解及其精确解见图 3 , 初始条
件u0(x) 的数值解与精确解见图 4 , 图 5则表示将

E(x, t)及u0(x)的数值解代入模式 (14)后的预报量
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图 3 当初始条件未知时, 模式误差项E(x, t) 的精确解 (实线)与数值解 (虚线) (a) t = 0; (b) t = 0.4;
(c) t = 0.6; (d) t = 1.0
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图 4 初始条件 u0(x)的精确解 (实线)与数值解 (虚线)
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K/֒ 
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⊲

⊲

⊲

⊲

⊲
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K/֒ 

K/֒ 

K/֒ 

(a)

(b)

图 5 当初始条件未知时, 预报量 u(x, t)的相对误差 (a)
与均方误差 (b)

u(x, t) 的相对误差与均方误差. 结合图 1和图 2可

以发现, 无论模式的初始状态是否准确已知, 以无
导数优化方法为工具的反问题模式都能够有效解

决时空演变的模式误差的估计问题, 且在实际计
算中使用的历史观测数据越多 (如图中的K = 10),
模式误差及预报量的误差越小, 计算结果越接近实
际状态. 进一步分析还发现, 当初始条件准确已知
时, 模式误差项E(x, t) 的数值解在整个区间上都

能够较好地符合准确形式 (图 1 ), 但当初始条件未
知时, 由于从初始时刻至第一个观测值点之间 (如
当K = 5 时, 在0 < t < 1/K = 0.2之间)没有实况
信息的输入, 使得在这段时间内模式误差的数值解

偏离了精确解 (图 3 ), 这就导致在这段时间内预报
量的相对误差与均方误差都比初值已知情况下偏

大一些 (图 2和图 5 ). 另外, 图 4 的结果表明, 在考
虑了模式误差影响的情况下, 利用历史观测资料与
模式的预报信息能够有效地滤除初始场的误差, 为
模式提供一个较准确的初始信息 (如图 4中K = 10

的结果).

5 结 论

为了研究随时空演变的模式误差的估计问题,
本文将数值模式误差综合考虑成为一个准确模式

中的未知项, 在不计观测误差的情况下, 把现有的
历史资料看作是准确模式的一系列特解, 构造了模
式误差项所满足的反问题及最优控制问题, 并给出
了它的无导数优化求解算法. 无导数优化方法使得
在由历史资料提取模式误差信息的过程中, 不需要
计算目标泛函的梯度, 因此也不需要建立原数值模
式的切线性模式或伴随模式, 它只需要在增加一个
外强迫项的基础上运行原有数值模式即可. 这一点
是与四维变分同化过程考虑模式误差的作用所不

同, 它使得利用历史观测资料提取模式误差的时空
演变信息过程在复杂业务模式中的应用成为可能.

文中以Burgers方程为例, 数值试验了基于无
导数优化方法的模式误差估计过程在改进数值预

报中的作用. 研究结果表明, 无论模式的初始状态
是否准确已知, 本文中所描述的模式误差估计方法
都能够有效解决时空演变的模式误差项的估计问

题. 计算中输入的观测数据越多, 模式误差及预报
量的误差越小, 计算结果越接近真实状态, 但当输
入的观测信息不足或较少时, 模式误差及预报量的
误差偏大, 计算结果会偏离真实状态, 这一点与模
式误差信息隐藏在历史观测数据中的观点相一致.
同时, 当模式的初值未知时, 本文所提供的方法因
为考虑了模式误差的影响, 它使得利用历史观测资
料与模式的预报信息滤除初始场误差的过程更有

效, 为模式提供的初始场信息也更准确一些.
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Abstract
Initial error and model error are key factors restricting the accuracy of numerical weather prediction (NWP). The

purpose of the present study is to estimate the errors of spatiotemporal evolution model by using recent observations. By
considering the continuous evolution of atmosphere, the observed data (ignoring the measurement error) can be viewed as
a series of solutions of accurate model governing the actual atmosphere, and the model errors can be objectively assumed
to be an unknown functional term (a missing forcing term) of the numerical model, thus the NWP can be considered
as an inverse problem to uncover the unknown model error term by using the long periods of observed data. In this
study, we first construct an inverse problem model with its optimization problem, which is constrained by the numerical
model, to estimate the errors of spatiotemporal evolution model, then we present a derivative-free optimization (DFO)
method to find the minimum solution of the optimization problem by running the numerical model with an external
forcing term. The DFO method does not need to compute the gradient of the objective functional and the tangent
linear model or adjoint model of the original numerical model. The numerical study of Burgers equation indicates that
the presented methods can effectively uncover the model errors from the past data and evidently improve the numerical
prediction. The precedures described in this paper open up possibilities for utilizing the past observation data to extract
useful information about model errors and enhance the prediction efficiency in the operational models.

Keywords: model error, past data, inverse problem, derivative-free optimization
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