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再入过载的匹配渐进展开分析与卸载方法研究∗
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探月飞船返回地球时将以第二宇宙速度再入地球大气层, 面临极其严苛的气动环境, 因此对于再入气动
过载的分析具有重要意义. 再入运动方程是一组非线性很强的常微分方程, 数值方法计算量大, 不适用于在
线任务. 因此, 本文采用一种近似解法对气动过载进行分析. 首先, 基于匹配渐进展开方法将再入纵向运动解
在大气外层区域与内层区域分别展开, 得到统一形式的闭型近似解, 在此基础上分段求解气动过载, 并与精确
解进行对比分析. 其次, 利用闭型近似解, 通过当前状态反解虚拟初始条件, 在此基础上提出初次过载峰值的
解析预测方法, 并分析了不同条件下预测的相对误差变化规律. 最后, 基于过载峰值的解析预测对飞船的初
次再入过程进行卸载, 将飞船在再入过程中耗散的总能量进行重新分配, 并通过蒙特卡罗飞行仿真试验验证
了卸载方法的有效性.
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1 引 言

气动过载是飞船再入过程中一个非常重要的

参数. 气动过载过大时, 会对飞船结构及内部器件
产生破坏, 甚至威胁航天员的生命安全. 我国未来
的探月飞船返回地球时, 将以接近第二宇宙速度的
高速再入地球大气层, 进行跳跃式再入飞行. 与传
统的地球轨道再入相比, 跳跃式再入的气动过载显
著增大, 过载曲线出现多个峰值 [1]. 因此, 需要对
跳跃式再入过程的气动过载进行分析, 并给出相应
的卸载方法, 保证飞船安全地返回指定着陆点. 考
虑到船载计算机计算能力的不足, 解析分析是十分
必要的.

再入运动方程是一个非线性一阶常微分方程

组, 对过载进行解析分析必须首先得到再入方程的
解析解. 关于非线性微分方程的求解, 国内外已有
许多研究成果, 如微分变换法 [2]、Hojman法 [3,4]、混

合指数法 [5]、齐次平衡法 [6]以及Hamilton-Jacobi

方法 [7]等, 这些方法已广泛应用于各类问题的求
解 [8−10]. 对于再入问题, Chapman[11], Loh[12], Mi-
titelu[13]等基于不同的假设条件给出了不同的近似

解,但在实际应用中各有其局限性,难以通用. 近年
来, 匹配渐进展开方法得到越来越多的应用, 如引
力辐射的衰减问题 [14]、黑洞问题 [15,16]、厄尔尼诺 -
南方涛动大气物理模型问题 [17]等. 有学者将其引
入到再入问题中进行航程预测及制导 [18−21], 但还
没有针对气动过载分析的研究, Lu[22]给出的卸载

方法也难以适用于跳跃式再入情况. 本文利用匹
配渐进展开方法得到跳跃式再入纵向运动的闭型

近似解, 在此基础上分三段求解气动过载, 得到了
精度较高的气动过载近似解, 并与精确解进行了对
比. 提出了基于虚拟初始信息的初次再入过载峰值
解析预测方法, 分析了不同条件下预测相对误差的
变化规律, 并应用此方法对飞船初次再入过程进行
卸载, 蒙特卡罗飞行仿真试验表明: 卸载环节不影
响落点精度, 有效降低了初次再入过载峰值, 实现
了耗散总能量的重新分配.
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2 再入运动常微分方程组

假设地球为旋转圆球且大气相对地球静止, 再
入运动方程为 [22]

ṙ = V sin γ, (1)

θ̇ =
V cos γ sinψ
r cosϕ , (2)

ϕ̇ =
V cos γ cosψ

r
, (3)

V̇ =−D − g sin γ + ω2r cosϕ sin γ cosϕ

− ω2r cosϕ cos γ sinϕ cosψ, (4)

V γ̇ = L cosσ +

(
V 2

r
− g

)
cos γ

+ 2ωV cosϕ sinψ

+ ω2r(cosϕ cos γ cosϕ

+ cosϕ sin γ sinϕ cosψ), (5)

V ψ̇ =
L sinσ
cos γ +

V 2

r
cos γ sinψ tanϕ

− 2ωV (cosϕ tan γ cosψ − sinϕ)

+
ω2r

cos γ sinϕ cosϕ sinψ, (6)

其中, r为地心距, θ为经度, ϕ为纬度, V 为飞行器
速度, γ为飞行路径角, ψ为速度方位角 (正北方向
为零, 顺时针旋转为正), σ为滚转角, ω为地球自转
角速度, g为重力加速度, L和D分别为升力加速度

和阻力加速度, 定义为

L = ρV 2SCL/(2m), (7)

D = ρV 2SCD/(2m), (8)

其中, ρ为大气密度, m为飞船质量, S为飞船参考
迎风面积, CL为飞船升力系数, CD 为阻力系数.
大气密度采用指数模型 [18]:

ρ = ρref e−(r−rref)/H , (9)

其中 rref为参考地心距, H为密度标高.
常用的气动过载模型有两个: 法向过载nN与

总过载nT, 它们的定义如 (10)式和 (11)式所示, 其
中α为攻角.

nN = L cosα+D sinα, (10)

nT =
√
L2 +D2. (11)

弹箭类飞行器一般采用法向过载模型, 而飞船
或航天飞机等再入飞行器由于其轴、法向都可能产

生较大过载, 因此一般采用总过载模型. 本文采用
的是总过载模型.

3 气动过载的匹配渐进展开分析

典型的探月飞船返回再入轨迹如图 1所示, 其
中再入点参数要在合理的范围内选取 [23], 飞船参
数取 crew exploration vehicle (CEV)参数 [1].
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图 1 典型探月飞船再入轨迹 (a) 飞行高度曲线;
(b) 气动过载曲线

由图 1可以看到, 探月飞船的再入轨迹一般存
在起伏, 飞船以第二宇宙速度的高速初次再入地球
大气层后, 会跳出大气层进行一段开普勒轨道飞
行, 最后再一次再入大气层并着陆. 这样的再入方
式称为跳跃式再入. 与传统的直接再入相比, 跳跃
式再入的气动过载会出现多次峰值.

忽略地球自转, 做下面无量纲化处理:

h =
r − rref
rref

, v =
V√
µ/rref

, (12)

其中µ为地球引力常数. 定义常数

b =
HCDρref
m/S

,

ε =
H

rref
,
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λ =
CL

CD
cosσ. (13)

由于气动过载只与纵向运动有关, 因此将纵向
运动方程改写为以下形式 [18]

dv2
dh =− 2

(1 + h)2
− bv2

ε sin γ e−h/ε, (14)

d cos γ
dh =−

[
1

1 + h
− 1

(1 + h)2v2

]
cos γ

− λb

2ε
e−h/ε, (15)

当h ≫ ε, 飞船处于大气外层区域, 气动力的作用
很小, 轨迹主要由重力决定, 气动力可以看作是摄
动项; 当h与 ε 的量级相当, 飞船处于大气内层区
域, 气动力变为主要作用力, 重力可以看作是摄动
项 [21]. 在这两个区域分别得到解的渐进展开形式.

大气外层区域解展开形式为

v2 =v20(h) + εv21(h) + ε2v22(h) + · · · , (16)

cos γ = cos γ0(h) + ε cos γ1(h)

+ ε2 cos γ2(h) + · · · , (17)

v20 = v2∗ − 2h/(1 + h), (18)

cos γ0 = v∗ cos γ∗/[v0(1 + h)], (19)

v2∗ = v2i + 2hi/(1 + hi), (20)

cos γ∗ = (1 + hi)vi cos γi/v∗, (21)

其中, 下标 i代表再入初始条件.
大气内层区域解展开形式为

ṽ2 = ṽ20(h̃) + εṽ21(h̃) + ε2ṽ22(h̃) + · · · , (22)

cos γ̃ = cos γ̃0(h̃) + ε cos γ̃1(h̃)

+ ε2 cos γ̃2(h̃) + · · · , (23)

ṽ20 = C̃∗ exp(−2γ̃0/λ), (24)

cos γ̃0 = (λb/2) exp(−h̃) + cos γ̃∗, (25)

C̃∗ = ṽ2j exp(2γ̃j/λ), (26)

cos γ̃∗ = cos γ̃j − (λb/2) exp(−h̃j), (27)

其中, 下标 j代表内层解的初始条件.
匹配外层解与内层解的首次项得到

v2∗ = C̃∗ exp(−2γ̃∗/λ), (28)

cos γ∗ = cos γ̃∗. (29)

最终得到统一形式的闭型近似解为:

v2 =− 2h

1 + h
+ v2∗ exp

[
−2(γ̃ − γ̃∗)

λ

]
, (30)

cos γ = v∗ cos γ∗[v2∗(1 + h)2 − 2h(1 + h)]−0.5

+
λb

2
exp

(
− h

ε

)
, (31)

cos γ̃ = cos γ̃∗ +
λb

2
exp

(
− h

ε

)
. (32)

如果轨迹存在跳跃的情况, 为避免出现
cos γ̃ > 1的情况, γ̃∗要通过下式进行计算 [21]:

cos γ̃∗ = 1− λb

2
exp

(
− hmin

ε

)
. (33)

在初次再入轨迹的最低点, 有γ = 0, 因此可以
通过求解 (34)式得到初次再入段轨迹最低点的高
度hmin:

cos γ = 1 = v∗ cos γ∗
[
v2∗(1 + hmin)

2

− 2hmin(2 + hmin)
]−0.5

+
λb

2
exp

(
− hmin

ε

)
. (34)

采用Newton-Raphson方法, 选取 60 km处的
h作为初值 (初次再入的最低点一般在 60 km附
近), 两到三步就可以收敛到极高的精度.

经过hmin点之后, 轨迹开始上升, 有

γ̃′∗ = −γ̃∗. (35)

轨迹下降段 (γ < 0)与轨迹上升段 (γ > 0)的
解必须在h = hmin处匹配, 由此得到轨迹上升段常
数 v′∗, γ′∗与轨迹下降段常数 v∗, γ∗的关系式为

(v′∗)
2 = v2∗ exp(4γ̃∗/λ), (36)

cos γ′∗ =

[
1− λb

2
exp

(
− hmin

ε

)]
×
[
(1 + hmin)

2

− 2hmin(1 + hmin)

(v′∗)
2

]0.5
. (37)

跳出大气后轨迹最高点的求解与hmin的求解方法

类似.
因此, 对于跳跃式再入轨迹的气动过载, 可以

将其分为三段分别进行求解. 第一段, 从初始点
到初次再入轨迹的最低点; 第二段, 从初次再入轨
迹的最低点到跳出大气轨迹的最高点; 第三段, 从
跳出大气轨迹的最高点到开伞点 (开伞高度一般为
10 km).

设初始高度为120 km,初始速度为11000 m/s,
初始飞行路径角为−6◦, 滚转角为65◦, 飞船参数取
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CEV参数. 整个过程过载的求解结果如图 2—
4所示.
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图 2 过载近似解与精确解的对比 (第一段)
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图 3 过载近似解与精确解的对比 (第二段)
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图 4 过载近似解与精确解的对比 (第三段)

从图 2—图 4可以看到, 过载在整个再入过程
出现了两次峰值 (若第一次跳跃轨迹更高, 还可能
出现第二次跳跃,出现第三次峰值,分析方法类似).
基于匹配渐进展开方法的近似解变化特性和精确

解一致, 近似解的精度总体较高. 绝对误差在高空
较小, 在低空较大, 这是因为高空的大气密度很小,
过载本身就很小. 在每一段中, 离初始点越远, 相

对误差越大, 这是由近似解的特性所决定的. 因此,
在第一段中, 初次过载峰值点离初始点很远, 其相
对误差较大, 同时由于过载本身数值很大, 因此绝
对误差也较大. 第三段中过载峰值处绝对误差较大
也是由于相同的原因.

4 再入过程的卸载方法

4.1 初次过载峰值的解析预测

过载最大即意味着阻力加速度D最大, 将D

的表达式对h求导, 得到
dD
dh =

1

2
v2

µ

rref

CDS

m

(
− rref

H

)
ρ

+
1

2
ρ
CDS

m
2v

µ

rref

dv
dh. (38)

由 dD/dh = 0得到

2v
dv
dh − rref

H
v2 = 0. (39)

将 v和 γ̃的表达式对h求导得到

2v
dv
dh =− 2

(1 + h)2
− 2

λ
v2∗

× exp
[
−2(γ̃ − γ̃∗)

λ

]
dγ̃
dh, (40)

dγ̃
dh =

λb exp(−h/ε)
2ε sin γ̃ . (41)

将 (30), (40), (41)式代入 (39)式中, 得到的方
程只含有一个变量h. 同样, 采用牛顿迭代法, 选
hmin + δ (δ是小量, 直接选hmin作初值会导致作为

分母的 sin γ̃ = 0)作为初值进行迭代 (第一次过载
峰值就发生在h = hmin附近), 两到三步就可以收
敛. 得到h后再将其代入 (30)式算出 v, 即可算出
第一次过载峰值.

当飞船进入到大气内层区域时, 气动力起主
要作用, 过载才开始显著增加.因此只需要在内层
区域进行过载峰值预测, 即当h = ε 开始预测. 对
于地球而言, 这个高度约为 70 km. 这时应先根据
当前状态反推得到虚拟初始条件. 设当前状态为
hcur, vcur, γcur, 则有

v2cur =− 2hcur
1 + hcur

+ v2∗ exp
[
−2(γ̃ − γ̃∗)

λ

]
, (42)

cos γcur = v∗ cos γ∗[v2∗(1 + hcur)
2
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− 2hcur(1 + hcur)]
−0.5

+
λb

2
exp

(
− hcur

ε

)
, (43)

1 = v∗ cos γ∗[v2∗(1 + hmin)
2

− 2hmin(2 + hmin)]
−0.5

+
λb

2
exp

(
− hmin

ε

)
, (44)

其中,

cos γ̃ = cos γ̃∗ +
λb

2
exp

(
− hcur

ε

)
,

cos γ̃∗ = 1− λb

2
exp

(
− hmin

ε

)
.

设初始高度为120 km,初始速度为11000 m/s,
初始飞行路径角为−6◦, 飞船参数取CEV参数, 初
次过载峰值解析预测的相对误差如图 5所示.
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图 5 初次过载峰值预测的相对误差

从图 5可以看到, 当固定滚转角时, 解析预测
的相对误差随着高度的下降而迅速减小, 误差曲线
变化规律接近于指数规律. 这是因为预测点离峰值
点越近, 预测的精度越高. 而在同样的高度上, 滚
转角越小, 预测精度越高. 这是因为更大的滚转角
会带来更大的hmin预测误差.

4.2 蒙特卡罗飞行仿真

跳跃式再入一般采用预测制导方法. 该方法制
导精度高, 但难以限制过载. 因此, 需要加入卸载
环节, 在不损失精度的前提下, 保证过载不超出最
大允许值, 确保飞船安全返回指定着陆点.当当前
过载达到最大允许过载nmax的一半时, 进行过载
峰值预测, 若预测峰值大于nmax, 进行全升力飞行
以尽量减小过载.

为测试卸载方法的有效性, 开展蒙特卡罗飞
行仿真试验. 再入初始条件为: r0 = 6498.137 km,

ϕ0 = 0◦, θ0 = 0◦, V0 = 11000 m/s, γ0 = −6.2◦,
ψ0 = 0◦. 开伞条件为: rf = 6388.137 km, ϕf =

62.8821◦, θf = 0◦. 任务总航程 7000 km, 飞船参数
仍采用CEV参数, 并取nmax = 7g0.

误差源种类及级别参考CEV再入的误差标准,
如表 1所示.

考虑所有误差的影响, 进行 300次飞行仿真试
验, 试验结果如图 6和图 7所示.

表 1 误差源种类及分布特征

误差源 误差分布类型 3σ/最大误差值

再入点高度 均匀分布 ±152.4 m

再入点经度/纬度 均匀分布 ±0.2◦

再入点速度 高斯分布 27.432 m/s

再入角 高斯分布 0.1◦

再入方位角 高斯分布 0.0973◦

升/阻力系数 高斯分布 20%

大气密度 高斯分布 20%

飞船质量 均匀分布 ±5%
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/
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62.86

62.87

62.88

62.89

62.90

62.91

2 km

(a)

(b)

图 6 落点散布 (a) 不卸载; (b) 卸载

从试验结果可以看到, 加入卸载环节后, 飞船
的落点精度没有下降, 初次过载峰值全部降到了
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7g0以下, 而二次再入过程的过载峰值则显著增大.
实际上, 这是一个能量迁移的过程, 卸载环节使得
飞船在第一次再入段消耗更少的能量, 在二次再入
段消耗更多的能量, 实现了能量的重新分配. 本文
提出的卸载方法简单有效、计算量小, 非常适合于
在线任务.
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图 7 过载包络曲线 (a) 不卸载; (b) 卸载

5 结 论

本文采用匹配渐进展开方法得到了跳跃式再

入运动方程的闭型近似解, 在此基础上对气动过载
进行分段求解, 并与精确解进行了对比分析. 提出
了初次过载峰值的解析预测方法, 并将其应用于飞
船初次再入过程的卸载. 通过研究发现: 基于匹配
渐进展开的过载近似解总体精度较高, 绝对误差在
高空较小、低空较大. 离初始点越远, 相对误差越
大. 固定滚转角情况下, 初次过载峰值的预测精度
随着高度的下降而迅速增加, 而在相同的高度上,

滚转角越小, 预测精度越高. 文中提出的卸载方法
能将飞船在再入过程中耗散的总能量进行重新分

配, 从而在不影响着陆精度的前提下有效地降低初
次过载峰值, 保证飞船结构和航天员安全.
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based on matched asymptotic expansions method∗

Du Xin Li Hai-Yang†

(College of Aerospace Science and Engineering, National University of Denfense Techlonogy, Changsha 410073, China)

( Received 8 May 2014; revised manuscript received 4 June 2014 )

Abstract
Reentry velocity of lunar module reaches the second cosmic velocity, which could make the aerodynamic environment

insupportable. So it is essential to analysis the reentry aerodynamic load. The equation of motion for reentry vehicle
is a group of ordinary differential equations, and numerical methods are inadequate for online mission because their
computation amount is too large. An analytical method of solving the reentry equation of motion is proposed in
this paper to analyze the reentry aerodynamic load. First, matched asymptotic method is used to obtain solutions of
longitudinal equation of motion in outer and inner region independently and combine them to obtain a unified closed-
form solution. Reentry aerodynamic load has been analyzed in three fragments using the closed-form solution, and
approximate solution of load is compared with the exact solution. Second, suppositional initial conditions are obtained
by solving the closed-form solution using current state, then an analytical method of predicting the first load peak is
proposed, and the relative prediction error is analyzed for different bank angles. Third, the load relief method based on
load peak prediction is proposed, which can redistribute the total dissipated energy in the whole reentry process, and
the validity of the method is verified by Monte Carlo simulation.

Keywords: reentry aerodynamic load, matched asymptotic expansion, closed-form approximate solution,
load relief
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