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复合函数算符的微商法则及其在量子

物理中的应用∗
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( 2014年 7月 9日收到; 2014年 8月 19日收到修改稿 )

给出了在量子物理学、量子统计学、算符排序理论、矩阵论以及控制理论中有着重要用途的复合函数算符

的一般微分法则, 利用这一法则研究了Wigner算符和Weyl对应规则中的积分问题, 证明了两类典型的算符
恒等公式. 给出了Wigner算符的有序算符内的微分形式, 并得到了一些重要函数的新的微分式. 最后, 引入
了一个参数型的Wigner算符来统一正规序、Weyl编序以及反正规序三种算符排序.

关键词: 复合函数算符, 微商法则, Wigner算符, 有序算符
PACS: 03.65.–w, 42.50.Dv, 05.30.–d DOI: 10.7498/aps.63.240302

1 引 言

在量子物理学理论中, 力学量用厄米算符 (通
过其本征值)表示. 一般的经典力学量可表为经典
坐标和动量的函数, 所以表示一般力学量的量子算
符 (狄拉克称之为 q数)则是坐标算符和动量算符
的函数. 譬如Weyl对应规则 [1]

H(Q,P ) =

∫ ∫ ∞

−∞
dqdph(q, p)∆(q, p), (1)

式中

∆(q, p) =
1

4π2

∫ ∫ ∞

−∞
exp[iu(Q− q)

+ iv(P − p)]dudv (2)

是Wigner算符 [2]. 其中f = iu(Q− q)+ iv(P − p)
和F = ef = exp[iu(Q − q) + iv(P − p)]就是

笛卡尔坐标系中坐标算符Q和动量算符P 的函

数, 同时还含有实变量 q和 p (称为 c数). 形如
f = iu(Q − q) + iv(P − p)的算符称为函数算

符, 形如F = ef的算符称为复合函数算符. 由于
算符的不对易性 (如 [Q,P ] = QP −PQ = i~), 函
数算符 (尤其是复合函数算符)的运算规则与普通
函数 (c数函数)有着很大不同, 必须考虑算符的次
序. 对普通函数显然成立的运算规则, 对函数算符
来说则未必适用, 如牛顿 -莱布尼兹积分法则、复合
函数的求导法则以及乘法交换律等. 函数矩阵 (也
是一种 q数)的微商也是矩阵理论 [3−5]的一个重要

内容, 而矩阵理论又是自动控制理论和现代控制理
论 [6,7]基本的数学工具, 函数矩阵的微分与积分是
一个必须面对的数学问题. 但是据我们所知, 现有
的矩阵理论文献还没有很好地解决一般的复合函

数矩阵的微商问题, 所涉及的都是一些特殊情况.
例如, A(t)是函数矩阵, t = f(x)是x的实值函数

而非函数矩阵, 则有 dA(t)/dx = [dA(t)/dt]f ′(x)
或者 dA(t)/dx = f ′(x)[dA(t)/dt][3], 但未给出
当 t = f(x)也是一个函数矩阵时 dA(t)/dx的
值. 再如文献 [3—5], A是一个常量方阵, 则有
d eAt/dt = A eAt = eAtA, 但未给出当A和B是
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两个不可交换的同阶方阵时 d eAt+B/dt 的值.
函数算符的微商包括两种, 一种是参数微商,

其定义为

dF (λ)
dλ = lim

λ→0

F (λ+∆λ)− F (λ)

∆λ
,

式中λ是一个参数.这与普通函数的微商定义是相
同的, 区别在于F (λ) ≡ F (λ;A,B,C, · · · )是算符.
另一种则是一个算符函数F (A1,A2, · · · ,An, · · · )
对另一个算符An的微商, 其定义为

∂F

∂An
= lim

λ→0

∂F (A1,A2, · · · ,An + λ, · · · )
∂λ

,

亦即一个算符对另一个算符的微商也是通过参数

微商定义的, 易见∂An∂Am = ∂Am∂An .
一方面, 有序算符内的积分 (IWOP)技术的发

明 [8−10]极大地发展了作为量子物理学数理基础

的狄拉克符号法, 使得形如
∫ ∞
−∞ dx|kx⟩⟨x|的积分

和 (2)式中的积分能够顺利实现, 使得狄拉克符号
法更完美、更具体、能更多更好地表达物理规律.
IWOP技术不但具有物理上直观、内涵丰富、数学
简捷的特点, 因而能够解决一些悬而未决的问题,
开拓一些新的研究课题, 而且又能强烈而深刻地体
现量子论数理结构内在的美. IWOP技术很好地
解决了被积函数中含有坐标算符Q和动量算符P

(或产生算符a†和湮灭算符a)的函数算符的积分
问题.

另一方面, 对于复合函数算符的微商问题, 尽
管文献 [11]有所讨论, 但未能给出实质性的解决
方案. 文献 [12]也涉及此问题, 指出对于指数算符
ef(λ), 一般来说∂ ef(λ)/∂λ ̸= ef(λ)f ′(λ), 但没能
给出∂ ef(λ)/∂λ的值. 也就是说, 复合函数算符的
微分问题还没有得到很好的解决.

我们的研究表明, 复合函数算符的微分也有着
规范的法则, 这种法则是高于普通复合函数微商法
则的一种法则. 当复合函数算符中所含算符都两
两对易时, 该法则也就退化为普通复合函数的微商
法则, 或者说普通复合函数的微分法则仅是复合函
数算符微分法则的一种特殊情况. 一旦找到复合
函数算符的微分法则, 原则上复合函数算符的积分
问题便迎刃而解, 其方法是把被积函数算符展开为
幂级数再逐项进行积分. 本文给出了复合函数算
符的一般微商法则, 并利用这一法则证明在量子力
学、量子光学、量子统计学以及算符排序理论中有

着重要用途的算符恒等式. 进一步利用这一法则研
究Wigner算符和Weyl对应规则中的积分问题. 最

后, 给出Wigner算符的有序算符内的微分形式, 并
引入一个实参数型的Wigner算符来统一正规序、
Weyl编序以及反正规序三种算符排序.

依据表象理论, 量子算符在具体量子力学表象
中的表示就是方阵 (有限阶或无限阶的), 所以这一
复合函数算符的微商法则也适用于复合函数矩阵.

2 复合函数算符的微商法则

设F是参数 t的普通函数, 即F = F (t). 算符
f是参数λ的函数, 即f = f(λ;A,B,C, · · · ), 式中
A,B,C, · · · 是算符. 因此我们说F (f)是一个以λ

为宗量的复合函数算符. 为了得到F (f)对λ的导

数, 不失一般性地假定F (f)对f的各阶导数都存

在, 并且级数

F (f) =

∞∑
n=0

1

n!

dnF (f)

dfn

∣∣∣∣
f=0

fn (3)

收敛. 于是, 该式就是F (f)的泰勒展开式. 经过一
番深入的分析和研究, 我们发现复合函数算符的微
商法则可表示为

dF
dλ =

∞∑
m=0

1

(m+ 1)!

dm+1F (f)

dfm+1

× [f ′(λ),f (m)], (4)

或表示为

dF
dλ =

∞∑
m=0

1

(m+ 1)!
[f (m),f ′(λ)]

× dm+1F (f)

dfm+1
, (5)

式中多重对易式括号的定义为

[A,B(0)] = A, [A,B(1)] = [A,B],

[A,B(m+1)] = [[A,B(m)],B],

[A(0),B] = B, [A(1),B] = [A,B],

[A(m+1),B] = [A, [A(m),B]].

(4)和 (5)式就是复合函数算符的一般微商法则, 其
正确性的证明见附录A. 特别地, 如果f与f ′可对

易或f是一个普通函数, 则求和中除了m = 0这一

项外其余项全为零, 故有
dF
dλ =

dF (f)
df f ′(λ) = f ′(λ)

dF (f)
df , (6)

这就是为人们所熟知的普通复合函数的微商法则.
复合函数算符的微商法则不仅丰富了函数矩阵微
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积分理论, 也将在量子物理学和现代控制理论等领
域有着重要用途.

特别地, 若F (f) = ef , 则 (4)和 (5)式退化为

d ef
dλ = ef

∞∑
m=0

1

(m+ 1)!
[f ′(λ),f (m)]

=
∞∑

m=0

1

(m+ 1)!
[f (m),f ′(λ)] ef , (7)

这就是指数函数算符的微商法则, 明显不同于普通
指数函数的微商法则.

3 研究Weyl对应规则

作为复合函数算符微商法则的一个应用, 我
们来研究Wigner算符和Weyl对应规则. 为了能够
完成 (2)式中的积分, 首先计算双变量复合函数算
符 exp[iu(Q − q) + iv(P − p)] 的各阶偏微商. 令
F (f) = ef(u,v)和f(u, v) = iu(Q− q)+ iv(P −p),
利用 (7)式可得

F00 = F |u=0,v=0 = 1,

F10 =
∂F

∂u

∣∣∣∣
u=0,v=0

= i(Q− q),

F01 =
∂F

∂v

∣∣∣∣
u=0,v=0

= i(P − p),

F20 =
∂2F

∂u2

∣∣∣∣
u=0,v=0

= [i(Q− q)]2,

F02 =
∂2F

∂v2

∣∣∣∣
u=0,v=0

= [i(P − p)]2,

F11 =
∂2F

∂u∂v

∣∣∣∣
u=0,v=0

=
1

2
[i(Q− q)i(P − p)

+ i(P − p)i(Q− q)], · · · ,

经过一番计算与整理发现Fmn可以表示成

Fmn =
∂m+nF

∂um∂vn

∣∣∣∣
u=0,v=0

=
1

2m

m∑
l=0

m!

l!(m− l)!
[i(Q− q)]m−l

× [i(P − p)]n[i(Q− q)]l, (8)

或者

Fmn =
∂m+nF

∂um∂vn

∣∣∣∣
u=0,v=0

=
1

2n

n∑
l=0

n!

l!(n− l)!
[i(P − p)]n−l

× [i(Q− q)]m[i(P − p)]l. (9)

由于 q, p是 c数, 所以可把 (8)与 (9)式右端视为一
种关于算符Q和P 的一种特定排序, 称之为Weyl
编序 [13], 并用符号 :

:
:
:标记, 约定在 :

:
:
: 内玻色算

符可对易. 于是

Fmn =
∂m+nF

∂um∂vn

∣∣∣∣
u=0,v=0

=
1

2n
:

:

n∑
l=0

n!

l!(n− l)!
[i(P − p)]n−l

× [i(Q− q)]m[i(P − p)]l
:

:

=
:

:
[i(Q− q)]m[i(P − p)]n

:

:
.

那么, 有

exp[iu(Q− q) + iv(P − p)]

=

∞∑
m,n=0

1

m!n!

∂m+nF

∂um∂vn

∣∣∣∣
u=0
v=0

umvn

=
:

:
exp[iu(Q− q) + iv(P − p)]

:

:
. (10)

把 (10)式代入 (2)式, 得

∆(q, p) =
:

:
|δ(Q− q)δ(P − p)

:

:

=
1

2

:

:
δ(a− α)δ(a† − α∗)

:

:

≡ ∆(α, α∗), (11)

这就是Wigner算符的Weyl编序形式. 把 (11)式代
入 (1)式, 便得到

H(Q,P ) =
:

:
h(Q,P )

:

:

或 H(a†,a) =
:

:
h(a,a†)

:

:
, (12)

这意味着一个经典函数h(q, p)或h(α, α∗)的Weyl
量子对应可以直接通过在 :

:
:
:内替换 q → Q,

p → P 或α → a, α∗ → a†得到, 以及一个Weyl
编序好的算符 :

:h(Q,P ) ::或者
:
:h(a,a

†) ::之经典对

应可以直接通过替换Q → q, P → p或a → α,
a† → α∗而得到. 特别地, 经典函数 qmpn的Weyl
量子对应为

qmpn → :

:
QmP n :

:

=
1

2m

m∑
l=0

m!

l!(m− l)!
Qm−lP nQl

=
1

2n

n∑
l=0

n!

l!(n− l)!
P n−lQmP l. (13)

另外, (10)式表明算符 exp[iu(Q − q) + iv(P − p)]

本身就是Weyl编序好的, 这在算符排序理论中是
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非常重要和有用的, 能够帮助我们得到很多新的算
符恒等公式. 这一应用实例表明复合函数算符微商
法则也可用来处理复合函数算符的积分问题.

4 证明算符恒等公式

在量子力学、量子光学、算符排序理论以及矩

阵理论中, 经常需要把 eA+B分解为 eA与 eB的
乘积形式, 或者把 eA与 eB合并成 eA+B的形式.
较早研究这一问题的有Baker, Campbell, Haus-
dorff等 [14], 其方法、方式也有多种.作为复合函数
算符微商法则的又一个应用, 我们来证明这类算符
(包括矩阵)恒等公式.

构造算符恒等式如下:

eλ(A+B) = eλA eλB ef(λ), (14)

式中λ是一个参数, f(λ)是一个待定算符, 显然
f(0) = 0. 用 e−λB e−λA左乘上式两端, 得

ef(λ) = e−λB e−λA eλ(A+B), (15)

两边对λ求导, 得
d ef(λ)

dλ =−B e−λB e−λA eλ(A+B)

− e−λBA e−λA eλ(A+B)

+ e−λB e−λA(A+B) eλ(A+B)

= [−B − e−λBA eλB

+ e−λB e−λA(A+B) eλA eλB] ef

=

∞∑
n=1

∞∑
m=0

1

n!m!

× [[B,A(n)],B(m)]λn+m ef . (16)

在上面的计算中已经使用了算符公式 eXY e−X =∑∞
n=0

1

n!
[X(n),Y ]. 比较 (7)式和 (16)式, 得到

∞∑
m=0

1

(m+ 1)!
[f (m), f ′(λ)]

=

∞∑
n=1

∞∑
m=0

1

n!m!
[[B,A(n)],B(m)]λm+n. (17)

注意到 f(0) = 0, (17)式要求 f ′(0) = 0. 所以 f(λ)

和 f ′(λ)的幂级数形式为

f(λ) =

∞∑
k=2

ckλ
k,

f ′(λ) =
∞∑
k=2

kckλ
k−1, (18)

式中ck是算符. 把 (18)式代入 (17)式会得到一个
对任意λ都成立的恒等式, 这意味着等式两端λ同

次幂的系数必须相等. 于是有

c2 =− 1

2
[A,B],

c3 =
1

6
[A(2),B]− 1

3
[A,B(2)],

c4 =− 1

24
[A(3),B] +

1

8
[[A(2),B],B]

− 1

8
[A,B(3)],

c5 =
1

120
[A(4),B]− 1

30
[[A(3),B],B]

+
1

20
[[A(2),B],B(2)]

+
1

120
[[A,B], [A(2),B]]

− 1

60
[[A,B], [A,B(2)]]

− 1

30
[A,B(4)] · · · ,

原则上可以得到所有的ck. 把c2, c3, c4, c5, · · · 代
入 (18)式并在 (14)式中令λ = 1, 便得到

eA+B = eA eB exp
{
− 1

2
[A,B]

+
1

6
[A(2),B]− 1

3
[A,B(2)]

− 1

24
[A(3),B] +

1

8
[[A(2),B],B]

− 1

8
[A,B(3)] +

1

120
[A(4),B]

− 1

30
[[A(3),B],B]

+
1

20
[[A(2),B],B(2)]

+
1

120
[[A,B], [A(2),B]]

− 1

60
[[A,B], [A,B(2)]]

− 1

30
[A,B(4)] + · · ·

}
. (19)

特别地, 若A,B都与它们的对易式 [A,B]对易, 即

[A, [A,B]] = [[A,B],B] = 0,

则上式简化成大家熟知的算符公式

eA+B = eA eB e− 1
2 [A,B]和

eA eB = eA+B+ 1
2 [A,B].

若构造算符恒等式

eg(λ) = eλA eλB, (20)
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式中λ是一个参数, g(λ)是一个待定算符, 显然
g(0) = 0. 两边对λ求导, 得

d eg(λ)
dλ = A eλA eλB + eλA eλBB

= [A+ eλAB e−λA] eg(λ)

=

{
A+B +

∞∑
n=1

1

n!

× [A(n),B]λn
}

eg(λ). (21)

比较 (7)式和 (21)式, 便得到
∞∑

m=0

1

(m+ 1)!
[g(m), g′(λ)]

= A+B +

∞∑
n=1

1

n!
[A(n),B]λn. (22)

从g(0) = 0和 (22)式可知g′(0) = A+B,所以g(λ)

和 g′(λ)的幂级数形式为

g(λ) = (A+B)λ+

∞∑
j=2

bjλ
j ,

g′(λ) = A+B +
∞∑
j=2

jbjλj−1, (23)

式中 bj是算符. 把 (23)式代入 (22)式得到一个对
任意λ都成立的恒等式, 这意味着等式两端λ同次

幂的系数必须相等. 于是可以得到

b2 =
1

2
[A,B],

b3 =
1

12
[A(2),B] +

1

12
[A,B(2)],

b4 =
1

24
[[A(2),B],B],

b5 = − 1

720
[A,B(4)]− 1

720
[A(4),B], · · · ,

把 b2, b3, b4, b5, · · · 代入 (23)式并在 (20)式中令λ =

1, 便得到

eA eB = exp
{
A+B +

1

2
[A,B]

+
1

12
[A(2),B] +

1

12
[A,B(2)]

+
1

24
[[A(2),B],B] + · · ·

}
. (24)

同样道理, 还可以通过构造算符恒等式

exp[λ(A+B)] = exp(λA) · exp[f(λ)] · exp(λB)

得到

exp(A+B)

= exp(A) · exp
{
− 1

2
[A,B]

+
1

6
[A(2),B] +

1

6
[A,B(2)] + · · ·

}
· exp(B)

形式的算符公式. 这类应用实例表明复合函数算符
微商法则能够帮助我们得到或证明有着重要用途

的诸多算符 (包括矩阵)恒等公式.

5 Wigner算符的微分形式与参数型
Wigner算符

算符排序、量子算符与经典函数的对应以及

相空间分布函数 (Wigner函数) 已成为量子光学、
量子统计学的热门课题 [1,2,15,16], 并且相互关联.
一个量子态 |ψ⟩的Wigner函数由 ⟨ψ|∆(q, p)|ψ⟩ 来
定义, 它的两个边缘分布跟概率密度 |⟨q|ψ⟩|2与
|⟨p|ψ⟩|2成正比. Wigner算符有多种形式, 如坐标
表象、动量表象、相干态表象以及正规序内的纯高

斯函数形式等.
基于Q = (a+a†)/

√
2与P = (a−a†)/(i

√
2),

把Wigner算符改写成正规序形式 (所有产生算符
a†排列在所有湮灭算符a左边) , 则有

∆(q, p) =
1

4π2
:

∫ ∫ ∞

−∞
exp

[
iu(Q− q)

+ iv(P − p)− 1

4
u2

− 1

4
v2
]

dudv :, (25)

式中符号 : :表示正规序. 依据一个算符函数对另
一个算符的微商定义, 我们可以把 (25)式改写成

∆(q, p) =
1

4π2
: exp

[
1

4

(
∂2

∂Q2
+

∂2

∂P 2

)]
×
∫ ∫ ∞

−∞
exp[iu(Q− q)

+ iv(P − p)]dudv :

= : exp
[
1

4

(
∂2

∂Q2
+

∂2

∂P 2

)]
× δ(Q− q)δ(P − p) :

=
1

2
: exp

(
1

2

∂2

∂a∂a†

)
× δ(a− α)δ(a† − α∗) :

=
1

2
exp

(
1

2

∂2

∂a∂a†

)
× δ(a† − α∗)δ(a− α), (26)
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这是Wigner算符的正规序微分形式, 一种新的表
示式, 式中α = (q + ip)/

√
2. 于是Weyl对应规则

(1)式可表示成

H(Q,P )

= : exp
[
1

4

(
∂2

∂Q2
+

∂2

∂P 2

)]
h(Q,P ) :

= : exp
(
1

2

∂2

∂a∂a†

)
h(a,a†) :, (27)

这样, 我们就把积分型的Weyl对应规则转变成了
微分型, 这使得计算方便很多.

若把∆(q, p)正规序内的微分式与∆(q, p)正规

序内的纯高斯函数形式

∆(q, p) = π−1 : exp[−(Q− q)2 − (P − p)2] :

= π−1 : exp[−2(a− α)(a† − α∗)] :

进行比较, 可得到

exp
(
1

4

∂2

∂x2

)
δ(x− x′)

=
1

π
exp[−(x− x′)2], (28)

1

π
exp

(
− 1

4

∂2

∂x2

)
exp[−(x− x′)2]

= δ(x− x′), (29)

以及

exp
(

∂2

∂α∂α∗

)
δ(α− α′)δ(α∗ − α′∗)

=
1

π
exp[−(α− α′)(α∗ − α′∗)], (30)

1

π
exp

(
− ∂2

∂α∂α∗

)
exp[−(α− α′)(α∗ − α′∗)]

= δ(α− α′)δ(α∗ − α′∗). (31)

我们还发现, 微分算子 exp[−(1/4)∂2/∂x2]和

exp(−∂2/∂t∂s)能够通过作用于单项式分别生成
厄米特多项式和双变量厄米特多项式 [17], 即

exp
(
− 1

4

∂2

∂x2

)
(2x)n = Hn(x),

exp
(
1

4

∂2

∂x2

)
Hn(x) = (2x)n, (32)

exp
(
− ∂2

∂t∂s

)
tmsn = Hmn(t, s),

exp
(

∂2

∂t∂s

)
Hmn(t, s) = tmsn. (33)

以上结论以及文献 [18—20]表明正规乘积内的积
分技术与算符微分法不仅能够有效地处理函数算

符的积分问题, 而且可以帮助人们发现一些特殊函
数的微分形式.

若把Wigner算符改写成反正规序形式 (所有
湮灭算符a排列在产生算符a†左边), 则有

∆(q, p) =
1

4π2

...
∫ ∫ ∞

−∞
exp

[
iu(Q− q)

+ iv(P − p) +
1

4
u2 +

1

4
v2
]

dudv
..., (34)

式中符号
...

...表示反正规序. 显然该积分是发散的.
正是因为这种积分发散的数学困难, 一直未曾见到
利用反正规乘积内的积分技术研究Wigner算符和
处理Weyl对应规则的有关报道. 但是, 通过研究我
们发现, 可以利用反正规序的微分式方法克服这种
积分发散的数学困难. 也就是说, 采用把 (25)式改
写成 (26)式的方法改写 (34)式为

∆(q, p)

=
... exp

[
− 1

4

(
∂2

∂Q2
+

∂2

∂P 2

)]
δ(Q− q)δ(P − p)

...

=
1

2

... exp
(
− 1

2

∂2

∂a∂a†

)
δ(a− α)δ(a† − α∗)

...

=
1

2
exp

(
− 1

2

∂2

∂a∂a†

)
δ(a− α)δ(a† − α∗)

=
1

2π
exp

(
− 1

2

∂2

∂α∂α∗

)
|α⟩⟨α|, (35)

式中 |α⟩是Glauber相干态, 它是湮灭算符a的本

征态, 即a|α⟩ = α|α⟩. 于是, Weyl对应规则可表示
成反正规序内的微分形式为

H(Q,P )

=
... exp

[
− 1

4

(
∂2

∂Q2
+

∂2

∂P 2

)]
h(Q,P )

...

=
... exp

(
− 1

2

∂2

∂a∂a†

)
h(a,a†)

..., (36)

(35)和 (36)式分别是Wigner算符和Weyl对应规
则的反正规序内的微分式, 是一种崭新形式. 这种
积分变微分的方法, 不仅计算方便, 还避免了积分
发散的困难.

对 两 个 不 同 的Wigner算 符 的 乘 积

∆(α, α∗)∆(α′, α′∗) 求迹, 得到 (见附录B)

tr[∆(α, α∗)∆(α′, α′∗)]

=
1

4π
δ(α− α′)δ(α∗ − α′∗)

=
1

2π
δ(q − q′)δ(p− p′). (37)
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利用 (37)式, 用 2π∆(α′, α′∗)乘以 (1)式并求迹, 便
得到

h(q, p) = 2πtr[∆(q, p)H(Q,P )]或

h(α, α∗) = 2πtr[∆(α, α∗)H(a,a†)], (38)

这就是Weyl对应规则的逆规则, 它给出了求已知
量子算符之Weyl经典对应的方法.

观察 (26)和 (35)式, 并考虑到Wigner算符的
Weyl编序形式 (11)式, 定义一个带有参数 θ 的算

符如下

∆θ(q, p)

= Θ exp
[
θ

4

(
∂2

∂Q2
+

∂2

∂P 2

)]
δ(Q− q)δ(P − p)Θ

=
1

2
Θ exp

[
θ

2

∂2

∂a∂a†

]
δ(a− α)δ(a† − α∗)Θ, (39)

其中 θ ∈ {1, 0,−1}, Θ · · ·Θ叫作 θ排序符号. 约定
在Θ · · ·Θ内玻色算符可对易, 并规定: 当 θ = 1 时,
Θ · · ·Θ变为 :

:
:
: , 当 θ = 0时, Θ · · ·Θ变为 :

:
:
: , 当

θ = −1时, Θ · · ·Θ变为
...

.... 于是可知∆θ(q, p) 就是

Wigner算符正规序、Weyl编序以及反正规序三种
排序的统一表达式. 这样, Weyl对应规则的三种排
序形式可统一表达为

H(Q,P )

= Θ exp
[
θ

4

(
∂2

∂Q2
+

∂2

∂P 2

)]
h(Q,P )Θ

= Θ exp
(
θ

2

∂2

∂a∂a†

)
h(a,a†)Θ. (40)

作为 θ排序的应用, 我们来计算几个典型算
符的 θ排序式.为得到相干态投影算符 |z⟩⟨z|的 θ排

序式, 首先利用 (35)和 (38)式得到其Weyl经典对
应, 即

|z⟩⟨z| → 2πtr[∆(α, α∗)|z⟩⟨z|]

= 2 e−2(α−z)(α∗−z∗). (41)

所以

|z⟩⟨z| = 2

1 + θ
Θ

× exp
[
− 2(a− z)(a† − z∗)

1 + θ

]
Θ, (42)

这就是 |z⟩⟨z|的 θ排序式. (41)和 (42)式的计算过
程详见附录C. 当 θ = 1时, 便得到 |z⟩⟨z| 的正规序
形式

|z⟩⟨z| = : exp[−(a− z)(a† − z∗)] : . (43)

当 θ = 0时, 便得到 |z⟩⟨z|的Weyl编序形式

|z⟩⟨z| = :

:
2 exp[−2(a− z)(a† − z∗)]

:

:
. (44)

当 θ = −1时, 便得到 |z⟩⟨z|的反正规序形式

|z⟩⟨z| = π
...δ(a− z)δ(a† − z∗)]

.... (45)

在上述计算中已经使用了 lim
σ→0+

1

πσ
e−αα∗/σ =

δ(α)δ(α∗). 特别地, 取 z = 0, 便得到

|0⟩⟨0| =: exp(−a†a) :

= π
...δ(a)δ(a†)

...

=
:

:
2 exp(−2aa†)

:

:

=
:

:
2 exp(−Q2 − P )

:

:
. (46)

同样方法, 还可以得到

|q⟩⟨q| = Θ exp
(
θ

4

∂2

∂Q2

)
δ(Q− q)Θ, (47)

式中 |q⟩ = π−1/4 exp(−q2/2 +
√
2qa† − a†2/2)|0⟩

是坐标本征态, 以及Qn的 θ 排序式为

Qn =

(√
−θ
2

)n

ΘHn

(
Q√
−θ

)
Θ. (48)

当 θ = 1时, Qn = (i/2)n : Hn(−iQ̂) :; 当 θ = −1

时, Qn = (1/2)n
...Hn(Q)

...; 当 θ = 0时,

Qn = lim
θ→0

(√
−θ
2

)n
:

:
Hn

(
Q√
−θ

)
:

:

= lim
θ→0

(√
−θ
2

)n
:

:

[n/2]∑
l=0

(−)ln!

l!(n− 2l)!

×
(

2Q√
−θ

)n−2l
:

:

= lim
θ→0

:

:

[n/2]∑
l=0

(−)ln!

l!(n− 2l)!
Qn−2l

(√
−θ
2

)2l
:

:

=
:

:
Qn :

:
= Qn. (49)

作为最后一个例子, 我们求经典函数αmα∗n的 θ排

序Weyl量子对应, 即

αmα∗n → Θ exp
(
θ

2

∂2

∂a∂a†

)
ama†nΘ

=

(
−θ
2

)m

ΘHm,n

(
− 2a

θ
,a†

)
Θ

=

(
−θ
2

)m

Θ

min(m,n)∑
l=0

m!n!

l!(m− l)!(n− l)!
(−1)l

×
(
− 2a

θ

)m−l

a†n−lΘ
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= Θ

min(m,n)∑
l=0

m!n!

l!(m− l)!(n− l)!

×
(
θ

2

)l

am−la†n−lΘ. (50)

6 结 论

总之, 我们解析地给出了在量子物理学、量子
统计学、算符排序理论、矩阵论以及控制理论中有

着重要用途的算符型复合函数的一般微分法则, 利
用这一法则研究了Wigner算符和Weyl对应规则
中的积分问题, 证明了两类典型的算符恒等公式.
给出了Wigner算符的有序算符内的微分形式, 并
得到了一些重要函数的新的微分形式. 最后, 引入
了一个参数型的Wigner算符来统一正规序、Weyl
编序以及反正规序三种算符排序, 丰富了量子物理
学的数理基础.

附录A 复合函数算符微商法的证明
(3)式两边对λ求导, 则有

dF
dλ =

∞∑
n=0

1

n!

dnF

dfn

∣∣∣∣
f=0

dfn

dλ . (A1)

由于未知 f是否与 df/dλ ≡ f ′对易, 所以在一般情况下

dfn

dλ = f ′fn−1 + ff ′fn−2 + · · ·

+ fn−2f ′f + fn−1f ′

不能简化为nf ′fn−1.经过一番深入的分析和研究, 我们发
现上式可表示成

dfn

dλ =

n−1∑
m=0

1

(m+ 1)!

dm+1fn

dfm+1
[f ′, f (m)], (A2)

或

dfn

dλ =

n−1∑
m=0

1

(m+ 1)!
[f (m), f ′]

dm+1fn

dfm+1
. (A3)

注意到当m > n时, dm+1fn/dfm+1 = 0, 于是 (A2)式和
(A3)式右端求和号的上限可改成正无穷大∞, 即

dfn

dλ =

∞∑
m=0

1

(m+ 1)!

dm+1fn

dfm+1
[f ′, f (m)], (A4)

或

dfn

dλ =

∞∑
m=0

1

(m+ 1)!
[f (m), f ′]

dm+1fn

dfm+1
. (A5)

(A4)式的归纳法证明如下: 当n = 0, 1, 2时,易见命题成
立. 假设当n = N时命题成立, 即

dfN

dλ =

∞∑
m=0

1

(m+ 1)!

dm+1fN

dfm+1
[f ′, f (m)]. (A6)

则当n = N + 1时,

dfN+1

dλ =
d(ffN )

dλ = f ′fN + f
dfN

dλ

= f ′fN +
∞∑

m=0

1

(m+ 1)!
f

dm+1fN

dfm+1

× [f ′, f (m)]. (A7)

而

dm+1fN+1

dfm+1

=
dm+1(ffN )

dfm+1

=

m+1∑
l=0

(m+ 1)!

l!(m+ 1− l)!

dlf

df l

dm+1−lfN

dfm+1−l

= f
dm+1fN

dfm+1
+ (m+ 1)

dmfN

dfm
, (A8)

故

f
dm+1fN

dfm+1
=

dm+1fN+1

dfm+1
− (m+ 1)

dmfN

dfm
. (A9)

把 (A9)式代入 (A7)式, 便有

dfN+1

dλ = f ′fN +

∞∑
m=0

1

(m+ 1)!

×
[

dm+1fN+1

dfm+1
− (m+ 1)

dmfN

dfm
]

× [f ′, f (m)]

=

∞∑
m=0

1

(m+ 1)!

dm+1fN+1

dfm+1
[f ′, f (m)]

+ f ′fN −
∞∑

m=0

1

m!

dmfN

dfm
[f ′, f (m)]

=

∞∑
m=0

1

(m+ 1)!

dm+1fN+1

dfm+1

× [f ′, f (m)] + f ′fN − fNf ′

−
∞∑

m=1

1

m!

dmfN

dfm
[f ′, f (m)]

=

∞∑
m=0

1

(m+ 1)!

dm+1fN+1

dfm+1

× [f ′, f (m)] + f ′fN − fNf ′

−
∞∑

m=0

1

(m+ 1)!

dm+1fN

dfm+1

× [[f ′, f (m)], f ]

=
∞∑

m=0

1

(m+ 1)!

dm+1fN+1

dfm+1

× [f ′, f (m)] + f ′fN − fNf ′

+ f

∞∑
m=0

1

(m+ 1)!

dm+1fN

dfm+1
[f ′, f (m)]
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−
∞∑

m=0

1

(m+ 1)!

dm+1fN

dfm+1
[f ′, f (m)]f

=

∞∑
m=0

1

(m+ 1)!

dm+1fN+1

dfm+1
[f ′, f (m)]

+ f ′fN − fNf ′ + f
dfN

dλ − dfN

dλ f

=

∞∑
m=0

1

(m+ 1)!

dm+1fN+1

dfm+1
[f ′, f (m)]

+

(
f ′fN + f

dfN

dλ

)
−

(
fNf ′ +

dfN

dλ f

)
=

∞∑
m=0

1

(m+ 1)!

dm+1fN+1

dfm+1
[f ′, f (m)]

+
dfN+1

dλ − dfN+1

dλ

=

∞∑
m=0

1

(m+ 1)!

dm+1fN+1

dfm+1

× [f ′, f (m)]. (A10)

故知 (A4)式成立. 同理可证 (A5)式也成立. 把 (A4)式代
入 (A1) 式, 得到

dF
dλ =

∞∑
n=0

1

n!

dnF

dfn

∣∣∣∣
f=0

∞∑
m=0

1

(m+ 1)!

× dm+1fn

dfm+1
[f ′, f (m)]

=

∞∑
m=0

1

(m+ 1)!

(
dm+1

dfm+1

∞∑
n=0

1

n!

× dnF

dfn

∣∣∣∣
f=0

fn

)
[f ′, f (m)]

=

∞∑
m=0

1

(m+ 1)!

dm+1F (f)

dfm+1

× [f ′(λ), f (m)]. (A11)

即 (4)式成立. 同样方法, 把 (A5)式代入 (A1)式, 可得

dF
dλ =

∞∑
m=0

1

(m+ 1)!
[f (m), f ′(λ)]

× dm+1F (f)

dfm+1
. (A12)

附录B(37)式的证明

tr[∆(α, α∗)∆(α′, α′∗)]

=
1

4π2
exp

(
− 1

2

∂2

∂α∂α∗ − 1

2

∂2

∂α′∂α′∗

)
× ⟨α′|α⟩⟨α|α′⟩

=
1

4π2
exp

(
− 1

2

∂2

∂α∂α∗ − 1

2

∂2

∂α′∂α′∗

)
× exp[−(α− α′)(α∗ − α′∗)]

=
1

4π2
exp

(
− ∂2

∂α∂α∗

)
× exp[−(α− α′)(α∗ − α′∗)]. (B1)

利用 (31)式, 得

tr[∆(α, α∗)∆(α′, α′∗)]

=
1

4π
δ(α− α′)δ(α∗ − α′∗)

=
1

2π
δ(q − q′)δ(p− p′). (B2)

在上面的计算中, 我们充分利用了 (31)和 (32)式.

附录C(41)和 (42)式的计算

2πtr[∆(α, α∗)|z⟩⟨z|]

= exp
(
− 1

2

∂2

∂α∂α∗

)
⟨z|α⟩⟨α|z⟩

= exp
(
− 1

2

∂2

∂α∂α∗

)
exp[−(z − α)(z∗ − α∗)]

= exp
(
1

2

∂2

∂α∂α∗

)
exp

(
− ∂2

∂α∂α∗

)
× exp[−(z − α)(z∗ − α∗)], (C1)

注意到 (31)式, 有

exp
(
− ∂2

∂α∂α∗

)
exp[−(z − α)(z∗ − α∗)]

= πδ(z − α)δ(z∗ − α∗). (C2)

代入 (C1)式, 得

2πtr[∆(α, α∗)|z⟩⟨z|]

= π exp
(
1

2

∂2

∂α∂α∗

)
δ(z − α)δ(z∗ − α∗). (C3)

注意到 (30)式, 有

2πtr[∆(α, α∗)|z⟩⟨z|]

= π exp
(
1

2

∂2

∂α∂α∗

)
δ(z − α)δ(z∗ − α∗)

= 2π exp
(

∂2

∂(
√
2α)∂(

√
2α)∗

)
× δ(

√
2z −

√
2α)δ(

√
2z∗ −

√
2α∗)

= 2 e−2(α−z)(α∗−z∗), (C4)

所以

|z⟩⟨z| = 2Θ exp
(
θ

2

∂2

∂a∂a†

)
e−2(a−z)(a†−z∗)Θ

= 2Θ exp
(
1 + θ

2

∂2

∂a∂a†

)
× exp

(
− 1

2

∂2

∂a∂a†

)
e−2(a−z)(a†−z∗)Θ

= πΘ exp
(
1 + θ

2

∂2

∂a∂a†

)
× δ(a− z)δ(a† − z∗)Θ

240302-9

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 24 (2014) 240302

=
2

1 + θ
Θ

× exp
[
− 2(a− z)(a† − z∗)

1 + θ

]
Θ. (C5)

在上面的计算中, 我们再次充分利用了 (30)和 (31)式.
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Abstract
Differential quotient rule of composite function operator and its applications in quantum physics, quantum statistics,

operator ordering theory, matrix theory and control theory are given. The integration problem of Wigner operator and
Weyl corresponding rules are studied. Two kinds of typical operator identity formulas are proved. The differential form of
Wigner operator in ordered product of operators and new differential form of important functions are obtained. Finally,
a Wigner operator with parameter for unifying regular order, Weyl sequencing and abnormal order is introduced.
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operators
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