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人类行为往往取决于经济社会的某种趋势性影响, 对其动力学的定量描述和准确理解是当前复杂系统研
究的热点. 本文提出由迁移距离, 迁移人口年龄和迁出地经济人口密度所描述的群体迁移欲望函数, 及广义
势. 借助于朗之万方程, 将其转变为Hamilton-Jacobi方程, 从而对群体决策行为进行统计理论分析. 采用高
维最陡降线的方式求解Hamilton-Jacobi方程. 其解的形式揭示了群体迁移过程中信息熵随着迁移群体年龄
的变化呈现一个单峰; 信息熵对迁移距离的二阶导随迁移距离而穿零变化 (对应一种相变); 信息熵随着经济
人口密度也呈现单峰. 进一步分析信息熵的这些变化规律所蕴含的意义及其机理, 从而获得对人类群体迁移
行为的新理解, 为政府管理提供参考和启示.

关键词: Hamilton-Jacobi方程, 有效势, 群体迁移结构
PACS: 05.10.Gg, 89.70.Cf, 02.50.–r DOI: 10.7498/aps.64.030502

1 引 言

群体行为具有高度的复杂性. 研究群体行为规
律, 对于经济学, 社会学, 管理学的研究和应用有着
极为重要的参考价值. 近十年来, 人们在复杂系统
研究领域取得了令人瞩目的成就. 复杂系统研究具
有天然的综合性和交叉性, 它所涉及的问题遍及人
们所关注的绝大多数领域, 包括物理学, 生物学等
自然科学.

不论是个体还是群体, 人类行为的复杂性源于
人类通过对自然现象的认识和分析从而做出最后

判断和决策的复杂性和多样性. 但是, 复杂的人类
行为又具有普适的规律性, 因此, 认识和理解人类
自身行为的规律及其机理是科学界最有趣和最具

挑战的命题之一, 尤其是在定量描述方面. 迄今,
已有一些成功的实证和模拟研究揭示了人类行为

的统计规律及其动力学 [1−4].

对群体行为分析、模拟的关键是对群体行为

演化过程的恰当描述. 目前, 描述群体行为的模型
有Reynolds建立的局部boid模型, 描述自然界中
群鸟的集体运动行为 [5]; Vicsek 等提出的多粒子群
模型, 模拟发现导致产生群体行为的原因是粒子间
的局部作用引起粒子群运动方向的对称性破缺 [6];
Helbing建立的社会力模型, 用广义的社会力对个
体运动进行描述, 清晰表现了欲速则不达, 双向流
动人群小溪的自组织等特征 [7]; Chenney建立的流
模型用来描述群体疏散逃逸的社会现象 [8]等. 虽
然这些模型能够模拟群体行为的一些现象, 但更接
近实际系统的结构非对称性, 时间延迟抑制互利共
生生态系统中的种群数目 [9], 群体迁移导致的结构
相变等方面的研究还比较少. 尝试从不同角度, 用
不同方法揭示群体动力学以深刻理解人类行为是

值得探究的重要命题.
本文拟采用Hamilton-Jacobi(H-J)动量方程

来描述群体迁移导致其斑图或空间结构的形成
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过程. H-J方程来源于最小作用原理与欧拉 -拉格
朗日方程, 是用路径积分描述系统粒子轨迹的一种
方法, 用以研究临界动力学, 分子集聚, 蛋白质折叠
等过程 [10,11]. 本文从动力学的角度出发, 采用H-J
优化方程对群体出行欲望进行研究, 从群体的迁移
距离, 群体的迁移年龄 (迁移群体的平均年龄)以及
迁出地的人口经济密度几个方面, 揭示群体迁移过
程的动力学机理及斑图结构的形成等.

2 群体迁移的随机动力学模型

人类迁移行为实质是受某种利益驱动, 根据得
与失的判断而做出的决策和选择. 刻画和理解这种
决策行为的理论方法主要是唯象的动力学模拟, 这
种工作有可能抓住若干动力学因素的演化规则, 揭
示统计规律背后的动力学机理 [1−8]. 然而, 人类群
体是一个复杂的开放系统. 这种系统的演化具有多
变量驱动, 变量间复杂耦合, 互为因果以及开放性
等特征, 因此, 准确刻画迁移机理往往很困难. 为
此, 我们引入广义势, 用来描述群体的迁移欲望, 建
立群体迁移的过程方程即H-J方程, 实质上是绕过
了动力学建模时不可回避地要抓住决定迁移的主

要因素以及建立演化规则, 从而将迁移的主要驱动
因素及其耦合包含在势函数中. 广义耦合函数如广
义流 [12], 广义势 [13]的确能够在很大程度上克服无

法周全考虑多个决定系统演化因素的困难.
这里考虑的主要因素包括群体迁移距离, 迁移

群体的平均年龄和经济人口密度. 假设群体迁移距
离以负指数幂方式依赖于群体迁移欲望 [14−16](群
体最可能迁移的是距离自己最近且条件最好的地

方. 相比较而言, 如果两个地方的基本生存条件一
样, 那么就优先选择距离比较近的迁移地点). 群体
中最活跃的是年轻力壮的青年, 最有可能迁移的正
是这些创业欲望强烈的人群, 因此这样的人群具有
最高的能量. 经济人口密度是指各种自然资源、经
济资源与人口的比. 经济人口密度大的地区比较稳
定, 具有相对比较低的势能; 而那些经济密度比较
小的地区, 迁出的欲望比较强烈, 对应于不稳定的
状态, 因此这些地区具有较高的势能. 通过对上述
因素的分析, 我们建议群体出行欲望的广义势函数
取如下形式:

U(r, a, ρ) = c1r
−α + c2(a− a0)

2 + c3ρ

+ c12r
−α(a− a0)

2 + c13r
−αρ

+ c23ρ(a− a0)
2, (1)

这里U(r, a, ρ)代表迁移欲望的广义势; r代表群体
迁移距离, 首项表示广义势以负幂形式依赖于迁移
距离; a代表年龄, a0代表最活跃群体的年龄, 即动
力最大群体的年龄, 而偏离a0较远的 (较小的指代
小孩, 较大的指代老年人)相对比较稳定; ρ代表群
体的经济人口密度; c1, c2, c3分别代表三因素对广
义势的贡献因子. 这里只考虑广义势为负的情形
(整体是呈结构比较稳定的社会), 三贡献因子均为
负. 式中 c12, c13, c23是耦合强度因子, 表示三因素
间两两交叉耦合强弱的因子.

为了剖析群体决策导致的迁移行为, 引入随机
演化动力学方程, 即Langevin方程 [13]

∂x

∂t
= −2D

∂U

∂x
+ ξ(t), (2)

其中x是态矢量, 即x = (r, a, ρ), D是系统的扩散
因子, ξ(t)是高斯白噪声, 是系统受到外界的随机
驱动力, 这里一般指由地理因素、人文因素、政策
因素等迫使人们执行的一些随机力. 随机力满足约
束关系

⟨ξ(t)⟩ = 0,

⟨ξ(t)ξ(t′)⟩ = 2Dδ(t− t′). (3)

对于上述态矢量随机演化方程, 可以将其转化
成为概率跃迁的Fokker-Planck方程 [10,11,13], 即

∂P

∂t
= 2D

∂

∂x

(
∂U

∂x
P

)
+D

∂2

∂x2
P. (4)

方程满足边界 (初末时刻 ti和 tf的状态xi和xf)

条件

xi = x(ti),

xf = x(tf). (5)

在此条件下, 对其做路径积分∫ tf

ti

∂P

∂t
dt

=

∫ tf

ti

(
2D

∂

∂x

(
∂U

∂x
P

)
+D

∂2

∂x2
P

)
dt. (6)

根据方程 (6)及边界条件, 推导出系统随时间变化
的条件跃迁概率

P (xf, tf|xi, ti)

= e−(U(xf)−U(xi))/2

∫ xf

xi

e−Seff[x]/Ddx(τ). (7)

其中

Seff[x] =

∫ tf

ti

((
∂x

∂t

)2

/2 +
D2

2

(
∂U

∂x

)2
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−D2 ∂
2U

∂x2

)
dt. (8)

将 (8)式被积函数的后两项简记为

Veff[x] =
D2

2

(
∂U

∂x

)2

−D2 ∂
2U

∂x2
, (9)

并称之为有效势. (7)式的条件跃迁概率方程在有
限的时间间隔内满足 [13]

P (x, τ |x, 0) = e−Veff(x)τ . (10)

因此, 对于较高的有效势点, 系统在Langevin扩散
中处于高度的不稳定状态. 条件跃迁概率应满足归
一化, 即有

1 =

∫ +∞

−∞
P (xf, tf|xi, ti) dxf

= e−U(xi)/2

×
∫ +∞

−∞

∫ xf

xi

e−
U(xf)

2 −Seff[x]

D dx(τ)dxf. (11)

采用最陡降线积分原理, 可知其最可能的积分
路径是方程 (11)满足欧拉 -拉格朗日方程的情形,

可以推导出有效拉格朗日Leff =
ẋ2

2
− Veff满足的

边界条件

ẍ = 2
∂Veff
∂x

. (12)

推导细节请参照文献 [11, 17].

3 H-J方程以及群体迁移的结构相变

3.1 H-J方程

动力学方程的解代表相空间点随时间的演化.
经典力学第三种表述方案就是H-J理论, 其基本
思想是将相空间点随时间演化看成相空间中动点

x(t)与固定点x(ti)之间的正则变换, 这里对应方程
(8)积分上限变为任意时刻 t的情形 (不同 t代表不

同的演化轨道), 即为Hamilton主函数

S =

∫ t

ti

Leff(xc, ẋc, t)dt. (13)

它反映系统历经的各种可能轨道 (状态)的统计信
息, 具有熵的性质, 可做如下理解.

人类迁移系统可以类比于一个经典粒子系统,
满足Boltzmann分布, 即

P (xf, tf|xi, ti) =
e−U(xf)/kBT

Z
, (14)

Z是系统的配分函数

Z =

∫
e−

U(x)
kBT θ

× (kBT − (U (x)− U (xc))) dx, (15)

其中T为与系统接触的热浴温度, xc表示系统处于

非平衡定态, 即有U ′(xc) = 0. 对势能作泰勒级数
展开则有

Z =

∫
e−

U(xc)+1/2U′′(xc)(x−xc)2

kBT θ

×
(
kBT − 1

2
U ′′(xc)(x− xc)

2

)
dx. (16)

利用信息熵Sinf = − ∂

∂T
kBT lnZ, 可以得到

Sinf ∝ lnLeff. (17)

由于本文关注的是非平衡定态, 能量取极值,
则有Leff =

1

2kBT
U ′′(x). 此时, 信息熵Sinf取极值.

系统有序性越高, 这个极值越小. 假设系统演化趋
向于有序性很高的定态, Sinf很小, 于是方程 (17)
可写为

Leff ∝ eSinf ∼ Sinf. (18)

这实际就是方程 (13)的被积函数, 因此将函数S称

为信息熵 [10,11,17]. 对方程 (13)的作用量变分得

S =

∫ t

ti

(
δLeff
δx

δx+
δLeff
δẋ

δẋ

)
dt. (19)

根据微分算子的性质便有

dS
dt =

∂S

∂t
+

∂S

∂x
ẋ = Leff, (20)

以及

Leff −
∂S

∂x
ẋ = −H. (21)

将方程 (20)代入方程 (21)得到H-J方程
∂S

∂t
= −H

(
x,

∂S

∂x
, t

)
. (22)

利用最陡降线积分 [18], 将高维的H-J方程
变换为

S =

∫ t

ti

−TrH
(
xj ,

∂S

∂xj

)
dτ, (23)

其中TrH是Hamilton函数H =
1

2
ẋ2 +U的海森堡

矩阵

(
∂2H

∂xi∂xj

)
的迹, 因此方程 (23)可变为

S = −
∫ t

ti

[
α (α+ 1)

(
c1 + c12 (a− a0)

2
+ c13ρ

)
× r−α−2 + 2

(
c2 + c12r

−α + c23ρ
)]

dt. (24)
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将上式联立方程 (12), 通过数值求解可得到信
息熵. 具体做法是给出方程 (12)的三分量形式并将
方程 (24)写成微分形式后联立, 即有

∂S

∂t
= − α (α+ 1)

(
c1 + c12 (a− a0)

2
+ c13ρ

)
× r−α−2 − 2

(
c2 + c12r

−α + c23ρ
)
,

∂2r

∂t2
= − 2D2α (α+ 1) r−(α+3)

×
(
c1 + c12 (a− a0)

2
+ c13ρ

)
×
(
αr−α

(
c1 + c12 (a− a0)

2
+ c13ρ

)
− α− 2

)
,

∂2a

∂t2
= 8D2 (a− a0)

(
c2 + c12r

−α + c23ρ
)
,

∂ρ

∂t
= 2D2

(
c3 + c13r

−α + c23 (a− a0)
2
)
. (25)

用四阶龙格 -库塔法求解方程组, 结果由图 1 ,
图 2给出. 信息熵是描写社会结构变化的特征量
之一 [19,20], 跟踪信息熵可以把握迁移导致社会结
构演化的动态过程. 通过大量数值调研, 在一定
范围的参数组合下, 都能给出下文所讨论的结果.

9 12 15 18 21 24

-2

0

2

4

6

8

c23=0.4

c23=0.8

c23=1.2

S

a

图 1 (网刊彩色)在 c12 = 0.93, c13 = 4.5 × 10−3的条

件下, S与 a之间的关系, 信息熵随 c23的增大而降低
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1
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1
5
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6
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6
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-
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(c)

图 2 上海市人口结构时间演化分布图

本文选择其中一组: c1 = −1.2 × 102, c2 = −2.0×
10−1, c3 = −8.3×10−3, a0 = 22.3, α = 9.58×10−5;
变量组初值取为 r = 0.17, a = 10.7, ρ = 1.07.

3.2 信息熵随迁移群体年龄的变化

图 1显示, 系统信息熵随迁移群体年龄变化呈
现一个单峰. 这可做如下理解: 在迁移群体年龄小
于14.5岁的年龄段, 未成年人的迁移一般都随监护
人, 不具独立决策行为, 其特征同监护人一样. 随
着进入成年, 自主决策意愿增强; 随着进入大学, 自
主选择的迁移得以实现; 此后的就业基本属于自主
决策的迁移. 然而刚进入成年的人群迁移带有一定
的盲目性. 盲目迁移将导致社会结构的无序化, 因
此信息熵呈递增趋势. 跨过信息熵峰值, 意味着随
年龄的增长, 个体社会阅历日渐丰富, 判断日趋理
性, 选择更加合理, 流动更加有序, 因此信息熵呈
递减趋势. 显然, 信息熵峰值点是随着迁移群体年
龄增长群体结构从无序走向有序的转变点, 我们称
之为相变点. 图像显示, 当群体迁移年龄和经济人
口密度之间的耦合增强即 c23增大时信息熵曲线下

移, 相变点右移. 前一变化意味着加强系统中迁移
年龄和经济人口密度之间的耦合强度, 即加强了系
统中群体的信息交流, 提高了个体的认知能力和判
断能力, 做出盲目判断的可能性降低, 社会结构有
序性增强; 后一变化说明尽管随所获知识的增多,
群体中每个成员都增强了社会认知能力, 出现前一
变化, 但是当面对大量信息时, 年龄较大者因其具
有较为丰富的社会阅历更容易做出理性判断和合

理选择, 所以导致从无序到有序的相变点向年龄增
大的方向偏移. 上海市的人口结构分布以及生产总
值 [?]的变化为此提供了实证.

2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011

20000

25000

30000

35000

40000

45000

50000

G
D
P
/
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图 3 上海市总产值的发展趋势图
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图 2显示上海市的人口结构分布, 其中 (a)描
述随着时间推移儿童 (0—14岁)人数的比率逐渐下
降, (c)中老年人口 (65岁以上)的综合比例也逐渐
下调, 而 (b)中活力大 (劳动能力强)的人口比例逐
渐提高, 对应于图 3所显示的上海市生产总值随着
时间的推移逐渐增加, 表明人口结构处于年轻化
时, 其活力比较高, 能创造比较多的价值, 能为社
会的发展贡献更多的动力. 当然, 以上海为例可能
不具有普适性, 但它是不以能源为主城市的典型代
表, 可以帮助我们获得一些理解.

从以上结果看, 群体决策行为的有效性主要体
现在所拥有的信息量, 这可能主要依赖于个体之间
的不断交流.

3.3 信息熵与群体迁移距离及其所表征

的相变

图 4给出不同迁移距离与迁移群体年龄因素
之间的耦合强度下, 信息熵随迁移距离的变化关
系. 比较 3种情况下的曲线变化趋势, 不同点在于:
图 4 (a)表明信息熵随群体的迁移距离沿凹型曲线
递减, 图 4 (b)显示信息熵近似线性递减, 图 4 (c)
表明信息熵呈凸型曲线递减; 共同点在于: 三种
情形的信息熵随群体迁移距离的增大而减小, 即
dS/dr < 0. 这可理解为迁移距离越大, 群体掌握
的信息越多, 其判断和选择就越合理, 迁移就越有
序. 而不同点则体现了信息熵随群体迁移距离增
大而减小的方式不同: 图 4 (a)的 d2S/dr2 > 0, 表
明 c12较小时信息熵随迁移距增大而减小的幅度趋

缓; 图 4 (c)的 d2S/dr2 < 0,表明 c12较大时信息熵

随迁移距离增大而减小的幅度趋紧; 图 4 (b)对应
d2S/dr2 = 0则是这两种情形的临界. 显然, S-r
图像的这种以直线为临界由凹转凸的变化可以看

做是一种相变, 体现了群体迁移距离与所掌握信息
对系统影响方式的转变. 一个很自然的问题是上述
相变意味着什么? 如前所述, 耦合因子 c12代表迁

移距离与年龄两因素耦合起来对广义势贡献的大

小, 而年龄的大小意味着所掌握信息的多寡. c12较

小时信息熵随迁移距离增大而减小的幅度趋缓的

原因可以理解为当年龄的影响不大, 亦即迁移群体
所掌握的信息量较少时, 随迁移距离的增大所拥有
的信息量增加相对缓慢; c12较大时信息熵随迁移
距离增大而减小的幅度趋紧的原因可以理解为当

年龄的影响变大, 亦即迁移群体所掌握的信息量较
多时, 随迁移距离的增大所拥有的信息量增加相对

变快.
此相变过程存在一个特征关系, 即迁移距离 r

与耦合强度因子 c12之间服从指数标度关系

r ∝ exp(−k |c12 − c120|), (26)

其中 k = −0.103, c120 = 0.2是相变临界点参数,
|c12 − c120|表示系统离临界状态的距离. 表明群体
迁移距离随系统参数离临界值的距离增大而指数

衰减.
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图 4 在参数 c13 = 4.5 × 10−3, c23 = 2.0 × 10−3情况

下, S和 r的随着 c12耦合强度变化的图像 (a) c12 =

6.2× 10−2; (b) c12 = 1.8× 10−1; (c) c12 = 3.4× 10−1
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图 5 在参数 c13 = 4.5 × 10−3, c23 = 2.0 × 10−3情况

下, 迁移距离 r与耦合强度因子 c12之间的标度关系
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3.4 信息熵与经济人口密度

计算不同 c13取值, 即迁移距离与经济人口密
度之间耦合强度不同时, 信息熵随经济人口密度的
变化. 结果由图 6给出, 图中显示, 系统信息熵随经
济人口密度呈现一个单峰. 可以认为是在经济人口
密度相对比较低时, 受人均占有资源量的限制, 迁
移的选择性有限, 理想的迁移愿望难以实现, 这样
的迁移一定程度上会带来社会结构无序性的增加.
随着经济人口密度的增加, 迁移能力有所增强, 社
会结构变化趋于活跃, 但仍受占有资源的限制, 依
然难以实现理想的迁移, 信息熵增大. 当经济人口
密度比较大时, 较高的资源占有量, 能够支持理想
迁移愿望的实现, 所作的选择更加理性, 迁移导致
社会结构的有序化, 因此信息熵单峰的存在是很自
然的. 图像显示单峰位置会随着耦合强度因子 c13

的增加而上升, 同时向右移. 如前所述, 耦合因子
c13代表迁移距离与经济人口密度两因素耦合起来

对广义势贡献的大小. c13越大, 广义势越高, 迁移
越活跃. 在经济人口密度小的情况下, 所发生的迁
移越无序, 信息熵的峰值越高, 实现由非理想迁移
到理想迁移转变的阈值将增加, 单峰位置右移.
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图 6 在参数 c12 = 0.18, c23 = 0.02 情况下, 不同 c13下

信息熵随经济人口密度的变化

4 结论与讨论

基于迁移人口年龄, 迁移距离和迁出地经济人
口密度对迁移的影响, 建议用由这三因素表示的广
义势描写迁移的活跃程度. 通过随机动力学将此模
型转化为Hamilton-Jacobi方程. 方程的解揭示了:
1) 由迁移者年龄所决定的经验、知识等导致所做迁
移选择的合理性差异, 系统信息熵随迁移群体年龄
变化呈现一个单峰, 并以上海市的人口结构为例帮
助我们理解这一结果. 2) 信息熵随迁移距离不断

下降, 说明社会结构在此过程中不断有序化过程,
意味着长程迁移是导致有序化的重要因素之一; 发
现这个过程中存在由 d2S/dr2取值穿零变化对应
的社会结构有序化方式的相变; 此相变的特征标度
关系由指数函数所描写的 r与 |c12 − c120|之间的关
系所表征. 3) 经济人口密度的高低, 决定了所做出
的迁移是否为理想选择, 从而决定了信息熵随经济
人口密度变化呈现一个单峰. 这给我们提供了一个
重要启示: 有序化的迁移, 特别是那些经济人口密
度低的贫困地区的迁移需要社会引导和扶持, 需要
政府帮助其做理想迁移. 迁移的背后是一个浩大的
政府工程.
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Abstract
Human behaviors are usually determined by some social and/or economic trend. In the past few years, many

attempts have been made, in the field of complex scientific systems, to describe the dynamics of these behaviors quan-
titatively and have an accurate understanding of the corresponding mechanisms. In this paper, a generalized potential,
that is, a migration desire function defined by the age of the migrating people, the migrating distance, and the so-called
economic-population density of the emigration area, is proposed. It can be transformed into Hamilton-Jacobi equation
by using a random dynamical method, Langevin equation, so that the decision-making behavior can be investigated,
based on a statistic framework during a group migration process. By taking use of the multi-dimensional steepest descent
method, the Hamilton-Jacobi equation is solved; the solution shows that the information entropy of the system varies,
leading by a single peak, as the age of the migrating people increases. It also demonstrates that the second derivative of
the migrating distance to the information entropy has a change of zero-crossing (which actually means a phase change).
The third characteristic of the solution is that the information entropy follows another single peak as the economic-
population density increases. A deeper analysis reveals the significance behind these findings and the corresponding
mechanisms. So some new understandings of the group human behaviors can be obtained, and some worthy references
can be provided for some related administrative offices.
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