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基于变换光学的椭圆形透明聚集器的设计研究∗
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基于麦克斯韦方程组在不同坐标系下具有形式不变性以及变换光学理论, 通过设计材料的本构参数 (介
电常数和磁导率)来引导电磁波的传播, 提出了具有电磁透明和电磁聚集两种功能的新型电磁器件—椭圆形
透明聚集器的设计方法. 电磁波透明体不会阻挡电磁波的传播并且能够与斗篷内部进行交互; 电磁波聚集器
是当电磁波入射到该装置上时, 电磁波能够被设计的装置按照要求集中到一个区域或者一个点, 实现电磁波
能量的集中. 本文利用压缩变换和扩展变换推导出了这种电磁器件中各层的相对介电常数和相对磁导率的张
量表达式, 并利用基于有限元算法的电磁仿真软件对该电磁器件进行了全波仿真验证, 得到了入射波从各个
不同方向入射时磁场 z 分量的分布图, 仿真结果证实了该设计方法和电磁参数的正确性. 最后还讨论了电磁
器件存在损耗时的情况, 当损耗逐渐增大时, 器件的功能在一定程度上受到了削弱. 本文的设计方法为其他
新型电磁器件的设计提供了一种新的思路.
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1 引 言

基于麦克斯韦方程组在不同坐标系下具有形

式不变性, Pendry等 [1]和Leonhardt [2]提出了变

换光学理论来控制电磁波的传播, 进而达到对物体
进行隐身的目的. 变换光学理论不仅能够应用于电
磁隐身斗篷, 也可以应用于电磁波旋转器 [3]、电磁

波聚集器 [4]、电磁波透明体 [5]等一系列新奇的电磁

功能器件. 这些电磁功能器件的设计与隐身斗篷的
设计理念是一样的, 都是通过变换光学设计本构参
数来引导电磁波的传播. 电磁波旋转器可以使电磁
波方向发生改变而导致高效率的接收; 电磁波透明
体顾名思义其对电磁波是透明的, 不会阻挡电磁波
的传播并且能够与斗篷内部进行交互; 聚集器是当
电磁波入射到该装置上时, 电磁波能够被设计的装
置按照要求集中到一个区域或者一个点, 实现电磁
波能量的集中. 这些电磁功能器件在应用方面具

有一定的价值, 所以研究人员对它们进行了广泛深
入的研究 [6−21]. 一般的研究都是对这些功能进行
单独的讨论, 把两种功能结合到一起的报道很少.
最近, 有学者基于变换光学理论设计了一种新型的
多功能电磁器件——旋转集中器 [22]. 本文则基于
变换光学理论, 利用电磁透明体和聚集器的设计理
念, 把聚集器和透明体相结合, 设计了一种新的电
磁器件——椭圆形透明聚集器, 对这种电磁器件的
各个部分的功能进行了分工, 在一个器件中实现对
电磁波的透明和电磁波的聚集, 透明体自己本身就
是隐身的, 所以它也能够实现隐身的功能. 利用变
换光学理论, 推导出了该器件所对应功能的本构参
数表达式, 并利用基于有限元仿真软件对整个装置
进行了全波仿真, 从仿真结果可以看出本文所设计
的这个电磁器件能够实现所预设的功能, 并且能够
证明所得到的本构参数的正确性. 该器件的设计为
其他新型电磁器件的设计提供了一种新的思路.
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2 设计原理及本构参数的推导

变换光学的理论基础是麦克斯韦方程组在坐

标变换前与变换后的空间中具有形式不变性, 通过
设计材料的本构参数 (介电常数和磁导率), 从而来
控制电磁波的传播. 基于变换光学的电磁器件的设
计, 就是通过一系列的坐标变换, 最终得到介电常
数和磁导率的关于坐标的函数表达式.

在笛卡尔坐标系下的物理空间中的本构参数

可由下面的公式给出 [23]: 设原始空间一个点的坐
标为 (x, y, z),变换空间对应的坐标为 (x′, y′, z′),由
麦克斯韦方程组在变换后具有形式不变性得到

E′ = (AT)−1E, H ′ = (AT)−1H, (1)

其中E′, H ′分别为变换后物理空间中的电场强度

和磁场强度, A为雅可比变换矩阵, 表达式为

A =



∂x′

∂x

∂x′

∂y

∂x′

∂z

∂y′

∂x

∂y′

∂y

∂y′

∂z

∂z′

∂x

∂z′

∂y

∂z′

∂z


. (2)

物理空间中材料的本构参数 (介电常数和磁导
率)可由下式计算得到:

ε′ =
AεAT

det(A)
, µ′ =

AµAT

det(A)
. (3)

透明聚集器能够把对电磁波的透明和聚集两

种功能结合起来从而实现结构的简化. 本文中设计
的椭圆透明聚集器的结构形状如图 1所示, 图中的
蓝色区域 (里面的三个椭圆)为电磁波聚集区域, 实
现对电磁波能量的集中, 并且该区域能够对外界隐
身. 图中灰色区域 (外面的四个椭圆)为对电磁波透
明的区域, 电磁波能够无阻挡地通过这一区域而到
达内部的聚集区域. 这一个器件的功能是电磁波可
以无阻碍透过图中的灰色区域, 并且能够用图中的
蓝色区域实现对电磁波的能量的聚集.

首先, 对图中的蓝色区域实现的能量聚集功能
进行讨论. 蓝色区域由三个椭圆组成, 从里到外椭
圆的边界分别设为R7, R6, R5, 椭圆短半轴长度分
别为a1, a2, a3; 与之对应的长半轴的长度分别为
ka1, ka2, ka3, 这里k为轴比系数.

要利用图中的蓝色区域实现对电磁波的聚集

功能, 装置的设计要通过两个步骤来完成: 第一

步, 通过压缩变换把区域 (0 < r < R6)压缩到区域
(0 < r′ < R7)当中; 第二步, 把区域 (R6 < r < R5)
通过扩张变换扩张到区域 (R7 < r′ < R5). 这里的
r和 r′分别表示的是变换前的原始虚拟空间和变换

后的变换空间也就是物理空间.

R6R6R7

R6

R5

R4

R3

R2

R1

图 1 (网刊彩色) 椭圆形透明聚集器示意图
Fig. 1. (color online) Diagram of the elliptically cylin-
drical transparent concentrator.

按照以上所述的区域变换关系, 首先选取合适
的变换函数把虚拟空间区域变换到物理空间区域,
坐标变换可一般性地表示为

ξ′ = f (ξ) , η′ = η, z′ = z, (4)

其中 f为连续函数.
在这里, 对于第一步的变换, 原坐标空间和变

换后的物理空间之间的变换关系选择为

r′ =
a1
a2

r, θ′ = θ, z′ = z. (5)

通过一定的变换, 换算到笛卡尔坐标系下的结果为

x′ =
a1
a2

x, y′ =
a1
a2

y, z′ = z. (6)

由雅可比变换矩阵的定义 (2)式可以得到雅可比变
换矩阵的表达式为

A =


a1/a2 0 0

0 0 a1/a2

0 0 1

 . (7)

由此得到雅可比行列式的值为

det �A� =
(a1
a2

)2

. (8)

由 (3)式可以得到变换后的相对介电常数和相对磁
导率的表达式为

ε′xx = µ′
xx = 1, (9a)
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ε′xy = µ′
xy = 1, (9b)

ε′yy = µ′
yy = 1, (9c)

ε′zz = µ′
zz =

(
a2
a1

)2

. (9d)

在第二步设计当中, 椭圆柱与直角坐标系之间
的关系为

x = p cosh ξ cos η,

y = p sinh ξ sin η, z = z. (10)

把原始空间 (R6 < r < R5)扩张变换为变换后
的物理空间 (R7 < r′ < R5)的变换函数选择为

r′ = Mr − kNr/
√

x2 + k2y2,

θ′ = θ, z′ = z. (11)

其中 r和 r′分别代表原坐标空间和物理空

间, r =
√
x2 + y2, r′ =

√
x′2 + y′2, M =

(a3 − a1) / (a3 − a2), N = a3 (a2 − a1) / (a3 − a2).
由上文相关的设计理论可以得到扩展变换中

的雅可比变换矩阵为

A =


C D 0

E F 0

0 0 1

 , (12)

其中,

C = M − k3Ny2/
(
x2 + k2y2

)
,

D = k3Nxy/
(
x2 + k2y2

)3/2
,

E = kNxy/
(
x2 + k2y2

)3/2
,

F = M − kNx2/
(
x2 + k2y2

)3/2
.

由此, 可以得到雅可比行列式的值为

detA = CF −DE, (13)

由 (3)式得到变换后的物理空间中的相对介电
常数和相对磁导率表达式为

ε′xx = µ′
xx =

C2 +D2

CF −DE
, (14a)

ε′xy = µ′
xy =

CE +DF

CF −DE
, (14b)

ε′yy = µ′
yy =

E2 + F 2

CF −DE
, (14c)

ε′zz = µ′
zz =

1

CF −DE
. (14d)

以上推导的 (9a)—(9d)式和 (14a)—(14d)式就是为
实现电磁波聚集而得到的各个区间 (物理空间)中
的本构参数表达式.

其次, 对图 1中的灰色区域进行讨论. 灰色区
域设计的功能是实现器件对电磁波的透过而不产

生阻碍. 灰色区域由四个椭圆环组成, 假设从里到
外的边界分别设为R4, R3, R2, R1, 椭圆短半轴长
度分别为 b1, b2, b3, b4; 与之对应的长半轴的长度
分别为kb1, kb2, kb3, kb4, k为轴比系数. 设计的
初衷就是得到一种变换媒质, 使该媒质填充到装
置的灰色区域, 要达到的效果是: 通过该媒质的填
充, 使该装置能够实现在空间上与自由空间等价,
电磁波能够透进到装置的灰色区域, 并且在透进前
电磁波不会产生失真. 要实现电磁波透明的目的,
装置的设计同样要经过两个步骤来完成: 第一步,
与聚集器的设计一样, 通过压缩变换把原始空间区
域 (R3 < r < R1)压缩到变换后的物理空间区域
(R2 < r′ < R1)当中; 第二步, 把原始虚拟空间区
域 (R4 < r < R3)通过扩张变换扩张到变换后的物
理空间中的区域 (R4 < r′ < R2). 这里的 r和 r′同

样分别表示的是变换前的原始虚拟空间和变换后

的变换空间也就是物理空间.
按照以上电磁透明体的设计构想, 分别对设计

过程中的两个过程进行单独的描述. 在第一步构造
过程中, 选取一个适合的变换函数, 把原始空间变
换到物理空间, 选择的变换函数如下:

r′ = t1r + t2r/
√
x2 + ky2, θ′ = θ, z′ = z, (15)

其中 t1 = (b4 −R2) / (b4 −R3), t2 = b4k (1− t1).
由上文的有关理论分析和雅可比变换矩阵的

定义式可以得到, 透明体的压缩变换过程中的雅可
比变换矩阵为

A =


t1 + t3k

2y2 −t3k
2xy 0

−t3xy t1 + t3x
2 0

0 0 1

 , (16)

其中, t3 = t2/

√
(x2 + k2y2)

3, 由 (3)式可以得到
透明体压缩区域变换后的介电常数和磁导率表

达式为

ε′xx = µ′
xx =

(t1 + t3k
3y2)2 + (t3k

2xy)2

(t1 + t3k2y2)(t1 + t3x2)
, (17a)

ε′xy = µ′
xy =

−t1t3xy
(
1 + k2

)
− t23k

2xyr

(t1 + t3k2y2)(t1 + t3x2)
, (17b)

ε′yy = µ′
yy =

(t3xy)
2
+
(
t1 + t3x

2
)2

(t1 + t3k2y2)(t1 + t3x2)
, (17c)

ε′zz = µ′
zz =

1

(t1 + t3k2y2)(t1 + t3x2)
. (17d)
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这就是实现透明体过程中的第一步压缩变换中得

到的材料参数.
在第二步的扩展变换过程中, 把原始空间变换

到物理空间的变换函数选择为

r′ = t1r + t2r/
√
x2 + ky2, θ′ = θ, z′ = z, (18)

其中, t1 = (b1 −R2) / (b1 −R3), t2 = b1k (1− t1).
同样由相关的变换理论得到的雅可比变换

矩阵为

A =


t1 + t3k

2y2 −t3k
2xy 0

−t3xy t1 + t3x
2 0

0 0 1

 , (19)

其中, t3 = t2/

√
(x2 + k2y2)

3, 由 (3)式得到透明体
扩展过程后的变换区域的本构参数表达式为

ε′xx = µ′
xx =

(t1 + t3k
3y2)2 + (t3k

2xy)2

(t1 + t3k2y2)(t1 + t3x2)
, (20a)

ε′xy = µ′
xy =

−t1t3xy
(
1 + k2

)
− t23k

2xyr

(t1 + t3k2y2)(t1 + t3x2)
, (20b)

ε′yy = µ′
yy =

(t3xy)
2
+
(
t1 + t3x

2
)2

(t1 + t3k2y2)(t1 + t3x2)
, (20c)

ε′zz = µ′
zz =

1

(t1 + t3k2y2)(t1 + t3x2)
. (20d)

通过以上对透明体的设计过程, 由第一步和第二步
共同完成, 实现对电磁波的透明.

电磁透明聚集器件的设计就是把以上设计聚

集器和透明体的过程相结合, 组装到一个电磁器件
当中, 并对相应的各层实现功能的本构参数进行设
计, 最后得到能够同时实现对电磁波的透明和聚集
的功能器件.

3 仿真结果及分析

上一节中介绍了透明聚集器的设计方法, 并推
导了各个不同层的相对介电常数和相对磁导率的

表达式, 在这一节中, 为了验证以上设计方法和得
到的本构参数表达式的正确性, 设计了一个椭圆形
透明聚集器, 并且对整个装置进行了全波仿真. 从
电磁波的分布情况来看, 本文得到的本构参数张量
是正确的. 在仿真中取椭圆的短半轴长度分别为
a1 = 0.1 m, a2 = 0.2 m, a3 = 0.3 m, b1 = 0.4 m,
b2 = 0.5 m, b3 = 0.6 m, b4 = 0.7 m. 半焦距长度p

取值为 0.06 m. 入射波选择为TM波, 入射波为频

率为 6 GHz, 入射方向为从左到右的水平方向, 仿
真结果如图 2所示.
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图 2 (网刊彩色) 透明聚集器的表面磁场 z分量分布图

(a) 电磁波从 x方向入射时的仿真结果; (b)电磁波从 y方

向入射时的仿真结果

Fig. 2. (color online) The distributions of z component
of the surface magnetic field in the transparent concen-
trator: (a) The incident wave is along the x direction;
(b) The incident wave is along the y direction.

图 2为透明聚集器仿真得到的表面磁场 z分量

分布图, 其中图 2 (a)是在入射波沿着x方向照射到

装置上得到的仿真结果, 从装置的表面磁场分布图
可以看出, 电磁波在接触到透明聚集器的外层 (R1)
时, 并没有发生扰动, 而是在所设计的透明体区域
(R4 < r′ < R1)的作用下透进了装置的内部到达
了内部聚集器的边沿; 在到达内部聚集器的区域
(0 < r < R3)后, 电磁波在聚集器的作用下被聚集
到内部区域 (0 < r < R1), 达到了能量聚集的作用;
电磁波穿过电磁器件——透明聚集器后, 在装置的
后向, 电磁波又恢复了其传播的方向而没有发生改
变, 而且没有发生散射或者是扰动. 图 2 (b)的入射
波是从 y方向照射到装置上时的表面磁场分布图,
同样从图中可以看到, 改变入射波的方向后电磁波
在装置中的传输过程与在 x 方向入射时是相似的,
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图 3 (网刊彩色) 入射电磁波斜入射到装置时得到的表面磁场 z分量分布图 (a)入射角为 45◦时的分布图; (b)入射角为 135◦时
的分布图; (c) 入射角为 120◦时的分布图; (d)入射角为 60◦ 时的分布图
Fig. 3. (color online) The distributions of z component of the surface magnetic field in the transparent concentrator when
the plane waves incident obliquely: (a) the incident wave is 45◦ along x direction; (b) the incident wave is 135◦ along x

direction; (c) the incident wave is 120◦ along x direction; (d) the incident wave is 60◦ along x direction.
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图 4 (网刊彩色) 装置存在损耗的情况下的磁场分布图 (a) 损耗为 0.001; (b)损耗为 0.002; (c) 损耗为 0.004; (d)损耗为 0.006
Fig. 4. (color online) The distributions of z component of the surface magnetic field in the transparent concentrator with
electromagnetic loss: (a) loss of 0.001; (b) loss of 0.002; (c) loss of 0.004; (d) loss of 0.006.
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电磁波在装置的外部没有发生扰动, 并且在内部区
域 (0 < r < R3) 完成了对电磁波的聚集, 在电磁
器件的后部波形又恢复了传播前的分布形式. 从
图 2 (a), (b)中的电磁波的分布形式可以得到, 该装
置很好地完成了所设计的两个功能— 电磁波透明

和聚集.
为了进一步测试整个透明聚集器装置的效果

和设计方法及得到的本构参数张量的正确性, 在
图 3中展示了从不同角度 (45◦, 135◦, 120◦和 60◦)
入射下得到的表面磁场 z分量的分布图, 从得到的
磁场分布图可以看出, 装置同样能够完成所设计的
预想的效果——在外层灰色区域实现电磁波的透

明和在内部蓝色区域实现对电磁波聚集作用.
以上得到的仿真结果是在理想状态下获得的,

也即没有考虑装置的损耗. 但在实际制造过程中损
耗是始终存在的, 我们也对装置出现损耗时的情况
进行了仿真, 结果如图 4所示. 图 4 (a)—(d)是在损
耗为 0.001, 0.002, 0.004, 0.006的情况下得到的表
面磁场 z分量分布图, 可以看到当损耗逐渐增大时,
在装置的后向的电磁波会出现明显的散射.

4 结 论

基于变换光学理论, 利用压缩变换和扩展变换
设计了具有电磁波透明和电磁波聚集两种功能的

电磁器件——椭圆形透明聚集器, 该装置把电磁波
透明器和电磁波聚集器相结合, 用一个电磁器件实
现两种功能. 文中分别推导得到了这个电磁器件各
个层中的相对介电常数和相对磁导率张量表达式,
通过电磁仿真软件对整个装置进行了仿真, 得到了
入射波从各个不同方向入射时磁场 z 分量的分布

图, 从这些仿真的结果图证明了所设计的电磁器件
的合理性, 并证明了推导得到的本构参数张量表达
式的正确性. 最后还讨论了电磁器件存在损耗时的
情况, 当损耗逐渐增大时, 器件的功能在一定程度
上受到了削弱. 椭圆形透明聚集器把分散的功能器
件用变换光学的方法把他们组合到一起, 能够把能
量集中到固定的区域并且内部区域对外界是隐身

的. 本文的设计方法为其他新型电磁器件的设计提
供了一种新的思路.
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Abstract
The design of a novel elliptically cylindrical transparent concentrator with functions of both electromagnetic trans-

parency and electromagnetic concentration is put forward based on the form invariance of Maxwell’s equations in different
coordinate transformation and transformation optics theory, and through the design of material constitutive parameters
(permittivity and permeability) to guide the electromagnetic wave propagation. The electromagnetic wave transparent
body does not prevent the transmission of electromagnetic waves that can interact in the cloak. An electromagnetic
wave concentrator is an electromagnetic device that controls the electromagnetic waves to focus on an area or at a
point to realize the electromagnetic wave energy concentration according to the requirement when the electromagnetic
waves are incident on the device. In this paper, the expressions of the relative permittivity and permeability tensors
in every layer of the electromagnetic device are derived by compression transformation and extension transformation.
Then full-wave simulations for the electromagnetic device are performed by using finite-element software. The distribu-
tions of z-component of the magnetic field for the electromagnetic waves incident from different directions are obtained.
Simulation results confirm the validity of the design method and the constitutive parameter tensors. Finally, effect of
electromagnetic loss on the performance of the device is also discussed. To a certain extent, the function of the device
will be weakened when the electromagnetic loss increases gradually. The design method proposed in this paper provides
a new approach that can be used to design other novel electromagnetic devices.
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