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部分时滞诱发Watts-Strogatz小世界神经元网络
产生随机多共振∗

孙晓娟† 李国芳

(北京邮电大学理学院, 北京 100876)

( 2016年 2月 2日收到; 2016年 4月 8日收到修改稿 )

已有研究显示时滞可诱发神经元网络产生随机多共振, 但它们主要讨论了神经元间的耦合都存在时滞的
情形. 然而实际中, 有些神经元间的信息传递是瞬时的或时滞很小可以忽略的, 即神经元网络中只有部分神
经元间的耦合具有时滞, 简称部分时滞 (若神经元网络内共有 l条耦合边, 其中有 l1条耦合边是具有时滞的,
而剩余的耦合边的时滞为零, 则我们称这类时滞为部分时滞). 本文以Watts-Strogatz小世界神经元网络为研
究对象, 主要讨论部分时滞对该神经元网络系统响应强度的影响. 研究结果指出, 系统响应强度随部分时滞
的增加呈现多峰的变化态势, 即部分时滞可诱发随机多共振现象; 而且使系统响应强度达到最优水平的部分
时滞的取值区间随随机时滞边概率的增加渐渐变窄, 当随机时滞边概率足够大时, 系统响应强度只有在时滞
位于外界信号周期的整数倍附近才会达到最优. 此外, 我们还分析了随机连边概率和神经元网络中边的总数
对部分时滞诱发的随机多共振现象的影响. 结果显示, 部分时滞诱发的随机多共振现象对随机连边概率具有
一定的鲁棒性, 而神经元网络中边的总数对部分时滞诱发的随机多共振的影响则较大.

关键词: 随机多共振, 神经元网络, 部分时滞
PACS: 05.45.-a, 87.18.Sn, 87.19.ln DOI: 10.7498/aps.65.120502

1 引 言

在现实世界中, 噪声几乎无处不在无时不有,
且噪声一直被认为对信号传递具有破坏作用. 1981
年Benzi等通过对冰川问题的研究, 发现噪声并不
总是起破坏作用的, 它也有积极的一面. 他们指出
加入适当强度的噪声有助于非线性系统探测阈下

信号, 并将这一现象称之为随机共振现象 [1]. 自此
之后, 随机共振便成了非线性动力学的研究热点之
一. 同时, 随机共振的概念也得到了进一步的拓展,
例如相关随机共振 [2−4]、非周期随机共振 [5−7]、随

机多共振 [8]等新的概念被相继提出. 在大脑神经
元系统的实验研究中也发现了随机共振现象. 例

如, Longtin等 [9]指出噪声有助于感觉神经元传递

弱信号, 即在感觉神经元中可以观察到随机共振现
象. Douglass 等 [10]发现龙虾机械感受器可以借助

随机共振原理传递阈下信号.
自随机共振的概念提出以来, 国内外的学者们

在随机共振及由此衍生出来的其他共振行为的理

论研究方面已取得了很大进展 [2,11−21], 特别是关
于神经元系统的随机多共振或相干多共振研究取

得了诸多研究成果 [22−28]. Volkov 等 [22]讨论了环

形耦合的神经元网络对阈下信号的响应问题, 结果
显示在一定的噪声强度下, 当阈下信号仅作用于一
个神经元时, 该神经元网络的线性响应强度随阈下
信号周期的变化呈现多峰变化趋势, 即该系统发生
了随机多共振现象. Liu等 [23]通过对格子耦合的

∗ 国家自然科学基金 (批准号: 11102094, 11472061, 11572084)资助的课题.
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神经元网络的数值计算分析发现, 存在两个或三个
不同的噪声强度取值区域, 使得格子耦合的神经元
网络产生螺旋波, 即发生空间相干多共振现象. Lin
等 [24]则研究了周期耦合强度对Newman-Watts 小
世界耦合神经元网络的影响, 发现周期耦合强度也
可诱使神经元网络产生相干多共振现象. 最近, Jia
等 [25] 则指出相位噪声是否可诱发相干多共振现

象依赖于神经元网络的耦合强度, 当耦合强度较大
时, 相位噪声可诱发相干多共振. 除了噪声、外界刺
激和耦合强度之外, 时滞也是诱发神经元网络发生
随机多共振现象的一个重要因素. Wang等 [26]在

兴奋 -抑制混合突触耦合的神经元系统中发现, 适
当地调整抑制性突触耦合的时滞, 可使系统放电的
相干性多次达到极大. 他们还在无标度神经元网
络中发现, 系统的线性响应强度随时滞的增加呈现
多峰现象, 即时滞诱发了随机多共振现象 [27]. Hao
等 [28]讨论了Newman-Watts 小世界耦合神经元网
络, 在此网络中发现适当调整电耦合中的时滞可使
系统放电的相干性多次达到极大.

由上所述, 时滞可以诱使神经元系统产生随机
多共振或相干多共振行为 [26−28]. 在这些研究中,
神经元之间只要存在耦合连接, 则该耦合连接就被
认为是具有时滞的. 而在实际神经元系统中, 有些
神经元之间的信息传递是瞬时的或时滞很小可以

忽略的. 因此, 神经元系统中部分神经元之间的耦
合可以被认为是无延时的. 那么, 在神经元网络中,
当只有一部分神经元之间的耦合存在时滞时 (以
下简称部分时滞), 部分时滞会对神经元网络的随
机多共振或相干多共振现象有什么影响呢? 本文
将重点讨论这一问题. 这里我们以Watts-Strogatz
(WS)小世界神经元网络为对象, 以Rulkov 映射作
为描述神经元网络节点的动力学模型, 讨论部分时
滞对该神经元网络响应强度的影响. 本文的结构安
排如下: 在第2部分, 我们给出本文所要讨论的WS
小世界神经元网络的数学模型, 给出描述神经元网
络对阈下周期信号响应强度的度量量, 以及噪声强
度值的选取依据; 在第 3部分, 我们在取定的噪声
强度下, 讨论部分时滞对该WS小世界神经元网络
响应强度的影响, 通过对数值结果的分析, 我们发
现部分时滞可诱使该系统产生随机多共振现象, 且
这一现象对随机重连概率和WS小世界网络内边
的数目具有一定的鲁棒性; 最后, 我们在第 4部分
进行了总结.

2 系统模型及度量指标

2.1 单个Rulkov神经元模型

Rulkov [29]在2001年提出了一个二维映射,

x(n+ 1) =
α

1 + x2(n)
+ y(n),

y(n+ 1) = y(n)− βx(n)− γ, (1)

该映射可以模拟复杂的连续神经元系统的诸多动

力学行为特征 [29−31]. 但它不是基于神经元的电生
理实验建立的, 仅是一个抽象的数学模型. 这里,
我们可以认为变量x表示神经元膜电位, 而变量 y

则与细胞膜上离子的浓度相关, n则表示迭代序数.
当β = γ = 0.001 时, 单个Rulkov神经元的动力学
行为主要由参数α决定. 当0 < α < 2.0时, 它处于
静息态并稳定在一个点 (x∗ = −1, y∗ = −1 + α/2)

上, 这时它不产生动作电位; 当α > 2.0时, 它将产
生周期峰放电、混沌簇放电及混沌峰放电等 [31]. 鉴
于Rulkov神经元模型可模拟神经元的放电活动且
又是一个离散映射, 故其经常被应用于大规模神经
网络的复杂动力学分析中 [32−34].

2.2 WS小世界神经元网络模型

本文以Watts-Strogatz小世界神经元网络为
研究对象, 以Rulkov映射作为神经元网络的节点
动力学模型, 其数学模型如下所述:

xi(n+ 1) =
α

1 + x2
i (n)

+ yi(n) + σξi(n) + Iext(n)

+D
N∑
j=1

aij(xj(n− τij)− xi(n)),

yi(n+ 1) = yi(n)− βxi(n)− γ, (2)

其中, 下标 i表示第 i个神经元; ξi(n)是高斯白噪

声, 满足 ⟨ξi(n)⟩ = 0, ⟨ξi(n)ξj(m)⟩ = δijδmn; 如果
i = j (m = n), 则 δij = 1 (δmn = 1); 否则, δij = 0

(δmn = 0); σ表示噪声强度. 外界刺激 Iext的方程

如下:

Iext =

h, n%T > T − w,

0, 0,
(3)

其中, T是振动周期, w是脉冲宽度, h是振幅, n%T

表示n除以整数T所得的余数.
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此外, 在方程组 (2)的第一个方程的右端,

D
N∑
j=1

aij(xj(n − τij) − xi(n))项表示其他神经元

流入第 i 个神经元的突触电流的总和, 称为耦合项,
D 是神经元间的耦合强度. 矩阵 (aij)N×N表示神

经元网络的连接拓扑矩阵, N是神经元网络中所

包含的神经元总数. 当且仅当第 i和 j个神经元之

间有连接时aij = 1, 否则, aij = 0; 同时, 神经元
自身无反馈, 即aii = 0. 这里我们采用Watts 和
Strogatz 提出的小世界网络作为拓扑网络结构 [35].
首先, N 个神经元连接形成一个规则网络, 在这个
规则网络中, 每个神经元与它最近邻的k个神经元

相连; 而后以概率p 随机地重新连接网络中的每条

边, 即将边的一个端点保持不变, 而另一个端点取
为随机选择的一个节点, 且规定任意两个不同的节
点之间至多只能有一条边, 每一个节点都不能有边
与自身相连. 以下如无特别说明, k 和 p的取值分

别为6和0.1. 另外, 耦合项中的 τij 表示第 i个和第

j 个神经元之间信息传递的延时. 当 τij = 0 时, 认
为第 i 和 j 个神经元之间的信息传递是瞬时的或时

滞很小可以忽略. 本文考虑部分时滞, 当两个神经
元之间存在耦合连接时 (即当aij = 1时), τij以概
率 pdelay取不为零的值 τ , 且 τij = τji, 以下我们称
概率pdelay为随机时滞边概率.

本文中的其他参数取值分别为: 神经元总数
N = 200, 神经元之间的耦合强度D = 0.005, 参数
α = 1.95, 即神经元网络中所有的Rulkov 神经元
在没有噪声和外部信号刺激时, 都处在静息态. 此

外, 为了确保在σ = 0时, 外界刺激 Iext不能引起

神经元产生动作电位, 我们取h = 0.0015, w = 50,
T = 700.

2.3 度量指标

本文主要考察神经元网络对阈下信号 Iext的

响应, 为了定量刻画神经元网络在输入信号频率
2π/T的响应强度, 我们引入了度量指标Q, 定义如
下 [36−38]:

Q =
√
Q2

sin +Q2
cos, (4)

其中

Qsin =
1

NTT

NTT∑
n=1

2X(n) sin(2πn/T ),

Qcos =
1

NTT

NTT∑
n=1

2X(n) cos(2πn/T ), (5)

X(n) =
1

N

N∑
i=1

xi(n)是神经元网络的平均膜电位;

NTT表示选取膜电位时间序列的长度, 其中NT 是

整数, 这里取值为NT = 300. Q值越大表示神经元

网络对外部刺激 Iext的响应越强.

2.4 噪声强度的选取

本小节主要考虑无时滞条件下, 噪声对该神经
元网络响应强度Q的影响, 响应强度Q随噪声强度

σ的变化如图 1所示. 由图 1 (a)可知, 随着噪声强
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图 1 (a) 响应强度Q随噪声强度 σ变化的曲线图; (b)平均放电周期 ⟨ISI⟩随噪声强度 σ变化的曲线图

Fig. 1. (a) Dependence of response amplitude Q with respect to noise strength σ; (b) dependence of mean
firing period ⟨ISI⟩ with respect to noise strength σ.

120502-3

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 65, No. 12 (2016) 120502

度的增加,响应强度Q先增加后减小. 当σ在0.025

附近时, 神经元网络的响应强度达到极大, 即此时
的神经元网络对阈下信号 Iext的响应最强. 由此可
见, 噪声可诱发该神经元网络产生随机共振现象.
为了阐述随机共振现象产生的内在原因, 我们先回
顾Q的定义, 详见方程 (4) 和方程 (5). 分析这两个
方程可以看出, Q的取值越大表示系统响应的周期
与外界输入信号的周期越匹配. 在图 1 (b)中, 我们
给出了该神经元网络的平均放电周期 ⟨ISI⟩随噪声
强度变化的趋势图. ⟨ISI⟩的定义如下:

⟨ISI⟩ = 1

N

N∑
i=1

⟨Ti,k⟩. (6)

Ti,k = ti,k+1 − ti,k, 其中 ti,k表示第 i个神经元的第

k次放电时刻. ⟨Ti,k⟩ 表示第 i个神经元所有的Ti,k

的平均值. 放电时刻定义为膜电位xi从下方穿过

临界值 0的时刻. 图 1 (b)显示当σ在 0.025附近时,
该神经元网络放电的平均周期接近于外界阈下信

号 Iext 的周期T = 700, 故此时神经元网络的响应
强度达到极大, 进而发生了随机共振现象. 在下面
的研究中, 我们将噪声强度σ 的值取为 0.025, 并在
此噪声条件下讨论部分时滞对神经元网络随机共

振的影响.

3 数值结果

3.1 部分时滞诱发的随机多共振现象

当噪声强度σ取为 0.025 时, 不同 pdelay值下,
该神经元网络的响应强度Q 随 τ变化的趋势如

图 2所示. 当 pdelay = 0.1时, 即仅有 10%的边存在
时滞, 此时响应强度Q随 τ的增加先减小再增加,
而后再减小再增加, 且神经元网络的响应强度Q在

时滞参数 τ的很大取值范围内都处于高水平的位

置. 也就是说, 当10%的边存在时滞时, 在较大的 τ

的取值范围内, 该神经元网络对阈下信号 Iext的响

应较强. 当pdelay 从0.1增大时, 响应强度Q随 τ的

增加依然是先减小再增加, 而后再减小再增加. 但
是, 神经元网络对阈下信号 Iext有较强响应的 τ的

取值区间随pdelay的增加逐渐减小; 特别是当pdelay

继续增大, 如 pdelay = 0.5, 0.7, 1.0 时, 系统响应强
度Q只有在 τ 处于 700的整数倍附近时, 才会达到
最优. 为了更好地分析部分时滞对系统响应Q的

影响, 我们给出了Q随 τ和 pdelay双参数变化的数

值计算结果图, 详见图 3 . 如图 3所示, 不论 pdelay

取什么值, Q总是随着部分时滞 τ 的增加先减小再

增加, 而后再减小再增加, 且当 pdelay取值较小时,
Q会在 τ 的很大取值范围内都处于高水平的位置,
而当 pdelay > 0.4 时, 却只有当 τ 接近于 700 的整

数倍时, 该神经元网络的响应强度Q才会取到极大

值. 因此, 由图 2和图 3可知, 部分时滞不仅可以诱
使神经元网络发生了随机多共振现象, 而且神经元
网络中具有时滞的边越少, 使得系统响应强度Q处

于最优水平的时滞 τ的取值范围越大. 这与其他文
献中所报道的只有当时滞 τ约为外界周期信号的

整数倍时, 系统响应强度Q才达到最优 [27]有所不

同, 这一不同是由部分时滞所引发的. 若认为响应
强度Q处于高水平所对应的 τ 的取值区间越大, 系
统的随机共振性越强, 则部分时滞对神经元系统的
随机多共振还具有增强作用.
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图 2 (网刊彩色)响应强度Q随时滞 τ 变化的曲线图

Fig. 2. (color online) Dependence of response ampli-
tude Q with respect to time delay τ .
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图 3 (网刊彩色)响应强度Q随时滞 τ 和概率 pdelay 变

化的等高线图

Fig. 3. (color online) Dependence of response ampli-
tude Q with respect to time delay τ and probability
pdelay.
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图 4 (网刊彩色)不同随机重连概率 p值下, 响应强度
Q随时滞 τ 和 pdelay 变化的等高线图 (a) p = 0.05;
(b) p = 0.015; (c) p = 0.025

Fig. 4. (color online) Dependence of response am-
plitude Q with respect to partial time delay τ and
probability pdelay with different rewiring probability
p: (a) p = 0.05; (b) p = 0.015; (c) p = 0.025.

3.2 随机多共振现象对随机重连概率p

具有鲁棒性

接下来, 我们将讨论WS小世界网络的随机重
连概率 p对部分时滞诱导的随机多共振现象的影

响, 相应的数值结果如图 4所示. 在 3.1节中, 随机
重连概率 p的值为 0.1. 在图 4 中, 我们又分别讨
论了 p = 0.05, p = 0.15和 p = 0.25三种情况. 对
比图 3和图 4 , 可以发现, 系统响应强度Q随部分

时滞 τ和 pdelay变化的趋势在不同的随机重连概率

p取值下基本类似, 即部分时滞可诱使神经元网络
产生随机多共振这一现象对WS 小世界网络的随

机重连概率 p具有一定的鲁棒性. 在 3.1节中曾指
出, 当pdelay > 0.4时, 该神经元网络响应强度Q只

有在 Iext的周期T = 700的整数倍附近才会达到极

大; 而当 pdelay 较小时, 响应强度Q 在 τ的很大取

值范围内都可以处于较优水平. 在本节中, 我们由
图 4所示的结果易知, 尽管随机连边概率 p取了不

同的值, 但是当神经元网络中具有时滞边的比例超
过约40%时 (即pdelay > 0.4),响应强度Q也是只在

Iext的周期T = 700的整数倍附近才会达到极大.
换言之, 在 3.1节中所发现的部分时滞对神经元系
统随机多共振的增强作用对随机重连概率p也具有

一定的鲁棒性.

3.3 神经元网络边的总数对随机多共振

现象的影响

在 3.2节中, 我们主要讨论了随机连边概率 p

对部分时滞诱发的随机多共振现象的影响. 由于
本文中的神经元网络是WS小世界网络, 因此网络
中边的总数是不改变的. 当神经元网络内边的数
目发生了变化, 那么 pdelay对神经元网络随机多共

振的这些影响还存在么？在本节中, 我们来讨论
这一问题. 这里我们通过改变构造WS小世界网
络时的参数k来调节神经元网络中的边的总数. k

值越大, 神经元网络中边的总数越大. 图 5给出了
k = 4, k = 8, k = 10和k = 20所对应的不同pdelay

条件下, Q随部分时滞 τ变化的趋势图. 如图 5 (a)
和图 5 (b)所示, 当k = 4和k = 8时, Q随 τ的增加

呈现显著的多峰变化, 且当 pdelay增加时, 使得Q

较大的部分时滞的取值区间逐渐缩小. 这与k = 6

时的情形类似. 当k = 10时 (如图 5 (c)), pdelay较

小时 (pdelay < 0.5), Q随 τ的变化较为凌乱, 但与
pdelay = 1.0相比, 使得系统响应强度Q达到极大的

部分时滞的取值范围依然较大; 然而与图 5 (a)和
图 5 (b)和图 2相比, 使得系统响应强度Q达到极大

的部分时滞的取值范围却有所减小. 当k增加到更

大的值, 如k = 20时, 见图 5 (d), 这一现象更加显
著, 系统响应强度只有在部分时滞在外界信号周期
的整数倍附近才会达到极大. 即当k 增加后, 对于
较小的随机时滞边概率 pdelay, 神经元网络的随机
多共振性有所减弱. 但是对于较大的随机时滞边概
率 pdelay, 系统响应强度都是只有在外界信号周期
的整数倍附近才会达到极大, 这时k 对其的影响并

不显著. 综上, 当随机时滞边概率较小时, 神经元网
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图 5 (网刊彩色)不同 k值下, 响应强度Q随时滞 τ 变化的曲线图 (a) k = 4; (b) k = 8; (c) k = 10; (d) k = 20

Fig. 5. (color online) Dependence of response amplitude Q with respect to partial time delay τ for various
values of k: (a) k = 4; (b) k = 8; (c) k = 10; (d) k = 20.

络边的总数对部分时滞诱发的随机多共振现象有

着重要的影响; 而当随机时滞边概率较大时, 其影
响较小.

4 结 论

本文通过分析部分时滞对WS小世界神经元
网络对阈下周期信号的响应强度的影响发现, 在适
当的噪声强度下, 部分时滞不仅可以诱使WS小世
界神经元网络发生随机多共振现象; 而且当神经元
网络中存在时滞边的比例较小时 (即 pdelay较小),
该神经元网络的系统响应强度不是只有在时滞约

为外部信号周期的整数倍时才会较大. 这与之前的
报道有所不同, 之前的报道显示只有时滞在外部信
号周期的整数倍附近, 神经元网络的系统响应强度
才会较强. 此外, 我们还进一步分析了随机连边概
率以及边的总数对部分时滞诱发的随机多共振现

象的影响, 相应的数值结果指出部分时滞诱发的随
机多共振现象对随机连边概率具有一定的鲁棒性,
但神经元网络中边的总数对部分时滞诱发的随机

多共振的影响则较大. 当随机时滞边概率较小时,
边的总数越大, 使得神经元网络系统响应强度处于
较强水平的时滞的取值范围越小. 由于在实际的神
经元系统中, 有些神经元之间的信息传递是瞬时的

或时滞很小可以忽略的, 故分析部分时滞作用下神
经元网络的放电动力学特性, 特别是随机共振, 在
神经科学领域有着重要的理论意义.

最近, 有研究指出时滞还可诱使神经元网络
在一个周期内产生多次同步行为. Zhao等 [39]和

Gu [40]通过分析抑制性耦合的簇放电神经元网络

指出, 在一个簇放电周期内, 该神经元网络会在
不同的时滞取值下产生不同的簇放电同步. 例
如, 当簇放电周期约为 2.894 s时, 神经元网络在
τ = 0.7 s, τ = 0.88 s, τ = 1.55 s处都会产生同步.
而时滞之所以能在一个簇放电周期内诱发多次同

步, 与神经元网络中节点的簇放电节律有着密切的
关系. 本文的结果显示, 当pdelay较小时, 部分时滞
也可诱使神经元网络在一个放电周期T内产生多

次共振, 即系统响应强度在一个周期内会多次处于
较高水平. 但本文中网络节点在所考虑的参数范围
内产生的放电为峰放电, 故当网络节点产生簇放电
时, 部分时滞对神经元网络随机共振及同步有哪些
影响, 还需进一步深入分析讨论.
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Stochastic multi-resonance induced by partial time delay
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Abstract
In a neuronal system, propagation speed of neuronal information is mainly determined by the length, the diameter,

and the kind of the axons between the neurons. Thus, some communications between neurons are not instantaneous, and
others are instantaneous or with some negligible delay. In the past years, effects of time delay on neuronal dynamics, such
as synchronization, stochastic resonance, firing regularity, etc., have been investigated. For stochastic resonance, it has
been reported recently that stochastic multi-resonance in a neuronal system can be induced by time delay. However, in
these studies, time delay has been introduced to every connection of the neuronal system. As mentioned in the beginning,
in a real neuronal system, communication between some neurons can be instantaneous or with some negligible delays.
Thus, considering the effect of partial time delay (time delay is called as partial time delay if only part of connections
are delayed) on neuronal dynamics could be more meaningful.

In this paper, we focus on discussing effect of partial time delay on response amplitude of a Watts-Strogatz neuronal
network which is locally modeled by Rulkov map. With the numerically obtained results, we can see that partial time
delay can induce a stochastic multi-resonance which is indicated by the multi-peak characteristics in the variation of
response amplitude with partial time delay. Namely, partial time delay could also induce stochastic multi-resonance in
a neuronal system. Moreover, we also find that optimal response amplitude can be reached in much wider range of the
partial time delay value when delayed connections are less (i.e., the partial time delay probability is small). This is
different from the case in which all connections are delayed, where response amplitude become optimal only when time
delay is nearly the multiples of external signal’s period. But the range of the partial time delay value becomes narrower
and narrower with the increasing of the partial time delay probability and when the partial time delay probability is large
enough, response amplitude becomes optimal only when time delay is nearly the multiples of external signal period. It is
similar to the case where all connections are delayed. Furthermore, effects of random rewiring probability and total link
number in the neuronal network on partial time delay induced stochastic multi-resonance are also studied. It is found
that partial time delay induced stochastic multi-resonance is robust to random rewiring probability but not robust to
total link number. Stochastic resonance is a very important nonlinear phenomenon in neuroscience, thus, our obtained
results could have some implications in this field.
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