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研究了连接在正常金属电极和超导电极之间的耦合Majorana束缚态 (MBSs) T形双量子点结构中的
Andreev反射. 研究发现, 对于T形双量子点结构, 当入射能量等于边耦合量子点能级时Andreev反射电导出
现Fano振荡, 连接MBSs之后, 零费米能附近出现一对新的Fano型振荡峰. 如果忽略两个MBSs之间的相互
作用, 零费米能点的Andreev反射电导为定值 1/2G0(G0 = 2e2/h), 不受量子点能级、双量子点之间耦合强度
以及量子点与MBSs之间的耦合强度的影响. 此外, 在没有耦合MBSs的T形双量子点结构中, 调节双量子点
间的耦合强度可以使零费米能附近的Andreev反射电导出现由共振带向反共振带的转变, 而耦合MBSs之后,
又可以使反共振消失转而出现新的共振峰.

关键词: Majorana束缚态, 双量子点, Andreev反射, Fano效应
PACS: 73.21.La, 74.45.+c, 73.23.Hk DOI: 10.7498/aps.65.137302

1 引 言

Majorana费米子是自身的反粒子, 遵从非阿
贝尔统计 [1,2], 在拓扑量子计算方面具有巨大应
用潜力. 近年来, 在凝聚态物理中探索Majorana
费米子已经成为研究热点 [3−7]. 凝聚态物质中的
所谓Majorana费米子并不是真正意义上的基本粒
子, 而是一种准粒子, 我们称其为Majorana束缚态
(MBSs). 迄今为止, 在凝聚态物体中发现了一些存
在MBSs的证据 [8−24], 尤其值得关注的是一批借
助量子点结构探索MBSs的研究成果 [14−24].

量子点及耦合量子点体系具有一些独特的物

理性质：量子隧穿效应、量子干涉效应、库仑阻塞

效应、Fano效应和近藤效应等, 这些效应及输运特
性为研究MBSs提供了极好的平台. 例如, 在参考

文献 [15]中, 作者研究了正常金属/量子点/拓扑超
导体/量子点/正常金属结构中的电子输运性质, 结
果表明, 只需调节两个量子点的门电压以改变两个
量子点能级就可以控制非局域输运过程. 当两个量
子点的能级相等且等于Majorana 费米子的耦合能
时, 左侧电极中的电子可以经由Majorana费米子
输运到右侧电极. 然而当两个量子点的能级符号相
反, 大小等于Majorana费米子的耦合能时, 左侧电
极中的电子与右侧电极中的电子形成库珀对并且

借助Majorana费米子隧穿进入拓扑超导体, 理论
结果体现了Majorana费米子的非局域特性, 从而
验证Majorana费米子的存在.

除了耦合MBSs的串联双量子点体系, MBSs
对并联双量子点体系中的输运性质的影响也得到

了学者们的关注 [16,17]. 对比串联和并联双量子点
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结构, T形双量子点结构显示了一些独特的性质.
T形双量子点结构使得电子有了两条传输通道, 一
条通过中心量子点, 另一条通过边耦合量子点, 因
而出现Fano振荡等特有的相干输运现象 [18,25,26].
在参考文献 [18]中, 作者研究了连接在正常金属电
极两端的耦合MBSs的T形多量子点结构中的隧
穿电导, 得到了表征MBSs的理论依据.

Fano效应 [26]是科研工作者探测MBSs的另一
个有力工具. Fano效应最主要的特征是相关物理
量的曲线上出现非对称线型. Andrey等人对各种
物理系统中的Fano效应进行了全面总结, 这些现
象有个共同的特征就是散射波在传播过程中同时

经历了共振与非共振过程, 因而出现了干涉, 导致
相关物理量曲线出现非对称共振峰. 目前, 已经有
多个课题组发表了利用Fano效应探测MBSs的研
究报告 [19,23].

迄今为止, 该领域的研究大多讨论连接在正
常金属电极之间的量子点结构. 事实上, 当量子点
两端分别与正常金属电极和超导电极相连时, 会
出现特殊的输运性质, 其中之一就是Andreev 反
射 [27−30]. Andreev反射的概念首先由Andreev在
研究正常金属与超导体构成的界面处的电子行为

时提出, 并以他的名字命名. 准粒子在正常金属和
超导界面上受到超导能隙的散射, 电荷和动量同时
改变符号, 一个能量低于超导带隙的电子反射回一
个空穴,同时在超导电极一侧产生电荷为2e的库珀

对. 特别是当电子能量处于超导子带隙之内时, 隧
穿电导几乎为零, 电流几乎全部来源于Andreev反
射, 因而是非常理想的研究相干输运性质的载体,
更可以借助电导曲线直接探测子带隙内的状态. 例
如, 在参考文献 [8]中, 作者将锑化铟纳米线分别与
正常金属电极和超导电极相连, 测量了其中的隧穿
电导, 发现了具有Majorana特征的子带态.

本文中, 我们在T形双量子点的末端耦合了
一个MBS, 并且将正常金属电极与超导电极连接
在量子点两端, 利用非平衡格林函数法计算了An-
dreev反射电导, 重点讨论了MBSs对Andreev反
射电导的影响.

2 理论模型

图 1是耦合了MBSs的T形双量子点体系连接
在正常金属和超导电极两端的结构示意图. QD1

和QD2的能级可以通过改变各自的门电压来控

制 [31], QD1两端分别与正常金属电极N和超导电
极S连接. QD1与QD2构成T形连接, 二者之间的
耦合强度用 t表示, QD2的另一端与一个等价一维

拓扑超导纳米线一端相连. 该拓扑超导纳米线在其
两端各激发出一个MBS [2,7], 设其中的 η1 与QD2

直接相连, 其间的耦合强度为λ, 两个MBSs之间的
耦合强度为 εM. 该体系的哈密顿可以表示为

H = HN +HS +H0 +HT , (1)

这里HN =
∑
k

(ε0Nk − eVN)c
†
NkcNk, 是正常金属

电极上动量为 k电子的哈密顿, 其中 c†(c) 是电

子产生 (湮灭)算符, VN 是金属电极端的电势; HS

描述超导电极中动量为 p的电子, 其带隙为∆, 根
据Bardeen-Cooper-Schrieffer理论, 它的哈密顿为
HS =

∑
p

ε0Spc
†
SpcSp+

∑
p

[∆∗cSpcS−p+∆c†S−pc
†
Sp].

H0 是耦合MBSs的T形双量子点的哈密顿, 可以
表示为

H0 =
∑
i=1,2

εid
†
idi + t(d†1d2 + d†2d1) + iεMη1η2

+ (λd2 − λ∗d†2)η1, (2)

其中 εi 是可以由门电压调节的量子点能级, di(d†i )
是电子的湮灭 (产生)算符. 方程 (2)中的第三项描
述的是一对MBSs 的低能有效哈密顿, 它们在拓扑
纳米线的两端产生, 二者之间的耦合能量为 εM. 方
程 (2)中的最后一项表示QD2 与 η1之间的相互作

用. 方程 (1)最后一项HT 表示QD
1
与两边电极之

间的相互作用, 且有

HT

=
∑
k,i

[tNc†Nkd1i + t∗Nd
†
1icNk]

+
∑
p,i

[tS e ieVSτc†Spd1i + t∗S e−ieVSτd†1icSp], (3)

λ

t

η2η1

N S

ΓN ΓS

TS

QD2

QD1

图 1 连接在正常金属和超导电极两端的耦合MBSs的T
形双量子点结构示意图

Fig. 1. Sketch of a T-shaped DQD system with side-
coupled MBSs between N and S leads.
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其中VS为超导电极一端的电势, tv(v = N, S)为
量子点与电极的跃迁矩阵元. 为了便于分析处理
问题, 下面将MBSs算符写成普通费米子算符 f和

f†. 这里 f 表示产生一个费米子, 它们之间有以下
关系：η1 = (f† + f)/

√
2 , η2 = i(f† − f)/

√
2 且有

{f, f†} = 1. 于是, H0 可以表示为

H0 =
∑
i

εid
†
idi + t(d†1d2 + d†2d1) + εM

(
f†f − 1

2

)
+

1√
2
(λd2 − λ∗d†2)(f

† + f). (4)

一旦在体系两端施加偏压VN − VS = eV , 就会
产生非平衡电流 I(V ), 通过实际测量微分电导
dI(V )/dV 可以研究该结构中的输运性质、量子
相干效应等. 本文中, 我们只关注低压子带隙区
域 eV < ∆. 在这种条件下, 电流只来源于特殊的
Andreev反射, 也就是说, 金属电极中的电子转变
成超导电极中的库珀对, 同时反射回金属电极一个
空穴. 通常情况下, 根据Landauer 公式, Andreev
反射电流可以由下式进行计算:

IA(V ) =
2e

h

∫
dωTA(ω)[f(ω − eV, T )

− f(ω + eV, T )], (5)

其中 f(ω, T )是费米分布函数, T是温度, TA(ω) =

Γ 2
N|G1,12(ω)|2是Andreev反射概率 [25,26], 这里, 推
迟格林函数Gr利用Dyson 方程 [30]Gr = Gr

0 +

Gr
0Σ

rGr求出, 其中Σr是自能矩阵, 来源于QD1

与电极之间的耦合. 在 Nambu表象中, 耦合MBSs
的T形双量子点结构的自由格林函数Gr

0为

[Gr
0(ω)]

−1 =

ω − εi 0 t 0 0 0

0 ω + εi 0 t 0 0

−t∗ 0 ω − εj 0
λ√
2

λ√
2

0 t∗ 0 ω + εj − λ√
2

− λ√
2

0 0
λ√
2

− λ∗
√
2

ω − εM 0

0 0
λ√
2

− λ∗
√
2

0 ω + εM



.

(6)

自能矩阵Σr包含两部分, Σr = Σr
N + Σr

S. 其中
Σr

N = −(i/2)ΓN 是QD1与正常金属电极之间的耦

合能, 可以写作

Σr
N = − i

2



ΓN 0 0 0 0 0

0 ΓN 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


, (7)

其中ΓN = 2π|tN|2
∑
k

δ(ω − εNk). Σr
S是QD1 与

右侧超导电极之间耦合的自能, 可以写作

Σr
S = − i

2
ΓSρs(ω)



1 −∆/ω 0 0 0 0

−∆/ω 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


, (8)

这里ΓS = 2πρs0|Tpσ|2, 其中 ρs0是正常超导态下

的态密度, ρs(ω)是修正的BCS态密度, 且有 [32,33]

ρs(ω) =
|ω|θ(|ω| −∆)√

ω2 −∆2
+

|ω|θ(∆− |ω|)
i
√
∆2 − ω2

. (9)

在零温低偏压情况下, Andreev反射电导可以根据
下式计算 [31]

GA(ω) =
2e2

h
TA(ω). (10)

3 结果与讨论

在本文中, 我们只讨论费米能和双量子点能
级以及耦合能均处于超导电极的带隙∆范围之

内的情况, 计算中设∆ = 1为能量单位, 选择参数
ε1 = 0, ΓN = ΓS = 0.15. 我们首先研究了没有耦合
MBSs情况下T形双量子点结构的Andreev反射电
导随费米能的变化, 结果如图 2所示. 图 2 (a)—(c)
分别对应 ε2=0.05, 0.1和 0.15 , 每个分图中的实
线、短划线和虚线分别对应 t = 0.02, 0.08和 0.14.
从图 2中可以看到以下几个特点：首先观察图 2中
每个分图中的三条曲线, 与单量子点时的共振曲线
对比,可知QD2与QD1连接后,在费米能为±ε2 处

出现了Fano振荡 [33], t对Fano线型有非常明显的
影响, t较小时, Fano振荡峰比较尖锐, 随着 t 增大,
Fano共振峰的宽度增大; 其次, 零费米能附近两个
Fano振荡峰之间的电导随 t 增大受到有效抑制, 甚
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至在图 2 (a)中可以看到当 t =0.14时, 零费米能附
近出现了GA ≈ 0的反共振带; 最后, 由于电子和空
穴对Andreev反射电导均有贡献, 所以这些曲线相
对零费米能点均是对称的. 以上这些现象在物理上
可以归因于 T形双量子点结构为粒子提供两种特
殊的相干通道, 一条是通过中心量子点的, 另外一
条是通过边耦合量子点的. 当入射粒子能量恰等于
QD2的能级时, 分立的能级与连续能级叠加, 从而
在Andreev反射电导曲线上出现了不对称的线型.
随着 t增大, 两个量子点之间的耦合导致新的量子
态形成, 甚至当条件满足时, 粒子分别通过两个支
路产生了相消干涉, 因此曲线上出现了反振带.

฀0.25 ฀0.15 ฀0.05 0.05 0.15 0.25
0

0.5

1.0
(a)  

฀0.25 ฀0.15 ฀0.05 0.05 0.15 0.25
0

0.5

1.0

 G
A
↼

e
2
⊳
h

↽
 G

A
↼

e
2
⊳
h

↽
 G

A
↼

e
2
⊳
h

↽

(b)  

฀0.25 ฀0.15 ฀0.05 0.05 0.15 0.25
0

0.5

1.0

ω

ω

ε=0.05

ε=0.10

ε=0.15

ω

(c)  t/⊲

t/⊲
t/⊲

图 2 没有耦合MBSs的T形双量子点中的Andreev反
射电导随费米能的变化 (a), (b), (c) 分别对应 ε2=0.05,
0.1, 0.15; 每个分图中的实线、短划线和虚线分别表示
t=0.02, 0.08, 0.14
Fig. 2. AR conductance as a function of the Fermi
energy in a T-shaped DQD without coupled MBSs:
(a), (b) and (c) correspond to ε2=0.05, 0.1 and 0.15,
respectively. In each subplot, the solid, dashed and
dotted curves denote t=0.02, 0.08 and 0.14, respec-
tively.

对T形双量子点结构中的Andreev反射电导
的特点及形成原因进行了简要分析之后, 下面主

要讨论MBSs对该体系Andreev反射电导的影响.
首先忽略两个MBSs之间的耦合能, 设 εM = 0,
λ = 0.06, 保持其他参数不变, 结果如图 3所示.
图 3 (a)和图 3 (b)分别是 t = 0.08和 t = 0.14时的

计算结果, 图中的实线、短划线和虚线分别对应
ε2=0.05, 0.1, 0.15. 与图 2中 t = 0.08和 t = 0.14

的曲线比较, 可以看到将MBSs 与QD2耦合之后,
Andreev反射电导发生了明显的变化.
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图 3 耦合MBSs的T形双量子点中的Andreev 反射电
导随费米能的变化 λ = 0.06, εM = 0; 其他参数与
图 2一致
Fig. 3. AR conductance as a function of the Fermi
energy in a T-shaped DQD system with λ = 0.06 and
εM = 0. The other parameters are the same as in
Fig. 2.

首先, 一对新的共振峰对称地出现在零费米能
两侧, 并且零费米能点的Andreev反射电导为一个
固定值, GA = e2/h, 它与双量子点之间的耦合强
度无关, 也与QD2与MBSs 间的耦合强度λ无关,
甚至也不随 ε2的变化而发生改变. 在我们的模型
中, 拓扑纳米线的每一端都有一个局域的MBS, 波
函数之间彼此交叠, 它们之间的耦合能随着纳米线
长度呈指数衰减 [2,7],当纳米线无限长时,耦合能可
以视为零, 此时相当于半个费米子与QD2耦合. 因
而 εM = 0时, 零费米能点总出现 1/2G0 (G0是电

导单位). 这是体系中耦合MBSs最重要的特征, 与
T形双量子点结构耦合一个普通的费米子, 玻色子
有本质不同 [34].

其次, 图 2 (b)和图 2 (c)中所有Fano振荡峰所
处的位置由原来的±ε2移动到了±(ε2+λ)附近,并
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且受到量子点间耦合强度 t的影响. 另外, 零费米
能附近的共振带发生了明显的改变, 例如, 图 2 (b)
中 ε2 = ±0.1, t = 0.14时, 零费米能附近的电导很
小, 是一条接近反振荡的曲线, 在耦合MBSs之后,
该曲线零费米能两侧出现了共振峰, 见图 3 (b)中
的短划线. 当这样的T 形双量子点结构耦合一个
MBS之后, 相当于增加了一个通道, 原有的量子干
涉条件发生了变化, 甚至破坏了干涉相消. 因而在
Andreev反射电导曲线上出现了由反振荡向共振峰
的转变.
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图 4 耦合MBSs的T形双量子点中的Andreev 反射电
导随费米能的变化 ε2 = 0.1, εM = 0.08; 图中实线、虚
线和点划线分别对应 λ = 0.02, 0.12, 0.22; 其他参数与
图 2一致
Fig. 4. AR conductance as a function of the Fermi
energy in a T-shaped DQD system with ε2 = 0.1,
εM = 0.08. In each subplot, the solid, dashed and
dotted curves denote λ = 0.02, 0.12 and 0.22; respec-
tively. The other parameters are the same as in Fig. 2.

接下来讨论 εM ̸= 0的情况, 设 ε2 = 0.1,
εM =0.08,其他参数与图 2保持一致,结果如图 4所
示, 图中实线、虚线和点画线分别对应λ = 0.02,
0.12和 0.22. 图 4可以看作图 2 (b)中 ε2 = 0.1的三

条曲线在双量子点体系耦合了MBSs之后演化而

成. 对比这些曲线可以发现一些规律. 首先, 如上
所述, 耦合MBSs之后, 一对新的Fano振荡峰对称
地分布在零费米能两侧, 该振荡峰的位置出现在
εM =0.08附近, 同时受到λ的影响. 原来的一对关
于零点对称的Fano 振荡峰, 耦合MBSs后均向费
米能绝对值增大的方向移动, λ越大, 两个峰之间
的距离越远, 同时所有的振荡峰加宽.
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图 5 耦合MBSs的T形双量子点中的Andreev 反射电
导随费米能的变化 ε2 = 0.1, λ = 0.08; 图中实线、虚
线和点划线分别对应 εM =0.02, 0.1, 0.18; 其他参数与
图 2一致
Fig. 5. AR conductance as a function of the Fermi
energy in a T-shaped DQD system with ε2 = 0.1,
λ = 0.08, εM =0.02, 0.1 and 0.18, respectively. The
other parameters are the same as in Fig. 2.

在图 5中,固定QD2与MBSs之间的耦合强度,
计算了两个MBSs之间的耦合能对Andreev反射电
导的影响. 选择参数 ε2 = 0.1, λ = 0.08, 图中实线、
虚线和点画线分别对应 εM =0.02, 0.1, 0.18. 结果
清晰可见, εM增大, 所有振荡峰向费米能的绝对值
增大方向移动. 将图 5以及图 4中 ε2 = 0.1的两条

曲线与图 3中相关曲线比较, 发现与 εM = 0时不
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同, εM ̸= 0时, 费米能零点的Andreev反射电导不
再等于定值 e2/h, 该点的电导与双量子点间的耦合
强度 t密切相关.

我们认为以上这些现象源于Majorana 费米子
具有非局域特性. 一个Majorana 费米子可以看
作是半个普通费米子, 而一对非局域分布的Majo-
rana 费米子 η1和 η2总是成对出现在纳米线的两

端, 并且通过非局域费米态产生关联, 因而当它们
与T形量子点耦合后, 就会在原有量子相干图样上
叠加新的干涉, 适当调节结构参数, 便会出现特殊
的Fano效应等振荡曲线.

4 结 论

本文中, 我们提出了耦合MBSs的T形双量子
点结构模型, 并且将正常金属电极与超导电极连
接在量子点两端, 利用非平衡格林函数法研究了
能量处于超导子带隙中的Andreev反射性质. 研究
发现, 当只有一个量子点QD1连接在电极两端时,
零费米能附近出现共振峰, 当另一个量子点QD2

与QD1耦合构成T形结构时, 由于量子相干效应,
当入射能量等于QD2能级时出现了Fano振荡. 将
MBSs与QD2连接之后, Andreev反射电导曲线出
现了新的特征. 首先, 在零费米能附近出现了一对
新的Fano型振荡峰, 并且引起原来Fano振荡峰的
位置向两侧移动. 其次, 如果忽略两个MBSs之间
的相互作用, 零费米能点的Andreev反射电导为定
值1/2G0(G0 = 2e2/h), 不受量子点能级、双量子点
之间耦合强度以及量子点与MBSs之间的耦合强
度的影响. 这个结果与T形双量子点耦合一个普通
费米子不同. 此外, 在没有耦合MBSs的T形量子
点结构中, 调节双量子点间的耦合强度可以使零费
米能附近的Andreev反射电导出现由共振带向反
共振带的转变, 而耦合MBSs之后, 又可以使得反
共振消失转而出现新的共振峰. 本文的结果表明,
借助连接在正常金属电极和超导电极之间的耦合

MBSs的 T形双量子点模型, 可以更加灵活地调节
Andreev反射, 是理想的检测MBSs的平台. 这些
研究结果有助于理解与MBSs相关的Andreev反射
现象, 并且对MBSs在量子计算中的应用具有一定
的参考价值.
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Abstract

Owing to their potential applications in topological quantum computation and because of their fundamental interest,
Majorana fermions are currently attracting increasing attention. Numerous theoretical and experimental studies exactly
show that the quantum dot (QD) structure is a good candidate for the detection of Majorana bound state (MBSs). QD
system has many unique transport properties and interesting quantum phenomena, such as quantum interference effect,
Fano effect, etc. In addition, compared with a single QD, a coupled QD structure has many adjustable parameters,
and thus has more important theoretical and practical value, which provides an excellent platform to detect MBSs. In
addition, QD coupled with normal metallic conductor and with superconducting electrode structure exhibits interesting
transport properties. One of these properties is the so-called Andreev reflection (AR). Especially, in the subgap regime,
the current almost entirely originates from the anomalous Andreev channel; such spectroscopy can thus directly probe
any in-gap state. In the present paper, we consider a T-shaped double QD structure with side-coupled to MBSs and
investigate the transport properties through the system by adding a normal and a superconducting lead. We calculate
the AR conductance through the system in the subgap transport. Here we focus on the effects of MBSs on AR through
the system. We find that the AR conductance presents a resonant peak around zero Fermi energy when only one QD
(QD1) connects to metal and superconducting leads. As a consequence of quantum interference, when using another
QD2 side-attached to QD1, a pair of new Fano-type resonant peaks appear and is distributed aside the zero point and the
Fano antiresonant point is at the energy level of the QD2. If an MBS is introduced to couple to QD2, the AR conductance
shows several new features. First, a pair of new Fano-type resonance curves appears and the original ones also persist
except for the position shifting. In addition, the AR conductance value at the zero Fermi energy point is exactly equal
to 1/2G0 (G0 = 2e2/h) in the presence of QD-MBS coupling and zero inter-MBS coupling, which is not dependent on
the inert-dot coupling nor the energy levels of QD nor the strength of the QD-MBS coupling. This feature is different
from which the T-shaped DQD structure side-coupled to a traditional fermions, showing the robust properties of the
Majorana fermions. We also show that in the Andreev reflection conductance curves appear resonance zone changes into
antiresonance near zero Fermi energy by adjusting the coupling strength between the double quantum dots in the system
without MBSs, while the antiresonance disappears and new resonance peaks appear if an MBS is introduced to couple
to QD2. We hope that these results will be helpful for understanding the quantum interference in MBS-assisted AR and
may find significant applications, especially in quantum computation.
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