
 

 

基于码转换的表面码容错通用量子计算实现方法*
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量子计算在处理某类特定问题时展现出巨大潜力, 但其易受噪声干扰的特性要求高效的量子纠错方案.

表面码是一种重要的量子纠错码, 其中二维 (2D)表面码易于实现 Clifford门集, 而三维 (3D)表面码可横截实

现 CCZ门和 CZ门, 通过两者之间的码转换可高效实现容错通用门集. 本文旨在优化 3D表面码的编码线路

设计, 并研究其与 2D表面码之间的码转换机制, 以降低容错通用量子计算的资源开销. 采用基于稳定子实现

的编码线路设计及时隙优化方法, 实现了高效的逻辑态编码; 进一步提出基于融合与分割操作的码转换方案,

并在 Qiskit平台上对码距为 2的实例进行仿真验证. 结果表明, 所设计的编码线路可以在较少时隙内正确编

码, 码转换方案能够有效实现任意逻辑态在 2D表面码与 3D表面码间的相互传输. 本方案避免了魔幻态蒸馏

过程, 为高效实现容错通用量子计算提供了一种新途径.
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 1   引　言

量子计算能够突破传统系统的极限, 近年来在

理论和实验上取得突飞猛进的发展. 中央网络安全

和信息化委员会印发《“十四五”国家信息化规划》,

其中“量子信息”作为关键前沿领域被提及十余次,

充分体现了党和国家对量子科技发展的高度重视.

而且近几年随着大数据时代的到来和人工智能领

域的高速发展, 人们对计算速度和能力的要求越来

越高. 量子叠加原理使量子信息具有存储量大和可

以并行处理等优点, 因此量子计算机相比传统计算

机拥有指数倍增长的数据处理能力, 成为当今最有

前景的前沿技术之一 [1,2].

但是量子信息在存储、传输和处理过程中极容

易出现错误. 为发现和纠正量子错误, 量子信息学

引入了经典信息学中的信道编码体系, 即通过信息

状态的重复和纠缠等方法增加冗余, 从而通过稳定

子测量检测出错信息并纠正, 确保信息准确无误 [3].

为了构建这样一个需要经历噪声和错误的量子计

算机, 需要一种具有容错能力的架构, 将量子信息

先编码成逻辑量子比特, 在逻辑量子比特上进行传

输和相应的逻辑操作, 在此过程中不断地使用量子

纠错来校正计算过程中出现的错误, 最终再将逻辑

量子比特解码为量子信息比特, 这就是量子纠错编

解码产生的意义 [4].

2D表面码 (two-dimensional  surface  codes)

是一种重要的量子纠错码, 其概念在 2003年首次

由 Kitaev[5] 正式提出. 2D表面码由一种复曲面码

(toric codes)演变而来 [6,7], 其二维近邻耦合量子比

特晶格结构、高阈值错误率、低开销以及任意长度

逻辑门的特性, 使其成为实现大规模容错通用量子

计算最有前景的方案之一 [8,9]. 容错通用量子计算

的实现需要结合 Clifford门以及非 Clifford门
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(non-Clifford)[10], 基于表面码的横截操作、稳定子

的测量与校正、拓扑结构的变形、融合和分割操作

以及编织操作等可以实现一个完整的 Clifford门

集 [11].  2025年 6月 ,  Tasler等 [12] 提出了一种在

2D表面码中使用 CCZ门可以进一步提高表面码

错误阈值和逻辑性能的方法, 将物理错误阈值从

约 0.66%提升至约 1.2%. 在 2D表面码上实现容

错通用量子计算的一种途径是借助魔幻态蒸馏技

术 (magic state distillation)[13,14], 虽然目前提出的

方法大大缩小了魔幻态蒸馏需要的资源 [15], 但是

对于每一个 CCZ门都需要相同的资源开销.

2019年, Vasmer和 Browne[16] 在三维拓扑结

构 [17,18] 中研究 3D表面码 (three-dimensional sur-

face codes)并提出了一种可视化的架构, 该架构在

实现非 Clifford门集中的 CCZ门时不需要借助魔

幻态蒸馏. 2021年 3月, Scruby等 [19] 通过 3D表

面码提出了一组完全的有界高度晶格切片, 这些切

片保留了完整 3D表面码的码距和测量误差检测

属性. 2023年, Huang等 [20] 提出了 3D表面码的

Clifford变形, 证明了其在无限偏置的泡利噪声下

具有 50%的错误率阈值, 并提升了其在有限偏置

下的存储性能. 2025年 4月, Lee等 [21] 进一步将

3D环面码推广到模块化量子位, 提供了更丰富的

相结构和激发行为.

综上所述, 2D表面码易于实现 Clifford门集,

而 3D表面码可横截实现 CCZ门, 如果能够在量

子计算过程中适时实现 2D表面码和 3D表面码之

间的转换, 则可以以 2D表面码为主, 遇到非Clifford

门时转换到 3D表面码实现 CCZ门, 从而能够不

借助魔幻态蒸馏实现容错通用量子计算. 因此本文

旨在设计优化 3D表面码的编码线路, 并研究其与

2D表面码之间的码转换机制, 以获得更优的量子

纠错性能, 为高效实现容错通用量子计算提供可行

的途径.

 2   基于稳定子实现的 3D表面码编码
线路设计优化

 2.1    表面码基础结构

 2.1.1    2D表面码结构

量子 2D表面码属于稳定子码 [22], 它将量子比

特排列在可扩展的二维平面结构上, 包括最早提出

的表面码 [23] 以及旋转 45°后形成的更节省物理比

特的表面码 [24]. 图 1(a)是码距为 3的 2D表面码,

图 1(b)是旋转后的 2D表面码.
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图 1　2D表面码结构图　(a) 旋转前; (b) 旋转后

Fig. 1. Structure diagram of 2D surface code: (a) Before ro-

tation; (b) after rotation.
 

量子 2D表面码将量子比特置于顶点, 晶格面

红和蓝二着色, X稳定子和 Z稳定子关联于不同

颜色的面. 在图 1中, 白色比特为数据比特, 黑色

比特为测量比特, 蓝色区域为 X型稳定子, 红色区

域为 Z型稳定子. 从图中可以看出不同类型的稳

定子间都有 0个或 2个, 即偶数个共同的数据比

特, 因此它们互相对易, 又因为同类型的稳定子之

间也互相对易, 所以所有的稳定子之间均满足对易

性; 所有稳定子也满足独立性, 即任何一个稳定子

都不能由其他稳定子直积得到. 如果定义红色区域

为 X型稳定子, 蓝色区域为 Z型稳定子, 则可以形

成另外一种表面码.

XL

ZL

XL ZL

XL ZL

表面码有两种边界:  X型稳定子所形成的

X 边界, 又称光滑边界; Z型稳定子所形成的 Z 边

界, 又称粗糙边界. 连接两个 X 边界且与所经过的

每个 Z型稳定子有偶数个共同数据比特的连线上

的所有数据比特X操作的直积就是X逻辑操作  ;

类似地, 连接两个 Z 边界且与所经过的每个 X型

稳定子有偶数个共同数据比特的连线上的所有数

据比特 Z操作的直积就是 Z逻辑操作  . 信息比

特要选择为  和   所涉及的共同量子比特, 可

以看出  和  与所有的稳定子对易, 两者反对易.

 2.1.2    3D表面码结构

量子 3D表面码的结构如图 2所示, 图 2(a)是

可扩展的码距为 d 的 3D表面码, 图 2(b)是一个

具体的码距为 3的 3D表面码. 量子 3D表面码是

2D表面码在三维的类比扩展, 其数据量子比特也

被放置在 3D晶格的各个顶点上, 由图中绿色球表

示. 量子 3D表面码的 X稳定子与晶格的体积相关
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SCc(c=r,g,b)

联, Z稳定子与晶格的面关联, 晶格体红、绿、蓝三

着色 [16]. 基于该结构可以定义三种量子纠错码, 记

为  , X型稳定子是颜色 c 所对应的体结

构, 由该体结构所涉及数据量子比特的 X操作构

成; Z型稳定子由另外两种颜色的共同面标识, 由

该平面所涉及数据量子比特的 Z操作构成. 不同

颜色 3D表面码的 X和 Z型稳定子如图 3所示 ,

图中红码和蓝码的 X型稳定子的体结构是相同的,

由相应颜色的立方八面体构成, Z型稳定子分别由

蓝绿面和红绿面构成; 绿码的 X型稳定子由绿色

八面体构成, Z型稳定子由红蓝面构成. 与 2D旋

转表面码边界处的稳定子类似, 图 2中边界处增加

的弓形稳定子保证所有量子比特均涉及 X型和

Z型两种稳定子, 形成连续边界.

d2

2d(d− 1)

d− 1

为方便判断量子比特数和三种不同码稳定子

数量, 按照水平方向将 3D表面码划分为“棋盘层”

和“菱形层”, 分别如图 4(a)和图 4(b)所示, 每个

顶点处放置数据量子比特. 每个棋盘层都有   个

量子比特, 菱形层实际上是由棋盘层每边中点处的

量子比特构成的, 每个菱形层有   个量子

比特. 码距为 d 的 3D表面码含有 d 个棋盘层和

 个菱形层, 因此物理量子比特数量为 

n = d3 + 2d(d− 1)2 = 3d3 − 4d2 + 2d, (1)

结合分析图 3和图 4可以得到 3D表面码三

种不同颜色码的稳定子数目, 如表 1所列, 详细分

析过程见文献 [16].

SC(c)

SC(c′) SC(c′′)

与 2D表面码类似, 3D表面码也有粗糙边界

和光滑边界, 在图 2中, 前后两个面对应于红码和

绿码的 X型稳定子, 蓝码的 Z型稳定子, 因此称为

红码和绿码的光滑边界, 蓝码的粗糙边界; 类似地,

左右两个面为蓝码和绿码的光滑边界、红码的粗糙

边界; 上下两个面为红码和蓝码的光滑边界、绿码

的粗糙边界. 这里额外定义立方晶格的颜色边界;

c 边界对应于   的粗糙边界 (Z 边界), 对应于

 和   的光滑边界 (X 边界). 根据此定义

可以看到, 前后两个面对应于蓝色边界, 左右两个

面对应于红色边界, 上下两个面对应于绿色边界.

逻辑 X操作为连接两对光滑边界的平面上所有量

子比特的 X操作的直积, 逻辑 Z操作为连接两个

 

(a) (b)

图 2    3D表面码结构图　(a)码距为 d 的可扩展 3D表面

码; (b)码距为 3的 3D表面码

Fig. 2. Structure  diagram  of  3D  surface  code:  (a)  Scalable

with code distance d; (b) specific case with code distance 3.
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图 3    三种 3D表面码的 X和 Z型稳定子示意图

Fig. 3. Diagram of X and Z stabilizers for three types of 3D

surface codes.

 

(a) (b)

图 4    (a) 棋盘层; (b)菱形层

Fig. 4. (a) Checkerboard layers; (b) diamond layers.

 

表 1    3D表面码中红绿蓝码的稳定子与逻辑量子比特数目
Table 1.    Number of stabilizers and logical qubits of rgb codes in the 3D surface code.

编码 X稳定子数目 Z稳定子数目 稳定子总数目 逻辑量子比特数k

SCr SCb 和  (d− 1)(d2 + d)/2 (d− 1)(5d2 − 3d+ 2)/2 3d3 − 4d2 + 2d− 1 1

SCg d2(d− 1) (d− 1)(2d2 − d+ 1) 3d3 − 4d2 + 2d− 1 1
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Zc Xc

粗糙面的棱上所有量子比特的 Z操作直积. 对于

红码, 光滑边界为前后面和上下面, 粗糙边界为左

右面, 因此逻辑 X操作可以选择左侧面或者右侧

面, 逻辑 Z操作为连接左右面的棱; 对于绿码, 光

滑边界为前后面和左右面, 逻辑 X操作选择为下

底面或者上底面, 逻辑 Z操作为连接上下面的棱;

对于蓝码, 光滑边界为左右面和上下面, 逻辑 X操

作选择为前面或者后面, 逻辑 Z操作为连接前后

面的棱. 单个堆栈即图 2中三种 3D表面码的逻辑

操作  和  , 如图 5所示, 图中红码的逻辑 X操

作选取为右侧面, 蓝码的逻辑 X操作选取为前面,

绿码的逻辑 X操作选取为上底面.
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图 5　3D表面码的逻辑操作示意图

Fig. 5. Diagram of logical operations for the 3D surface code.
 

 2.2    3D 表面码编码线路设计与仿真

 2.2.1    编码线路的设计与优化原理

|0⟩
|0⟩

|0⟩L
|1⟩ XL

|1⟩L

|0⟩

编码线路的实现方法主要有两种: 一种是基于

稳定子测量和纠正的编码线路 [25]; 第二种是基于

稳定子实现的编码线路 [26]. 由于基于稳定子测量

的编码线路在编码过程中会发生随机塌缩, 需要根

据测量得到的结果添加必要的纠正操作才能正确

编码. 基于稳定子测量的编码线路方法所消耗的资

源较多, 所以本文基于稳定子的实现设计编码线

路. 编码线路的第一部分是逻辑操作的实现, 首先

需要选取 X逻辑操作和 Z逻辑操作共同涉及的量

子比特作为信息比特, 将辅助物理量子比特初始化

为  , 然后利用信息比特控制逻辑操作的其他比

特. 在此过程中, 若信息比特为  , 则此部分量子

线路不起作用, 后面将实现  的编码, 若信息比

特为  , 则相当于对初态进行了  操作, 最终将

实现  的编码. 第二部分是利用 H门和 CNOT

门逐个实现所有 X型稳定子. 单个稳定子的实现

可以首先对稳定子涉及的初态为  的量子比特进

行 H 操作, 然后利用该比特控制稳定子涉及的其

他量子比特以实现稳定子. 此过程可以描述为 

CNckCNcjCNciHc |0⟩c |A⟩i |B⟩j |C⟩k

=
1√
2
CNckCNcjCNci(|0⟩c + |1⟩c) |A⟩i |B⟩j |C⟩k

=
1√
2

(
|0⟩c |A⟩i |B⟩j |C⟩k + |1⟩c

∣∣Ā⟩
i

∣∣B̄⟩
j

∣∣C̄⟩
k

)
=

1√
2
(I +XcXiXjXk) |0⟩c |A⟩i |B⟩j |C⟩k , (2)

|ψ⟩i CNci

Hi

其中,    表示第 i 个量子比特 ,    表示以第

c 个量子比特为控制比特, 第 i 个量子比特为目标

比特的 CNOT门,   表示对第 i 个量子比特作用

H门. 依次实现所有的稳定子就可以实现信息比特

的编码.

编码线路的优化主要是根据量子门之间的对

易性进行量子门顺序的调整, 对整个编码线路进行

时隙的划分, 在同一个时隙里放置尽可能多的量子

门, 从而减小量子比特的存储错误, 提高整个线路

的正确率.  在优化过程中用到的对易性主要是

CNOT门的对易性, 具体包括: 拥有共同控制比特

的两个 CNOT门是对易的; 拥有共同目标比特的

两个 CNOT门是对易的; 若同一个量子比特在两

个 CNOT门中分别用作控制比特和目标比特, 则

这两个门是非对易的.

基于稳定子实现的编码线路会因为 CNOT门

的存在而产生错误的传播, 带来多比特错误, 针对

此问题可以采用的解决方案包括: 1)添加 flag比

特, 通过对 flag比特的测量判断编码线路在指定位

置是否出错 [27,28], 再结合稳定子测量的结果进行纠

错从而得到正确的编码 [26]; 2)由于基于稳定子实

现的编码过程消耗的资源较少, 且量子门的精度很

高, 编码过程中出错的概率很低, 而且整个编码线

路处于量子计算前端, 如果编码过程中允许一定的

失败概率, 则可以仅在编码线路之后添加一轮症状

测量, 发现有误码时直接舍弃此次编码的逻辑比

特, 重置辅助量子比特, 重新编码即可. 本文将采

用第 2种策略设计编码线路.

 2.2.2    [[12, 1, 2]] 3D表面码编码线路的设计

与仿真

随着量子计算技术的快速发展, 量子仿真平台

成为研究量子算法、验证量子计算理论的重要工

具. 目前主流的量子仿真平台有 IBM公司推出的
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Qiskit仿真平台、Google公司推出的 Google Cirq

仿真平台、本源量子推出的 OriginQ仿真平台等.

本文选用 Qiskit平台进行仿真, Qiskit支持开源

Python库, 支持量子线路的在线构建和仿真, 并提

供了高性能的量子仿真器 Qiskit Aer. 由于 Qiskit

对量子比特数量的限制, 下面以码距为 2的 [[12, 1,

2]] 3D表面码为例对所设计的编码线路进行仿真.

X5 X6 X7 X8 X9

X10 X11 X12 X1 X3 X5 X2 X4 X7

Z6 Z9 Z6 Z10 Z8 Z11 Z8 Z12 Z2 Z6 Z7 Z1

Z5 Z6 Z4 Z7 Z8 Z3 Z5 Z8 X r

X3 X4 X8 X11 X12 Z r = Z1 Z3

[[12, 1, 2]] 3D表面码结构如图 6所示, 包括

两个棋盘层和一个菱形层, 其中绿色球体表示数据

量子比特, 编号如图 6右图所示, 稳定子的标识与

图 2一致. 根据图 3中的定义, 可以得到 [[12, 1, 2]]

3D表面码红码的 X型稳定子为:          

     ,       ,       ; Z型稳定子

为:   ,   ,   ,   ,   ,  

 ,    ,    ; X逻辑操作为    =

 ; Z逻辑操作为   . 基

于稳定子实现得到的编码线路如图 7所示.
 
 

1

2

3

7

5

8

6

4

9

10

11

12

图 6　[[12, 1, 2]] 3D表面码示意图

Fig. 6. Diagram of the [[12, 1, 2]] 3D surface code.
 
 
 

1 





2

3
4
5

6

7
8
9
10
11
12

|0>

|0>

|>
|0>
|0>

|0>

|0>
|0>
|0>
|0>
|0>
|0>

图 7　[[12, 1, 2]] 3D表面码红码编码线路图

Fig. 7. Quantum encoding circuit for the [[12, 1, 2]] 3D sur-

face code (Red code).
 

|0⟩ |1⟩ |+⟩
|−⟩

分别设置信息比特的值为  ,    ,    和

 , 得到 [[12, 1, 2]] 3D表面码红码的码字结果如

附录 A中表 A1所列. 对整个编码线路进行时隙优

化后的线路如图 8所示, 整个线路需要的时隙数

由 18个减小为 8个, 而稳定子的最大权重为 8, 即

施加 H门的量子比特需要与该稳定子涉及的其余

7个量子比特进行 CNOT操作, 因此这已经是最

优的结果.
 
 

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

|0>

|0>

|>
|0>

|0>

|0>

|0>

|0>

|0>

|0>

|0>

|0>







图 8　时隙优化后的 [[12, 1, 2]] 3D表面码红码编码线路图

Fig. 8. Time-slot  optimized  [[12,  1,  2]]  3D surface  code  en-

coding circuit diagram (Red code).
 

X1 X5 X6 X9 X2

X6 X7 X10 X3 X5 X8 X11 X4 X7 X8 X12

Z1 Z3 Z5 Z1 Z2 Z6 Z2 Z4 Z7 Z3 Z4

Z8 Z5 Z9 Z11 Z6 Z9 Z10 Z7 Z10 Z12

Xg X1 X2 X3 X4 Zg

Z3 Z11

|0⟩ |1⟩ |+⟩ |−⟩

根据图 3中的定义, 可以得到 [[12, 1, 2]] 3D

表面码绿码的 X型稳定子为:          ,   

     ,         ,         ; Z型

稳定子为:       ,       ,       ,    

 ,       ,       ,       ; X逻辑操

作为:    =         ; Z逻辑操作为:    =

   . 基于稳定子实现得到的编码线路如图 9所

示, 分别设置信息比特的值为  ,   ,   和  ,

得到 [[12, 1, 2]] 3D表面码绿码的码字如附录 A中

表 A2所列. 对整个编码线路进行时隙优化后的线

路如图 10所示, 需要的时隙数目由 19个降低为

4个. 同理, 由于其稳定子的最大权重为 4, 因此这

也是最优的结果. 此线路时隙优化效果较好的原因

是其 X型稳定子的长度比较均衡.
 
 

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

11

12

|0>
|0>
|>
|0>
|0>
|0>
|0>
|0>
|0>

|0>

|0>

|0>









图 9　[[12, 1, 2]] 3D表面码绿码编码线路图

Fig. 9. Quantum encoding circuit for the [[12, 1, 2]] 3D sur-

face code (Green code).
 

O(L2)

通过红码和蓝码的优化线路可以看出, 优化

后的线路在最大稳定子权重个时隙内实现了编码,

达到了最优设计. 但是当扩展到更大码距时, 由

于 X型逻辑操作涉及的量子比特数目为   ,
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O(L)

在 Z基下编码需要实现 X型稳定子, 因此需要的

时隙数目将受到 X型逻辑操作长度的限制, 不能

达到  
[29,30], 此时可以在 X基下进行编码, 实

现线型的 Z逻辑操作, 从而逼近理论值.

1 ↔ 12 2 ↔ 10 3 ↔ 11 4 ↔ 9

5 ↔ 8 6 ↔ 7

|0⟩ |1⟩ |+⟩ |−⟩

由于蓝码和红码的相似性, 可以仅仅改变量子

比特的编号得到, 红码和蓝码的量子比特之间的对

应关系可以看作:   ,   ,   ,   ,

 ,   , 这里不再给出编码线路, 分别设置

信息比特的值为  ,   ,   和  , 得到 [[12, 1,

2]] 3D表面码蓝码的码字如附录 A中表 A3所列.

 3   2D表面码与 3D表面码之间的转换

 3.1    2D 表面码与 3D 表面码逻辑门集性质

X,Z,S,H,CNOT,CZ
T,CCNOT,CCZ

T

2D表面码的结构与当下主流的量子计算芯片

一致, 且相较于 3D表面码更容易实现, 因此目前

实现容错通用量子计算主要基于 2D表面码. 容错

通用门集由 Clifford门集   和非

Clifford门集  中的至少一个构成 [10],

而基于表面码的横截操作, 稳定子的测量与校正、

拓扑结构的变形、融合和分割操作、编织操作等可

以实现一个完整的 Clifford门集 [11]. 目前通常选择

实现非 Clifford门集中的  门以在 2D表面码上实

现容错通用量子计算, 而 T门需要借助魔幻态蒸

馏来实现 [31], 对每一个 T门都需要消耗较多的量

子比特和量子门. 3D表面码对于非 Clifford门之一

的 CCZ门是横截的 [16], 能够不借助魔幻态蒸馏实

现非 Clifford门, 从而节省资源.

在 CCZ门中如果令一个控制比特为 1, 则可

以在另外一个控制比特和目标比特之间实现 CZ

SC(c) SC(c′) SC(c′′)

c, c′, c′′ ∈ {r, g, b} c ̸= c′ ̸= c′′ SC(c) SC(c′)

SC(c′′)

SC(c) SC(c′)

SC(c) SC(c′)

门. 由此可知控制比特 1的 X逻辑操作涉及的量

子比特之间的横截 CCZ门对于 CZ门的实现起到

了实质性作用, 其余的横截 CCZ门没有起到作用,

因此 CZ门也能够在 3D表面码中进行简化的横截

实现. 设这三种码分别为   ,    和   ,

 ,    , 在   和   之

间实现横截 CZ逻辑门的方案是, 对于  的逻

辑 X操作涉及的比特, 在   和   的对应比

特之间进行 CZ操作 , 即对图 5中   和  

在 c′′面上的对应比特之间进行横截 CZ操作即可.

证明 CZ门的横截性需要用到下面两个引理,

引理的证明过程详见文献 [16].

引理 1　在 3D表面码结构中, 任意三个来自

不同码的 X稳定子重叠的量子比特数目是偶数,

任意一个码的 X逻辑操作与分别来自其他两个码

的另外两个 X稳定子有偶数个共同比特.

{aj}
引理 2　给定有限个相同长度的二进制向量

 , 它们和的奇偶性等于各自奇偶性的和. 即假

设有 n 个相同长度的二进制向量, 将它们对应位置

相加得到新向量的奇偶性和把每个向量的奇偶性

相加的结果相同.

CZ门的横截性证明过程如下: 

CZ|αβ⟩cc′ =
∑

t∈Gα
c ; u∈Gβ

c′

(−1)|t⊙u||t⟩c|u⟩c′ , (3)

t⊙ u c′′

|t|
其中  表示对  面内的比特按位进行二进制乘

积,   表示 t 的汉明重量.

(−1)|t⊙u| t⊙ u下面分析  的值. 将上述  展开:
 

t⊙ u = (αX(c) + t′)⊙ (βX(c′) + u′)

= αβ
(
X(c) ⊙X(c′)

)
+ α

(
X(c) ⊙ u′

)
+ β(t′ ⊙X(c′)) + (t′ ⊙ u′), (4)

t′ ∈ G0
(c) u′ ∈ G0

(c′)其中  ,   .

|00⟩ (t′ ⊙ u′)

SC(c) SC(c′)

(−1)|t⊙u| = 1 |01⟩ (t′ ⊙X(c′))+

(t′ ⊙ u′) t′ ⊙X(c′)

Zc SC(c)

(−1)|t⊙u| = 1 |10⟩
|11⟩

(
X(c) ⊙X(c′)

)
|
(
X(c) ⊙X(c′)

)
| = 1

(−1)|t⊙u| = −1

对于  态 ,  对应   ,  其汉明重量为

c′′面上  和  的 X稳定子重叠的量子比特

数目, 由引理 1可知, 重叠的数目总是偶数, 因此

 . 对于   态, 其指数为  

 , 对于  , 其含义为 c′′面和c'面的共

同棱, 即  与  的 X稳定子重叠的数目, 为偶

数. 由引理 2可知   , 对于   态也类

似. 对于  态, 其指数取决于  的奇

偶性, 由图 5可以看出三种码的 X逻辑操作在立

方体的一个顶点重合, 因此   ,

由引理 2得:   .
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图 10    时隙优化后的 [[12, 1, 2]] 3D表面码绿码编码线路图

Fig. 10. Time-slot optimized [[12, 1, 2]] 3D surface code en-

coding circuit diagram (Green code).

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 75, No. 8 (2026)    080601

080601-6

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


综上, 通过部分横截操作可以实现逻辑 CZ

门. 且 3D表面码属于 CSS码, 因此同色 3D表面

码间的 CNOT门是横截的 [32–34].

 3.2    基于码转换的表面码容错通用量子计算
实现方案

X,Z

CCZ,CZ

X,Z,H,CNOT

在 3D表面码中能够横截实现  门, 在同色

3D表面码之间能够横截实现 CNOT门, 在异色

3D表面码之间能够横截实现   门 .  利用

2D表面码能够较容易地实现   门 ,

且 2D表面码的量子比特数目比 3D表面码少, 若

能实现 2D表面码和 3D表面码间的转换, 则可以

以 2D表面码为主, 遇到 CCZ门时转到 3D表面码

实现, 从而能够不借助魔幻态蒸馏实现容错通用量

子计算.

X,Z,H,CNOT,CZ,CCZ

基于码转换的表面码容错通用量子计算流程

如图 11所示. 第一步是逻辑层面量子线路的优化,

基于  来实现量子线路, 一个

额外的优化目标是 CCZ门和 H门、异色 3D表面

码间的 CNOT门不要频繁地交替出现, 这样可以

X,Z,CZ

避免在两种码之间频繁地转换. 如果量子线路要执

行的是 CCZ门, 则将该量子线路涉及的三个逻辑

量子态分别转换为 3D表面码的红码、蓝码和绿码,

继而可以横截实现 CCZ门; 整个计算实现的流程

以 2D表面码为主, 但是转换到 3D表面码后, 如

果后续的量子门是在 3D表面码中横截实现的量

子门, 比如逻辑   门和同色 3D表面码间的

CNOT门时则继续在 3D表面码中进行, 从而避免

频繁地在两种码字之间转换. 整个计算过程完成

后, 按照量子比特所处的编码空间进行纠错和解码

恢复出量子信息.

 4   基于融合与分割的 2D表面码和 3D
表面码间码转换方案

在基于边界的表面码中进行融合与分割的方

法由 Horsman等 [24] 在 2012年提出, 本节首先简

单回顾粗糙融合、光滑融合和粗糙分割、光滑分割

的原理, 然后基于融合与分割方法提出 2D表面码

与 3D表面码间码转换的方案并进行仿真验证.

 4.1    融合与分割操作

Q1

Q2 Q3 |0⟩

∣∣0⟩∣∣1⟩
Xnew = XL1 = XL2

Znew = ZL1 ⊗ ZL2

融合操作的作用是将相对独立的两个表面码

进行合并, 融合成为一个表面码. 融合操作的实现,

是通过测量两个独立表面码结合后边界上新产生

的稳定子来完成的. 根据融合边界的不同, 可以分

为粗糙融合和光滑融合, 如图 12所示. 粗糙融合

指的是将两个独立表面码的粗糙边界 (Z 边界)进

行融合操作, 如图 12(a)所示. 将辅助量子比特  ,

 ,   设置为  态, 测量新增加的 4个 X型稳定

子, 得到一个新的表面码. 根据四个 X型稳定子测

量结果的乘积, 可以得到新的表面码的逻辑  态

和  态, 融合后的逻辑 X操作与融合前表面码

的逻辑 X操作一致 , 即   ; 逻辑

Z操作是融合前表面码的逻辑 Z操作的直积, 即

 .

Q1 Q2 Q3 |+⟩

|+⟩ |−⟩
Znew =

光滑融合指的是将两个独立表面码的光滑边

界 (X 边界)进行融合操作, 如图 12(b)所示. 将辅

助量子比特  ,    ,    设置为   态, 测量新增

加的 4个 Z型稳定子, 得到一个新的表面码. 根据

四个 Z型稳定子测量结果的乘积, 可以得到新的

表面码的逻辑  态和   态, 融合后的逻辑 Z操

作与融合前表面码的逻辑 Z操作一致, 即  

 

开始

结束

逻辑层面
量子线路优化

2D表面码
编码

转换到
2D表面码

转换到
3D表面码

执行量子门

执行量子门

2D表面码
解码

3D表面码
解码

CCZ门?

线路结束?
异色

CNOT门?

H门? 线路结束?

是

否

是 否

是

是

是

否

否否

图 11    基于码转换的表面码容错通用量子计算流程图

Fig. 11. Flowchart  of  code-conversion-based  surface  code

fault-tolerant universal quantum computation.
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ZL1 = ZL2

Xnew = XL1 ⊗XL2

 ;  逻辑 X操作是融合前表面码的逻辑

X操作的直积, 即  . 不论哪种融

合方式, 新的表面码中都包含原有表面码幅度的信

息和稳定子测量结果乘积的信息.

Q1 Q2 Q3

XL1 ⊗XL2

分割操作相当于融合操作的逆过程, 通过在某

一测量基下对单个量子比特进行测量从而消除正

交基下的稳定子, 最终正交基下的联合逻辑操作可

以视为分割形成的两个表面码的稳定子. 与融合操

作类似, 分割操作根据分割后新生成的边界类型分

为粗糙分割和光滑分割. 粗糙分割如图 13(a)所示,

通过对  ,    和   在 Z基下进行测量和纠正,

每次测量过程中会使得与测量比特相连的 2个

Z型稳定子由四端变为三端, 一个 X型稳定子消

失, 最终形成了图 13(a)中蓝色大长方形所示的

X型稳定子, 其实际上是左右两个表面码 X逻辑

操作的直积态, 即  是分割操作后的表面

码的稳定子, 最终得到的量子状态为 

α |+⟩L + β |−⟩L = α |++⟩L1L2
+ β |−−⟩L1L2

. (5)

可以看到, 粗糙分割操作会形成两个表面码

在 X基下的纠缠态. 如果对其中的一个量子比特

在 Z基下进行逻辑测量, 必要的时候添加 X逻辑

操作, 则得到了携带相同信息的小表面码, 可以理

解为实现了大表面码向小表面码的转换. 进行分割

操作后, X逻辑操作长度不变, Z逻辑操作被分割

成两部分.

Q1

Q2 Q3

ZL1 ⊗ ZL2

同理, 光滑分割如图 13(b)所示, 通过对   ,

 和   在 X基下进行测量和纠正, 最终形成了

图 13(b)中红色大长方形所示的 Z型稳定子, 即

 是分割操作后的表面码的稳定子, 最终

得到的量子状态为 

γ |0⟩L + δ |1⟩L = γ |00⟩L1L2
+ δ |11⟩L1L2

. (6)

同样,  光滑分割操作会形成两个表面码在

Z基下的纠缠态. 从图形和表达式都可以看出, 在

光滑分割过程中, Z逻辑操作不变, X逻辑操作被

分割成两部分.

 4.2    基于融合与分割的码转换实现方法

2D表面码的融合与分割操作可以扩展到 2D

表面码和 3D表面码之间. 融合与分割操作实际上

是对两个表面码进行逻辑层面的联合测量, 在 3D

表面码中 X逻辑操作是面结构, 进行联合测量涉

及的比特数目较多, 而 Z逻辑操作是线结构, 因此

可以基于光滑融合与分割实现 2D表面码和 3D

表面码之间的转换.
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图 12    表面码的融合操作　(a)粗糙融合; (b)光滑融合

Fig. 12. Merging operations in surface codes: (a) Rough merging; (b) smooth merging.
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图 13    表面码的分割操作　(a)粗糙分割; (b)光滑分割

Fig. 13. Splitting operations in surface codes: (a) Rough splitting; (b) smooth splitting.
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利用光滑融合与光滑分割的方法实现 2D表

面码和 3D表面码间转换的码间拼接如图 14所示,

图中绿色的球表示数据量子比特, 黑色的球表示辅

助量子比特, 红色网格表示新增加的 Z型稳定子,

蓝色网格表示 2D表面码和 3D表面码原 X型稳

定子的扩展部分, 通过辅助比特的初始化, 扩展后

的 X型稳定子会自动满足. 2D表面码与 3D表面

码蓝码间码转换的码间拼接如图 14(a)所示, 2D

表面码与 3D表面码绿码间码转换的码间拼接如

图 14(b)所示. 由于红码和蓝码的相似性, 2D表面

码与红码间码转换的码间拼接与图 14(a)类似, 只

需更改 2D表面码的位置, 将其与 3D表面码红码

的逻辑 Z操作置于同一平面即可. 下面以 2D表面

码转换到 3D表面码为例来描述主要步骤.

 
 

(a)

(b)

图 14　 2D表面码与 3D表面码间码转换的拼接方式　

(a) 3D表面码蓝码与 2D表面码的拼接 ; (b) 3D表面码绿

码与 2D表面码的拼接

Fig. 14. Splicing  scheme  for  inter-code  conversion  between

2D and 3D surface  codes:  (a)  Splicing  between  3D surface

blue code and 2D surface code; (b) splicing between 3D sur-

face green code and 2D surface code.
  ∣∣ψ⟩

|+⟩
|+⟩

第一步, 设 2D表面码的逻辑量子态为   ,

将 3D表面码的信息比特设为  , 并将其编码为

逻辑量子比特  , 其中  ∣∣ψ⟩ = α
∣∣0⟩+ β

∣∣1⟩ , |+⟩ = 1√
2

(∣∣0⟩+ ∣∣1⟩) . (7)
|+⟩
|+⟩

第二步, 按照图 14所示的连接方式, 将辅助

量子比特设置为  态, 对新增加的 Z型稳定子进

行测量, 并且对  涉及的物理比特添加纠正操作

使得所有的稳定子得到满足, 然后对辅助量子比特

在 X基下进行测量, 对其涉及的 X型稳定子进行

纠错操作, 从而得到纠缠态:  ∣∣ψ⟩′ = α
∣∣00⟩+ β

∣∣11⟩ . (8)

第三步, 在 X基下对 2D表面码进行逻辑测

量, 不同的测量结果 M 对应的逻辑态为 

M = 0 :
∣∣ψ⟩ ′′ = α

∣∣0⟩+ β
∣∣1⟩ ,

M = 1 :
∣∣ψ⟩ ′′ = α

∣∣0⟩− β
∣∣1⟩ . (9)

|+⟩
|−⟩

第四步, 根据测量结果对 3D表面码添加逻辑

Z纠正操作. M = 0, 即 2D表面码塌缩为  态时

无需进行操作; M = 1, 即 2D表面码塌缩为  态

时对 3D表面码添加逻辑 Z纠正操作即可得到相

应逻辑量子态的 3D表面码.

|+⟩

将 3D表面码转换到 2D表面码时, 步骤与上

述过程类似, 不同之处在于: 将 2D表面码编码为

 , 通过融合与分割操作得到纠缠态后, 对 3D表

面码在 X基下进行逻辑测量, 并根据测量结果对

2D表面码进行纠正即可.

 4.3    基于融合与分割的码转换实现线路
设计及仿真

ZL1 Z11Z12 ZL2 Z14Z15

由于 Qiskit对量子比特数量的限制, 下面以

[[12, 1, 2]] 3D表面码蓝码和 [[5, 1, 2]] 2D表面码

之间的转换为例进行线路设计及仿真. 两个表面码

的连接方式以及量子比特编号如图 15所示, 图中

绿色球表示数据量子比特, 黑色的 13号球表示辅

助量子比特,  红色网格表示新增加的待测量的

Z型稳定子, 蓝色网格表示 2D表面码和 3D表面

码原 X型稳定子的扩展部分 ,  联合测量的逻辑

Z操作分别为:   =  ,   =  .

 

1

9

11

14

15

13

16

17

18

2

3

4

8
5

12

图 15    [[5, 1, 2]] 2D表面码与 [[12, 1, 2]] 3D表面码蓝码间

码转换拼接示意图

Fig. 15. Diagram of  code  conversion  between  [[5,  1,  2]]  2D

and [[12, 1, 2]] 3D surface codes.
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 4.3.1    2D表面码向 3D表面码转换

Q13 |+⟩
X8X11X12 X14X15X16

X8X11X12X13

X13X14X15X16

Z12Z13Z15 Z11Z13Z14

M1 M2 M1

X12X7X10X2X4 M2

X11X5X9X1X3

Q13

Z12Z15

X8X11X12 X14X15X16

Z11Z12

参考 4.2节所述步骤, 首先将辅助数据量子比

特  初始化为  态, 3D表面码与 2D表面码边

界处的三端 X型稳定子  ,   都

变成了自动满足的四端稳定子  ,

 ; 第二步, 依次对两个表面码之间

新生成的 Z型稳定子   ,    进行

测量, 测量结果分别记为   ,    ,    对应的纠

正操作为  ,   对应的纠正操作为

 , 施加纠正操作后实现光滑融合 ;

然后在 X基下对辅助量子比特   进行测量, 若

测量结果为 1, 则添加   纠正操作使得三端

X型稳定子   ,    得到满足, 以

实现光滑分割操作得到纠缠态; 第三步, 在 X基下

对 2D表面码进行逻辑测量; 第四步, 若测量结果

为 1, 则添加逻辑 Z纠正操作   , 实现 2D表

面码与 3D表面码间的码转换. 整个编码线路如

图 16所示. 红色虚线框内对应的是编码实现 [[12,

1, 2]] 3D表面码蓝码, 蓝色虚线框内对应的是编码

实现 [[5, 1, 2]] 2D表面码; 绿色虚线框内对应的是

测量两个表面码之间新生成的 Z型稳定子并进行

对应纠正操作; 橙色虚线框内对应的是测量辅助量

子比特并根据测量结果进行对应纠正操作; 紫色虚

线框内对应的是对 2D表面码进行逻辑测量并根

据测量结果进行对应纠正操作.

Q14 |0⟩

|1⟩ |+⟩ |−⟩

∣∣0⟩ ∣∣1⟩
|+⟩ |−⟩

0.6 |0⟩+ 0.8 |1⟩

M1,M2,M3,M4

M1,M2,M3,M4

分别设置 2D表面码的信息比特   为   ,

 ,   和  对所设计的码转换线路进行仿真验

证, 运行编码线路, 将得到的码字结果与附录 A中

表 A3 [[12, 1, 2]] 3D表面码蓝码的码字进行对照,

结果表明 2D表面码编码的四种量子态   ,    ,

 和   通过码转换线路传输到了 3D表面码蓝

码中. 当设置 [[5, 1, 2]] 2D表面码的信息比特为

 时, 将线路运行 102400次并统计运

行结果, 得到   的测量结果如图 17

所示, 得到 3D表面码码字概率分布直方图如图 18

所示, 可以看出  是随机塌缩的且得

到的码字结果概率分布符合预期, 成功实现了任意

量子态 2D表面码向 3D表面码的转换.
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图 16    2D表面码向 3D表面码转换线路图

Fig. 16. Circuit diagram for 2D to 3D surface code conversion.
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Fig. 17. Probability  distribution  diagram  for   

 .
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 4.3.2    3D表面码向 2D表面码转换

Q11

α |0⟩+ β |1⟩
Q14 Q13 |+⟩

M1 X15X18

M2 X14X17

X1X3X5X9X11

|+⟩ |−⟩ M4

3D表面码向 2D表面码转换的编码线路如

图 19所示, 图中不同颜色虚线框内编码线路对应

实现的功能与 2D表面码向 3D表面码转换相同.

不同的是, 3D表面码的信息比特   可以初始化

为任意量子态  , 2D表面码的信息比特

 和辅助数据量子比特   均初始化为   态;

绿色虚线框内  对应的纠正操作变为   ,

 对应的纠正操作变为   ; 紫色虚线框内

对 3D表面码进行逻辑操作  的测量

使之塌缩到  或者   态;    测量结果为 1时

Z14Z15对 2D表面码添加逻辑 Z纠正操作  .

∣∣0⟩ ∣∣1⟩为方便结果验证, 这里先给出 [[5, 1, 2]] 2D表

面码  和  的码字, 如表 2所列.
  

表 2    [[5, 1, 2]] 2D表面码码字
Table 2.    Codeword  in  the  [[5,  1,  2]]  2D  surface  code.∣∣0⟩ ∣∣1⟩ ∣∣0⟩ ∣∣1⟩

+ |00000⟩ + |01001⟩ + |00111⟩ + |01110⟩

+ |11011⟩ + |10010⟩ + |11100⟩ + |10101⟩
 

|0⟩ |1⟩ |+⟩ |−⟩

∣∣0⟩ ∣∣1⟩ |+⟩ |−⟩

分别设置 [[12, 1, 2]] 3D表面码蓝码的信息量

子位为  ,    ,    和   , 运行编码线路得到的

码字结果如表 3所列. 将结果与表 2进行对照, 易

验证所设计的量子线路成功将 3D表面码蓝码编

码的四种量子态  ,   ,   和  传输到了 2D

表面码中.
  

表 3    3D表面码向 2D表面码码转换结果
Table 3.    Conversion results from 3D surface code to 2D

surface code.∣∣0⟩ ∣∣1⟩ ∣∣+⟩ ∣∣−⟩
+ |00000⟩ + |01001⟩ + |00000⟩ + |00000⟩

+ |00111⟩ + |01110⟩ + |00111⟩ + |00111⟩

+ |11011⟩ + |10010⟩ + |01001⟩ − |01001⟩

+ |11100⟩ + |10101⟩ + |01110⟩ − |01110⟩

+ |10010⟩ − |10010⟩

+ |10101⟩ − |10101⟩

+ |11011⟩ + |11011⟩

+ |11100⟩ + |11100⟩
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0.6
∣∣0⟩+ 0.8

∣∣1⟩图 18    2D表面码   转换为 3D表面码的概

率分布直方图

0.6
∣∣0⟩+ 0.8

∣∣1⟩Fig. 18. Probability  distribution  diagram  of  the  inter-code

conversion  from  a  2D  surface  code  state   

to a 3D surface code.

 

1|0>

2|0>
3|0>
4|0>
5|0>
6|0>
7|0>
8|0>
9|0>
10|0>

11|>
12|0>

13|+>

14|+>

15|0>

16|0>

17|0>

18|0>

19|0>

20|0>

23|0>

21|0>

22|0>











 

 

 

















2

3

4

1

1

2

图 19    3D表面码向 2D表面码转换线路图

Fig. 19. Circuit diagram for 3D to 2D surface code conversion.

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 75, No. 8 (2026)    080601

080601-11

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


0.6
∣∣0⟩+

0.8
∣∣1⟩当设置 3D表面码蓝码的信息比特为 

 时, 将线路运行 102400次并统计运行结果,

得到的码字概率分布图如图 20所示, 可以看到码

字的概率分布符合预期, 成功实现了任意逻辑量子

态在 2D表面码与 3D表面码之间的码转换.
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∣∣1⟩图 20　3D表面码   转换为 2D表面码的概

率分布直方图
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∣∣1⟩Fig. 20. Histogram of the probability distribution for the in-

put   .
 

 5   讨　论

9d3 − 6d2+

6d+ 3

72d2

72d2

对于码距为 d 的表面码, 转换到 3D表面码进

行 CCZ门需要的量子比特数目为  

 , 文献 [13]提出的基于魔幻态工厂实现 CCZ

门需要的量子比特数目为  , 当码距小于 9时,

转换到 3D表面码可以节省物理比特 . 文献 [15]

进一步改进了魔幻态蒸馏方案, 资源略有减少, 随

着魔幻态蒸馏方案性能的提升, 基于码转换实现

CCZ门的优势码距可能会进一步减小. 这个比较

是针对一次 CCZ门的实现进行的, 在进行量子计

算时, 如果利用魔幻态蒸馏的方法, 对于任意一个

CCZ门都需要   个物理比特 ,  但是转换到

3D表面码以后, 后续的 CCZ门都可以横截执行,

不需要消耗新的物理比特. 因此在实际中可以结合

线路的优化设计尽量在一个码字空间执行更多的

量子门, 从而避免频繁码字转换, 提升整个线路的

效率.

Mf1 Mf2

容错性是量子计算关注的至关重要的问题. 利

用“猫态”能够进行容错的稳定子测量 [35–37], 但消

耗的量子比特数目较多, 图 16和图 19中稳定子的

测量均引入了标记比特  或者  来检测稳定

子测量过程中辅助比特是否发生了 Z错误 [26–28].

如果某一标记比特的测量结果为 1, 则转换线路之

后进行稳定子测量和纠正时需结合标记比特准确

判断错误类型. 逻辑操作测量过程中如果辅助比特

发生了 X错误, 则只会给原始码块带来错误, 不会

影响逻辑测量的结果和纠正操作, 从而不需要引入

标记比特检测此错误. 受仿真平台限制, 本文仅对

码距为 2的编码实例进行了验证, 该码距并不具备

实际纠错能力, 因此未对噪声环境下的性能进行测

试. 若计算资源允许, 可进一步仿真码距为 3及含

噪声情况下的码转换性能. 此外, 本文仅探讨了表

面码之间的转换, 其中 H门的实现仍需借助辅助

操作, 而 Steane码 [38] 和 Reed-Muler码分别具备

横截 H门和横截 T门 [39–41], 后续研究可探索更多

类型量子纠错码之间的转换机制, 以简化容错通用

门集的实现. 目前, 3D表面码的物理实现仍面临

三维比特阵列制备与控制复杂度高等挑战. 未来工

作可致力于高码距含噪编码线路的设计, 以及跨码

型转换机制的深入研究, 推动容错通用量子计算的

实际应用.

 6   结　论

本研究系统探讨了 3D表面码的编码线路设

计, 逻辑门集性质及其与 2D表面码之间的转换方

案, 主要获得以下结论: 首先, 基于稳定子实现的

方法设计了不同颜色 3D表面码的编码线路, 并通

过时隙优化有效降低了门序列深度, 能够提升噪声

环境下的编码正确率, 进而实现高效逻辑态制备.

其次, 结合 3D表面码横截 CCZ门的性质理论证

明了其 CZ门的横截性质. 最后, 基于融合与分割

操作提出了 2D表面码和 3D表面码之间的码转换

方案, 并完成了该方案的量子线路设计与仿真验

证.  结果表明 ,  本研究成功实现了 2D表面码与

3D表面码间任意逻辑态的转换 , 提出了可在以

2D表面码为主的计算流程中动态引入 3D表面码

实现非 Clifford门的容错通用量子计算实现方案,

在线路优化设计时, 尽量使得能在同一个码字空间

执行的量子门挨在一起, 从而避免频繁码字转换,

提升整体效率. 然而, 本研究尚未考虑该方案在噪

声环境下的性能、容错机制和物理实现等, 未来工

作可围绕含噪性能仿真及跨类型量子纠错码转换

等方面展开, 进一步推动容错通用量子计算发展.
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 附录 A
 

表 A1    [[12, 1, 2]] 3D表面码红码码字
Table A1.    Red codeword in the [[12, 1, 2]] 3D surface code.∣∣0⟩ ∣∣1⟩ ∣∣+⟩ ∣∣−⟩

+ |000000000000⟩ + |001100010011⟩ + |000000000000⟩ + |000000000000⟩

+ |000011111111⟩ + |001111101100⟩ + |000011111111⟩ + |000011111111⟩

+ |010100100000⟩ + |011000110011⟩ + |001100010011⟩ − |001100010011⟩

+ |010111011111⟩ + |011011001100⟩ + |001111101100⟩ − |001111101100⟩

+ |101001111111⟩ + |100101101100⟩ + |010100100000⟩ + |010100100000⟩

+ |101010000000⟩ + |100110010011⟩ + |010111011111⟩ + |010111011111⟩

+ |111101011111⟩ + |110001001100⟩ + |011000110011⟩ − |011000110011⟩

+ |111110100000⟩ + |110010110011⟩ + |011011001100⟩ − |011011001100⟩

+ |100101101100⟩ − |100101101100⟩

+ |100110010011⟩ − |100110010011⟩

+ |101001111111⟩ + |101001111111⟩

+ |101010000000⟩ + |101010000000⟩

+ |110001001100⟩ − |110001001100⟩

+ |110010110011⟩ − |110010110011⟩

+ |111101011111⟩ + |111101011111⟩

+ |111110100000⟩ + |111110100000⟩

   

表 A2    [[12, 1, 2]]3D表面码绿码码字
Table A2.    Green codeword in the [[12, 1, 2]] 3D surface code.∣∣0⟩ ∣∣1⟩ ∣∣+⟩ ∣∣−⟩

+ |000000000000⟩ + |000000001111⟩ + |000000000000⟩ + |000000000000⟩

+ |000100110001⟩ + |000100111110⟩ + |000000001111⟩ − |000000001111⟩

+ |001010010010⟩ + |001010011101⟩ + |000100110001⟩ + |000100110001⟩

+ |001110100011⟩ + |001110101100⟩ + |000100111110⟩ − |000100111110⟩

+ |010001100100⟩ + |010001101011⟩ + |001010010010⟩ + |001010010010⟩

+ |010101010101⟩ + |010101011010⟩ + |001010011101⟩ − |001010011101⟩

+ |011011110110⟩ + |011011111001⟩ + |001110100011⟩ + |001110100011⟩

+ |011111000111⟩ + |011111001000⟩ + |001110101100⟩ − |001110101100⟩

+ |100011001000⟩ + |100011000111⟩ + |010001100100⟩ + |010001100100⟩

+ |100111111001⟩ + |100111110110⟩ + |010001101011⟩ − |010001101011⟩

+ |101001011010⟩ + |101001010101⟩ + |010101010101⟩ + |010101010101⟩

+ |101101101011⟩ + |101101100100⟩ + |010101011010⟩ − |010101011010⟩

+ |110010101100⟩ + |110010100011⟩ + |011011110110⟩ + |011011110110⟩

+ |110110011101⟩ + |110110010010⟩ + |011011111001⟩ − |011011111001⟩

+ |111000111110⟩ + |111000110001⟩ + |011111000111⟩ + |011111000111⟩

+ |111100001111⟩ + |111100000000⟩ + |011111001000⟩ − |011111001000⟩

+ |100011000111⟩ − |100011000111⟩

+ |100011001000⟩ + |100011001000⟩

+ |100111110110⟩ − |100111110110⟩

+ |100111111001⟩ + |100111111001⟩

+ |101001010101⟩ − |101001010101⟩

+ |101001011010⟩ + |101001011010⟩
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表 A2 (续)　[[12, 1, 2]]3D表面码绿码码字
Table A2 (continued).　Green codeword in the [[12, 1, 2]] 3D surface code.∣∣0⟩ ∣∣1⟩ ∣∣+⟩ ∣∣−⟩

+ |101101100100⟩ − |101101100100⟩

+ |101101101011⟩ + |101101101011⟩

+ |110010100011⟩ − |110010100011⟩

+ |110010101100⟩ + |110010101100⟩

+ |110110010010⟩ − |110110010010⟩

+ |110110011101⟩ + |110110011101⟩

+ |111000110001⟩ − |111000110001⟩

+ |111000111110⟩ + |111000111110⟩

+ |111100000000⟩ − |111100000000⟩

+ |111100001111⟩ + |111100001111⟩

 

表 A3    [[12, 1, 2]]3D表面码蓝码码字
Table A3.    Blue codeword in the [[12, 1, 2]] 3D surface code.∣∣0⟩ ∣∣1⟩ ∣∣+⟩ ∣∣−⟩

+ |000000000000⟩ + |010100100101⟩ + |000000000000⟩ + |000000000000⟩

+ |000000010011⟩ + |010100110110⟩ + |000000010011⟩ + |000000010011⟩

+ |000001001100⟩ + |010101101001⟩ + |000001001100⟩ + |000001001100⟩

+ |000001011111⟩ + |010101111010⟩ + |000001011111⟩ + |000001011111⟩

+ |111110101111⟩ + |101010001010⟩ + |010100100101⟩ − |010100100101⟩

+ |111110111100⟩ + |101010011001⟩ + |010100110110⟩ − |010100110110⟩

+ |111111100011⟩ + |101011000110⟩ + |010101101001⟩ − |010101101001⟩

+ |111111110000⟩ + |101011010101⟩ + |010101111010⟩ − |010101111010⟩

+ |101010001010⟩ − |101010001010⟩

+ |101010011001⟩ − |101010011001⟩

+ |101011000110⟩ − |101011000110⟩

+ |101011010101⟩ − |101011010101⟩

+ |111110101111⟩ + |111110101111⟩

+ |111110111100⟩ + |111110111100⟩

+ |111111100011⟩ + |111111100011⟩

+ |111111110000⟩ + |111111110000⟩
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Abstract

Quantum superposition enables the inherent parallelism of quantum computing, which demonstrates great

potential  for  solving  specific  problems,  but  its  practical  implementation  is  hindered  by  high  susceptibility  to

noise.  Therefore,  encoding  logical  qubits  with  quantum  error-correcting  codes  and  implementing  universal

quantum operations on these logical qubits is a feasible way toward fault-tolerant quantum computing. Because

its stabilizers involve only neighboring qubits, the surface code achieves a high fault-tolerance threshold, making

it  a  leading  class  of  topological  quantum error-correcting  codes.  The  2-dimensional  (2D)  surface  code  is  well-

suited  for  implementing  Clifford-group gates,  whereas  the  3D surface  code  natively  supports  transversal  non-

Clifford  gates  such as  CCZ and CZ.  In  this  work,  to  fully  leverage  the  transversal  gates  of  both  2D and 3D

surface codes, we present a scheme for implementing fault-tolerant quantum computation via code conversion.

　　By  studying  the  structure  and  stabilizers  of  the  3D  surface  code,  this  paper  designs  encoding  circuits

through  stabilizer  implementation,  followed  by  time-slot  optimization  to  reduce  circuit  depth  and  improve

fidelity.  Simulation  results  confirm  the  correctness  and  superiority  of  the  encoding  circuit  design.  We

demonstrate the realization of a transversal CZ gate and, building on the respective transversal gates of the two

surface  codes,  propose  a  fault-tolerant  universal  quantum  computation  framework  based  on  code  conversion.

During  quantum  circuit  design,  frequent  alternation  between  CCZ  gates,  H  gates,  and  CNOT  gates  across

differently-colored surface codes should be avoided. Throughout fault-tolerant computation, quantum operations

should  be  executed  as  extensively  as  possible  within  a  single  surface  code.  A  switch  to  another  surface  code

should  only  occur  when  encountering  an  operation  that  cannot  be  executed  transversally.  Furthermore,  we
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present  a  code  conversion  scheme  that  enables  dynamic  switching  between  2D  and  3D  encodings  during
computation. This scheme, based on lattice merging and splitting operations, is illustrated with a code distance
of 3. In this process, two surface codes are first merged through the initialization of data qubits along with the
measurement and correction of auxiliary stabilizers. Subsequently, the logical information is transferred to the
target surface code via logical measurements performed on the original surface code and correcting operations
applied to the target surface code.
　　Limited  by  the  qubit  availability  in  the  Qiskit  platform,  the  proposed  schemes  are  validated  through
simulations  of  distance-2  codes,  which  successfully  demonstrate  correct  encoding  and  bidirectional  conversion
between 2D and 3D logical states. Our results indicate that the hybrid approach leverages the efficiency of 2D
codes  for  Clifford  operations  and  the  transversal  capabilities  of  3D  codes  for  non-Clifford  gates.  This  work
provides a new pathway toward fault-tolerant universal quantum computation.

Keywords: fault-tolerant  universal  quantum computation,  quantum error  correction  code,  quantum surface
code, code conversion
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