
 

专题: 镍基超导研究进展

镍基 327 超导体的弱耦合理论*
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镍基 327超导体作为继铜基和铁基超导体之后的新型高温超导体系, 在高压下其超导临界温度进入液

氮温区, 引发了广泛的研究兴趣. 本文从弱耦合理论的角度, 系统综述了近年来关于镍基 327超导体的超导

配对机制和配对对称性的理论研究进展. 重点介绍了随机相位近似、涨落交换近似和泛函重整化群等方法在

分析该体系电子结构、自旋涨落和有效配对相互作用中的应用. 研究表明, 在双层两轨道模型中, 费米面的嵌

套结构特别是由   轨道构成的g 口袋在促进自旋涨落和超导配对中起到关键作用. 多数弱耦合理论预

测主导的超导配对对称性为   波, 其能隙函数在g 和 a 口袋上符号相同, 在 b 口袋上符号相反. 此外, 研究还

揭示了晶体场劈裂、层间耦合和压力对配对对称性的影响, 并与实验观测一致. 本文总结了弱耦合理论在揭

示镍基 327超导体超导机制方面的成果, 并指出未来需结合强耦合理论与更精确的实验数据进一步阐明其超

导起源.
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 1   引　言

高温超导体的电子配对机制是凝聚态物理中

极具挑战性和争议性的研究课题之一, 高温超导理

论大致可根据相互作用的强弱分为强关联理论和

弱耦合理论两类. 强关联理论一般考虑强库仑相互

作用的情况, 掺杂莫特绝缘体 [1] 即是代表性的强关

联理论之一, 而 Hubbard模型 (大 U情况)、t-J 模

型 [2] 等则是常见的强关联模型. 弱耦合理论则是以

朗道费米液体为出发点, 通过分析费米面附近准粒

子间的有效相互作用, 以及费米面的不稳定性, 来

对超导机制进行研究. 交换反铁磁自旋涨落的理

论 [3] 是比较常见的弱耦合理论之一. 当然也有许多

高温超导理论不能进行这种简单的二元分类, 如解

释铜氧化物高温超导体中奇异金属 [4]、欠掺杂区的

赝能隙 [5] 等现象的唯象理论等. 随着 2019年镍基

112超导体 [6] 的发现, 以及 2023年镍基 327超导

体 [7] 在高压下实现了接近 80 K的超导转变温度,

高温超导研究领域继铜基和铁基之后迎来第三波

热潮. 本文主要总结了近年来镍基 327超导体相关

的部分弱耦合理论的进展, 包含基于随机相近似、

涨落交换近似、泛函重整化群等理论方法对超导配

对机制和超导配对对称性等问题的相关研究. 为了

方便读者, 正文中也对相应的理论方法进行了简单

的介绍.
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 2   多轨道 Hubbard模型

2.5+ 3d7.5

t2g 3dz2

3dx2−y2

3dz2

3dx2−y2

3dz2

Tc

La3Ni2O7 的理论起点是镍 (Ni)的形式价态为

 (对应   电子组态), 这直接意味着其具有

多轨道电子结构. 考虑晶体场劈裂和层间耦合的简

化图像表明, Ni的  轨道和成键的  态是全占

据的, 留下  轨道处于四分之一填充 [7], 反键

的  轨道则是空的. 这与密度泛函理论 (DFT)

的计算结果定性一致. DFT识别出费米能级附近

的三个关键能带: 两个源自 Ni   轨道 (a 和

b 能带), 一个源自成键的 Ni    态 (g 能带), 如

图 1所示 [8–13]. 这个g 能带相对于费米能级的位置

已成为当前争论的中心点. 在非超导的常压块体样

品中, DFT和角分辨光电子能谱 (ARPES)一致发

现g 能带完全位于费米能级以下, 只有 a 和 b 能带

构成费米面 [14–16]. 然而, 对于超导态的理论图像则

更具争议性. 在压力下, 许多 DFT计算预测结构

变化会诱导产生g 能带衍生的空穴口袋, 这一特征

最初被一些研究者认为是实现高-  所至关重要

的 [7,13,17–19]. 然而 g 口袋在常压 327薄膜中是否存

在, 无论是在实验上 [20–22], 还是在理论上都还存在

争议 [23–27].

3dx2−y2 3d3z2−r2

尽管如此, 镍基 327材料的电子输运主要源于

镍的  和  轨道这一点已经得到了大

多数研究者的认可.  在弱耦合理论中 ,  对镍基

327超导体的微观描述一般采用一个双层方晶格

上构建的两轨道 Hubbard模型, 其包含两部分, 分

别是无相互作用的紧束缚模型和多轨道 Hubbard

相互作用. 紧束缚模型部分的哈密顿量写作 

H0 =
∑

ij,µν,σ

tµνij c
†
iµσcjνσ, (1)

i/j µ/ν

dx2−y2 d3z2−r2 tµνij

d3z2−r2

其中,    标记格点 , s 标记自旋 ,    标记轨道

(  或  ). 跃迁积分  可通过密度泛函

理论计算获得 [8]. 密度泛函计算的结果见图 1, 在

高压下费米能级仅与四条能带中的三条相交, 从而

产生三个费米口袋, 在这些口袋中, 标记为 a 的是

电子口袋, 而 b 和g 口袋是空穴口袋. 值得注意的

是, a 和 b 口袋彼此非常接近. 这两个口袋显示出

两个轨道之间的显著杂化, 而g 口袋主要由 

轨道构成. 重要的是, DFT计算表明, g 口袋仅在

压力下出现, 这与超导电性在压力下存在相吻合.

这表明g 口袋可能在系统的超导中扮演关键角色.

而 Hubbard相互作用项一般写为 

HI = U
∑
iµ

niµ↑niµ↓ + V
∑
iσσ′

ni1σni2σ′

+ JH

[∑
iσσ′

c†i1σc
†
i2σ′ci1σ′ci2σ

+
∑
i

c†i1↑c
†
i1↓ci2↓ci2↑ + H.c.

]
, (2)

U(V )

JH

U = V + 2JH

其中  项表示轨道内 (轨道间)Hubbard排斥

作用,   项表示洪特耦合和电子对跃迁, 且一般有

 . 当相互作用参数 U 不是很大的情况

下, 该模型可以用弱耦合方法进行处理. 接下来将

主要介绍基于随机相近似、涨落交换近似、泛函重

整化群等理论方法对这一模型中超导配对机制及

配对对称性的研究.
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dx2−y2 d3z2−r2图 1    (a) 双层两轨道模型的能带结构 [8]; (b)双层两轨道模型的费米面 [8]. 彩色条表明两个轨道   和   的相对权重
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Fig. 1. (a) The band structure and (b) the Fermi surface of the bilayer two-orbital model[8].  The colored bar indicates the orbital

weight of the two orbitals    and   .
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 3   随机相近似

SU (2) SU (N)

1/N

N → ∞

1/N

随机相位近似 (randon phase approximation,

RPA)最早是 Bohm和 Pines[28] 在处理具有长程

库仑相互作用的简并电子气时发展出来的量子多

体方法, 其揭示了电子间的有效相互作用是短程

的屏蔽库仑相互作用. 在更加现代的量子多体理

论中,  随机相位近似其实和大 N 极限 (large-N

limit)等价, 其核心思想是将简并电子气中具有两

个自旋自由度的电子推广为具有 N 个自由度的费

米子, 相应的对称性也从   推广为   ,

当 N 很大时, 可以按  的幂级数展开, 从而区分

不同量级的贡献. 当  时就可以给出随机相

位近似的结果. 以计算简并电子气的有效相互作用

为例, 利用费曼图技术, 可以用不同的图表示不同

的贡献. 如图 2所示 [29], 双波浪线代表的有效相互

作用可以表示成一个无穷阶几何级数展开, 其中单

波浪线代表未被屏蔽的长程库仑相互作用, 每个单

波浪线贡献一个  的因子. 其他各种复杂贡献

对应的费曼图全部打包放进用 c 标记的极化气泡

中, 剩下的核心难题是极化气泡的计算. 极化气泡

也能用费曼图进行展开, 见图 3[29], 并且可以按照

图中包含单波浪线的数目来区分不同量级的贡献,

其中带箭头的实线表示电子的格林函数. 若只考虑

最低阶的贡献, 即两个电子的格林函数对应的线首

尾相接形成的气泡, 同时忽略其他高阶的贡献, 在

这个极限下, 通过对之前的无穷阶几何级数求和,

便可以得到和随机相近似下相同的有效相互作用,

在实空间, 该相互作用具有指数衰减的形式, 也即

短程的屏蔽库仑相互作用.

随机相位近似还可以用于相互作用体系中磁

化率和电极化率的研究, 它们分别描述了体系的自

旋和电荷密度涨落. 无相互作用情况下, 在费曼图中

可以用两个电子格林函数对应的线首尾相接形成

的气泡来表示. 这些无相互作用的磁化率和极化率

都可以严格计算, 而且它们全部都相等. 对于相互作

用体系, 不同的磁化率和极化率一般难以得到严格

的结果. 但是, 可以在微扰论的框架下利用费曼图

技术对其进行计算, 在随机相位近似下, 可以仅保

留首尾相接的气泡, 这将磁化率和极化率的计算简

化为一个无穷阶几何级数的求和问题, 如图 4[29].

通过将无穷级数求和问题化为 Dyson方程, 就可

以反解出随机相位近似下的磁化率和电极化率.

 
 

=

=

+ + + ⋯

+

图 4　磁化率和极化率在随机相位近似下的费曼图展开 ,

第二行是 Dyson方程的费曼图表示

Fig. 4. The Feynmann diagram expansion of the susceptibil-

ity in the RPA level, and the second line is the Feynmann

diagram representation of the Dyson equation.
 

UCDW
c USDW
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通过电极化率和磁化率, 可以研究体系在电荷

密度和自旋密度涨落下的不稳定性. 随着相互作用

的逐渐增大, 极化率/磁化率在某些特定的波矢会

迅速增大, 趋向于发散, 这预示着体系倾向于形成

具有特定波矢的电荷/自旋有序态, 即电荷密度波/

自旋密度波序. 电荷和自旋密度涨落发散时所对应

的相互作用强度, 被称为临界相互作用强度, 通常

用  和   表示. 通过比较电极化率和磁化

率趋于发散的快慢, 或者比较相应的  的大小, 可

以判断体系更倾向于形成电荷密度波还是自旋密

度波, 以及具体的波矢. 对于多轨道 Hubbard模型

且排斥相互作用情况 (  ), 一般  ,

也就是说通常更容易形成自旋密度波序. 当相互作

用 U 大于临界相互作用   时, 微扰论失效, 随机

相位近似下计算得到的结果也变得不可信. 所以随

机相位近似的适用范围仅限于电极化率和磁化率

都未完全发散时. 对磁化率贡献占主导的一般是费

米面附近的低能散射过程, 所以磁化率的大小十分
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
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图 2    电子间有效相互作用的费曼图展开, 单波浪线代表

未被屏蔽的长程库仑相互作用, 双波浪线代表有效相互作用

Fig. 2. The  Feynmann  diagram  expansion  of  the  effective

interaction,  the  single  wavy  lines  represent  the  unscreened

long-range  Coulomb interaction,  and  the  double  wavy  line

represents the effective interaction.

 

 = +

   

+ + + …=i()

图 3    极化气泡的费曼图展开, 带箭头的实线表示电子的

格林函数

Fig. 3. The  Feynmann  diagram  expansion  of  the  polariza-

tion  bubble,  and  the  solid  lines  with  arrows  represent  the

electron Green’s function.
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依赖于费米面的结构, 自旋密度波中的特定波矢往

往对应于具有嵌套结构费米面的嵌套波矢.

随机相位近似在超导中的早期应用是 Berk

和 Schrieffer[30] 关于铁磁自旋涨落对常规 s波自旋

单态超导的抑制效应的研究.  后续 Anderson和

Brinkman[31] 以及 Nakajima[32] 在对氦–3超流的研

究中意识到, 自旋涨落不仅仅能够促进自旋三态

p波态的稳定性, 而且其本身就是配对机制的关键.

众所周知,  金属与合金中的常规超导体可以用

Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS)理论来解释, 其

中电子配对的关键是通过交换声子产生的电子间

有效吸引相互作用在费米面附近克服了电子间的

屏蔽库仑排斥相互作用, 从而形成了 Cooper对,

使得费米面失稳, 最终 Cooper对相干凝聚形成超

导态. 但随着重费米子超导体、有机超导体、铜基

超导体等非常规超导体的陆续发现, 人们发现许多

实验数据与基于电-声耦合机制的 BCS理论不符,

于是 Hirsh等通过研究认为电子间可以通过交换

反铁磁涨落或自旋密度波涨落产生有效的吸引相

互作用, 从而配对产生超导 [33–35].

其基本物理图像源于自旋密度波相变点附近

体系具有的强烈自旋涨落. 此时, 费米面附近的电

子可以通过交换自旋涨落产生有效的配对相互作

用, 从而形成 Cooper对. 我们可以通过微扰论定

量计算有效的配对相互作用, 在随机相位近似下,

有效的配对相互作用的修正来自两类图, 即气泡图

和阶梯图, 见图 5[36]. 对气泡图和阶梯图的求和类

似于在屏蔽库仑相互作用的计算中的无穷几何级

数求和, 对有效的配对相互作用的修正即是随机相

位近似下的电极化率和磁化率. 在定量的计算中同

Tc

时计入了电荷密度和自旋涨落, 但一般磁化率趋于

发散更快, 所以其中主要的贡献来自自旋涨落. 随

着温度降低, Cooper对会发生相干凝聚, 使得体系

进入超导态. 利用有效的配对相互作用, 结合平均

场近似, 可以得到超导能隙函数的自洽方程. 在超

导临界温度  附近, 自洽方程可以进一步简化为

线性方程, 从而使得超导能隙函数的求解转化为有

效的配对相互作用矩阵的本征值问题, 其中最大的

本征值对应的本征函数即是占主导的超导能隙函

数, 据此可以判断超导的配对对称性.

dx2−y2

s±
dx2−y2

在铜基和铁基高温超导材料的研究中都有过

基于随机相近似的弱耦合理论的应用. 在实验上

得到铜基超导配对对称性为 d-波的实验数据之

前 [37,38], Monthoux等 [39] 就基于电子间交换反铁磁

涨落的配对机制提前预言了其应具有  -波对

称性. Scalapino等 [40] 通过对三维立方晶格上的单

带 Hubbard模型在随机相位近似下的计算发现,

体系在自旋密度波不稳定性附近倾向于形成非常

规的 d-波配对. Kuroki等 [41] 构建了铁基超导的五

带模型, 包含了所有的 d轨道, 并利用随机相位近

似研究超导电性, 发现不连通的费米面之间的嵌套

结构引起的多重自旋涨落使得体系倾向于形成扩

展的 s-波配对. Graser等 [42] 利用随机相位近似研

究了铁基超导体五轨道模型的配对相互作用和配

对不稳定性, 发现由于多片费米面之间的近乎嵌

套, 铁基超导中占主导的两个配对对称性,    -波

和  -波近乎简并.

在镍基 327超导体的理论研究中, 随机相位近

似方法得到了广泛的应用. 姚道新等 [8] 利用密度泛

函理论率先给出了高压下镍基 327超导体的双层
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Γkq图 5    有效的配对相互作用   在随机相位近似下的费曼图展开, 第二行是气泡图的贡献, 第三行是阶梯图的贡献

ΓkqFig. 5. The Feynmann diagram expansion of the effective pairing interaction    in the RPA level, the second line contains contri-

butions from bubbles, and the third line contains contributions from ladders.
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d3z2−r2

d3z2−r2

Q1 Q2 Q3

Q1

s±

d3z2−r2

d3z2−r2

Tc

两轨道模型及其紧束缚模型参数, 指出费米面包含

两个电子口袋 a 和 b, 和一个空穴口袋 g, 见图 1,

并利用随机相位近似计算了自旋磁化率, 发现其主

要贡献来自于  轨道间的散射, 这反映了由

 构成的g 口袋的费米面具有嵌套结构, 后续

的研究中也得到了类似的自旋磁化率 [10]. 姚道新

等 [43] 还采用相同的理论框架进一步研究了常压下

镍基 327超导薄膜的配对机制. 杨帆和陈伟强等 [18]

利用随机相位近似对高压下的镍基 327超导体进

行了更系统的研究. 通过计算双层两轨道模型在随

机相位近似下的电极化率和磁化率, 发现自旋磁化

率矩阵的最大本征值在布里渊区的分布中有三组

不等价的峰, 分别用   ,    和   表示, 见图 6.

其中  峰值最大, 对应着 g 口袋和 b 口袋之间的

嵌套. 当相互作用强度在 1 eV左右时, s-波和 d-波

配对有比较明显的竞争, 但随着相互作用进一步增

大, 最终 s-波居于主导地位. 通过分析能隙函数在

费米面附近的分布,  可以看到 s-波能隙函数在

g 和 a 口袋上具有相同的符号, 与 b 口袋上具有相

反的符号, 即   -波配对, 见图 7. 这一结果表明

g 口袋对形成超导起了关键作用, 并且实空间配对

由层间的  轨道占主导, 考虑到 g 口袋的构

成主要来自于  轨道, 进一步验证了 g 口袋

的重要性. 考虑到实际材料中易产生顶角氧缺陷,

他们还利用实空间随机相位近似研究了顶角氧缺

陷对高压下镍基 327超导体的影响, 发现其不但会

降低平均的层间电子跃迁, 而且会在缺陷附近产生

局域磁矩, 从而显著抑制超导. 他们还指出, 在富

氧环境制备材料可以有效地提高超导临界温度  .

s±
M = (π,π) X = (π, 0) Y =

(0,π)

s±

s±

U/W

Tc

通过对随机相位近似下有效的配对相互作用

的研究,  并求解能隙函数对应的本征值问题 ,

Dagotto等 [44] 也发现镍基 327超导体中占主导的

配对对称性是  -波配对, 配对机制主要来自于以

 为中心的口袋与以   和  

 为中心的费米面之间的嵌套结构, 这和杨帆

和陈伟强等得到的 g 口袋与 b 和 a 口袋之间的嵌

套引起的  -波配对机制是相符的. 后续的工作中,

Dagotto等 [45] 在理论上系统研究了类镍基 327

超导体, 即将镧替换为其他稀土元素, 发现对于存

在稳定的 Fmmm 相的类镍基 327超导体, 占主导

的配对对称性依旧是  -波配对, 其临界压力随着

原子数增大而增大, 超导临界温度随着原子半径减

小而减小. 考虑到镧系元素从镧到镥随着原子数增

大, 原子半径逐渐减小, 得到的类镍基 327超导体

的晶格常数也逐渐减小, 从而增强了层内和层间跃

迁, 相当于有效地减小  , 其中 W 是能带宽度,

从而表明适当地增强体系的电子关联能促进超导.

由于镍基 327超导体中已经包含了第一个镧系元

素, 故 Dagotto等建议可通过在具有更大层内晶格

常数的衬底上生长镍基 327超导体来提高超导临

界温度  .

dxy
dxy

s±

陈航晖等 [46] 研究了晶体场劈裂对高压下的镍

基 327超导体的影响, 发现其配对对称性对晶体场

劈裂的大小十分敏感. 根据密度泛函理论和最大局

域化Wannier函数得到的能带结构, 再利用随机

相近似得到的超导配对对称性是  -波配对, 但是

稍微增大晶体场劈裂, 体系的配对对称性从  -波

转变到  -波配对. Bötzel等 [47] 研究了高压下的镍
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图 6    (a) 随机相位近似下自旋磁化率矩阵的最大本征值在布里渊区的分布, 分别用   ,   和   标记三组不等价的峰值 [18];

(b)费米面上 a, b 和g 口袋之间的嵌套结构及其对应的用   ,   和   标记的波矢 [18]
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Fig. 6. (a) The distribution of the largest eigenvalue    of the RPA-renormalized spin susceptibility matrix in the Brillouin zone[18].

This distribution peaks at three unequivalent wavevectors,  which are marked as    ,    ,  and    ,  respectively;  (b) the Fermi

surface nesting of a, b, and g pockets with the nesting wavevectors   ,   , and    marked[18].
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s±

基 327超导体的磁激发, 发现可以通过双层结构的

自旋响应来有效地判断体系的配对对称性. 对于层

间驱动的  -波配对, 只有在奇通道中 X 点附近有

一个很大的自旋共振峰; 而对于 d-波配对, 在奇偶

通道中都有自旋共振.

s±

d3z2−r2

3dz2

常压下镍基 327超导体薄膜的发现 [48,49], 使得

更多的实验测量手段可以应用于镍基 327超导体

薄膜, 为进一步揭示超导机制和超导配对对称性打

下了基础. 陈伟强和岳长明等 [20] 结合密度泛函理

论、团簇动力学平均场理论和受限随机相位近似得

到了和实验上用角分辨光电子谱测量相一致的费

米面, 并且和简单的密度泛函理论得到的费米面不

同, 揭示了镍基 327超导体中关联效应扮演了不可

或缺的角色, 在此基础上利用随机相位近似计算发

现占主导的配对不稳定性是  -波配对, 其源于费

米面嵌套结构所导致的强自旋涨落, 并且费米面嵌

套主要发生在由  轨道构成的能带上 [23]. 然

而存在其他的 ARPES实验却发现镍的   成键

能带低于费米能级, 使得常压下镍基 327超导体薄

膜的费米面没有 g 口袋 [21,22], 杨帆和吴从军等 [24]

基于 DFT给出的无 g 口袋的能带结构, 采用随机

s±
dx2−y2

dz2

dx2−y2

相位近似计算得到由 a 和 b 口袋嵌套导致的   -

波配对, 其实空间对应的是层间  配对. 强耦

合极限下, 通过对两轨道 t-J 模型进行隶玻色子平

均场计算发现, 由  轨道间的洪特耦合引起的层

间超交换,   亦形成层间 s-波配对, 与弱耦合

极限下的结论相一致.

 4   涨落交换近似

涨落交换近似 (fluctuation-exchange approxi-

mation, FLEX)最早是 Bickers等 [50,51] 在处理强

关联电子体系时提出的量子多体方法. 涨落交换近

似超越了简单的平均场理论, 如 Hartree-Fock近

似, 还可以处理带有很强频率和动量依赖的双粒子

关联函数. 更为重要的是涨落交换近似在计算中满

足微观守恒律和求和规则, 所以早期也被称为守恒

近似 (conserving approximation), 其核心思路可

以追溯到 Baym和 Kadanoff在处理输运问题时为

了确保结果满足守恒律而发展的多粒子格林函数

的近似求解方法 [52,53]. 和随机相位近似中考虑电荷

密度和自旋涨落类似 [54], 涨落交换近似中的自能
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JH = U/6 U = 1.16图 7    (a) 线性化能隙方程最大本征值 l 随着相互作用强度 U 的变化 [18]. 计算时固定   ; (b), (c)    eV时 , s波

和 d-波配对能隙函数在费米面上的分布 [18]

JH = U/6

U = 1.16

Fig. 7. (a)  The  largest  eigenvalue l  of  the  linearized  gap  equation  for  various  pairing  symmetries  as  function  of  the  interaction
strength U with fixed   ; (b), (c) the distributions of the leading s and d-wave pairing gap functions on the Fermi surface

for    eV[18].
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G(0)

G(0)

G(0) Σ(0)

χ(0)

函数和有效配对相互作用的费曼图中也包含了气

泡图和梯形图, 见图 8和图 9[55]. 区别在于, 在随机

相位近似中费曼图中带箭头的实线表示的是“裸”

的单粒子格林函数, 可以直接对无穷阶几何级数求

和, 而在涨落交换近似中, 费曼图中带箭头的实线

表示的是“修饰”的单粒子格林函数, 对无穷阶级数

的求解需要通过自洽方式进行. 用涨落交换近似求

解格林函数和磁化率的自洽循环为: 首先计算无相

互作用的单粒子格林函数  , 根据粒子数利用

 确定化学势初值, 结合“裸”的相互作用 V 和

 给出自能初值   , 然后根据 Dyson方程得

到“修饰”的单粒子格林函数 G, 利用 G 得到磁化

率  , 接着计算随机相位近似下“修饰”的磁化率

χRPA χRPA Veff

Veff

 , 并利用  给出有效的相互作用  , 结合

 和 G 算出新的自能 S, 再次根据 Dyson方程得

到新的“修饰”的单粒子格林函数 G, 至此一个循环

已经完成. 通过循环迭代直至收敛, 即可得到涨落

交换近似下的格林函数和磁化率, 自洽循环的流程

图见图 10[56]. 后续涨落交换近似的技术也在进一

步发展, Esirgen和 Bickers[57] 将其推广到多轨道

格点模型, 使其适用于多轨道超导体的研究. 总的

来说, 涨落交换近似的两个突出特点即是守恒和自

洽, 相比于随机相位近似直截了当地计算, 涨落交

换近似自洽求解的过程需要更多的算力.
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图 10　涨落交换近似下自洽计算格林函数和磁化率的流

程图 [56]

Fig. 10. Flowchart  for  the  self-consistent  calculation  of  the

Green’s function and susceptibility in the FLEX loop[56].
 

dx2−y2

涨落交换近似最初提出的动机即是处理关联

电子体系中的非常规超导体, 其在高温超导的研究

中也有一定的影响力. Dahm和 Tewordt[58] 利用

涨落交换近似计算了二维 Hubbard模型在半满附

近的准粒子自能、能隙和自旋磁化率, 着重考虑了

物理量的动量和频率依赖关系, 发现体系有自旋密

度波的不稳定性, 并在其附近有自旋单态   -

波配对不稳定性. Kuroki等 [59] 利用涨落交换近似

研究了铜氧化物高温超导中自旋涨落和费米面的

联系, 通过对单带 Hubbard模型的研究, 他们发现

自旋涨落峰值的变化和费米面随着空穴掺杂的变

化具有相关性. Ikeda等 [60] 研究了铁基超导体中自

旋涨落和电子关联随掺杂的变化, 通过涨落交换近

似对五带 Hubbard模型的计算, 他们发现适当的

空穴掺杂后,  低能自旋激发主要在布里渊区的

X 点附近, 并在低温下趋于临界. 另外, 过多的空穴

 

+ …

+ …

+

++

图 8    自能在涨落交换近似下的费曼图, 带箭头的实线表

示“修饰”的单粒子格林函数 , 虚线表示“裸”的相互作用

Fig. 8. The  Feynman  diagram  of  the  self-energy  in  the

FLEX  level,  the  solid  lines  with  arrows  represent  the

“dressed”  single-particle  Green’s  function,  and  the  dashed

lines represent the “bare” interaction.
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图 9    有效配对相互作用在涨落交换近似下的费曼图展

开, 第二行是气泡图的贡献 , 第三行是 (扭曲的)阶梯图的

贡献

Fig. 9. Feynman  diagrams  of  the  effective  pairing  interac-

tion  in  the  RPA  level,  the  second  line  contains  contribu-

tions  of  bubbles,  and  the  third  line  contains  contributions

from (twist) ladders.
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1/T1

dxy

掺杂后, 低能自旋激发只有很弱的动量依赖, 而电

子掺杂使得自旋激发谱出现能隙, 相应的核磁共振

 弛豫率在空穴掺杂后会剧烈增强, 而在电子

掺杂后则受到抑制. 汪子丹等 [61] 利用涨落交换近

似研究了铁基高温超导中的自旋涨落和非常规超

导配对之间的联系. 当带间的反铁磁自旋涨落显著

强于带内的反铁磁自旋涨落时, 体系倾向于形成自

旋单态扩展的 s波超导态, 而不是有节点的  波,

反之亦然. 并且有效的带间耦合在带内配对中也发

挥着重要作用. 于顺利和李建新 [62] 系统研究了铁

基超导体中不同特征的自旋涨落和超导能隙的对

称性, 利用涨落交换近似对包含电子和空穴型的费

米面, 以及只包含电子型的费米面的多轨道紧束缚

模型进行了计算, 发现自旋涨落是铁基高温超导中

超导电性的共同起源.

s±

d3z2−r2 dx2−y2

s± dxy

d3z2−r2 s±
s± dx2−y2

dx2−y2

dx2−y2 d3z2−r2

s± dx2−y2

+U

s±

在镍基 327超导体的理论研究中, 涨落交换近

似是具有代表性的弱耦合理论之一. Sakakibara

等 [63] 用涨落交换近似研究了高压下镍基 327超导

体的四轨道模型, 发现体系倾向于形成  -波配对,

类似于双层 Hubbard模型 [64], 高温超导来自于镍

的  轨道, 而与   轨道的耦合反而削弱

了超导电性. 考虑到涨落交换近似和随机相位近似

的相似性, Heier等 [65] 利用涨落交换近似类型的随

机相位近似计算具有动量频率分辨的自能, 并结合

密度泛函理论来研究高压下镍基 327超导体中自

旋涨落诱导的配对, 该方法的特点是不需要通过紧

束缚模型来拟合能带结构, 而是直接采用第一性原

理得到的电子结构作为出发点, 通过对能隙函数的

数值求解, 发现在自旋密度波不稳定性附近体系显

现出  -波和  波配对之间的相互竞争. 李建新等[66]

在常规的镍基 327超导体双层两轨道模型的基础

上, 还进一步研究了层间库仑相互作用的影响, 利

用涨落交换近似计算发现层间相互作用很小时, 体

系主要是  轨道内的  -波配对, 随着层间相

互作用增大,   -波配对受到抑制,   -波配对

得到增强, 并且此时得到的   -波配对不是同

轨道配对, 而是层间的   和   轨道间的

配对, 进一步的研究发现从  -波到  -波配对

的相变主要受电荷密度涨落驱动. 针对新近发现的

常压下镍基 327超导体薄膜, Ushio等 [25] 通过在

能带计算中考虑或不考虑  修正, 分别得到了存

在或不存在g-口袋的电子结构, 但是通过涨落交换

近似计算发现体系都是  -波配对.

 5   泛函重整化群

ϕ4

和凝聚态物理相关的重整化群思想最早是

Kadanoff[67] 在处理伊辛模型时提出的“块自旋”重

整化群, 而重整化群方法巨大威力的真正展现则来

自Wilson[68,69] 关于临界现象的里程碑工作, 并通

过微扰重整化群得到了超越朗道二级相变理论且

更接近于实验数据的临界指数 [70], 随后发展出数

值重整化群方法并且结合计算机解决了凝聚态物

理中的 Kondo问题 [71], 并成为后续各种数值计算

的重整化群方法的思想基石, 包括密度矩阵重整化

群 [72,73]、变分重整化群 [74], 纠缠重整化群 [75,76] 和张

量重整化群 [77–81] 等 .  泛函重整化群 (functional

renormalization group, FRG)作为数值计算的重

整化群方法之一, 其关键的方程来自对量子场论中

的有效作用量的研究. 在 Polchinski[82] 利用严格的

流方程证明四维  理论的可重整化性的基础上,

Wetterich[83] 最早得到了有效相互作用严格的泛函

流方程, 其特点是方便进行截断来处理量子场论中

的红外发散问题,  Morris[84] 在严格的 Polchinski

流方程和Wetterich泛函流方程的基础上提出了

可靠的非微扰近似, 自此之后泛函重整化群方法在

各个物理领域得到了广泛的应用和发展 [85].

在强关联电子体系的研究中 [86], 泛函重整化

群被率先应用于和铜基高温超导相关的二维正方

晶格上的 Hubbard模型, 得到了金属态与反铁磁

态或 BCS超导态之间的相变 [87–91], 其中占主导的

配对对称性是 d-波配对不稳定性, 并且还发现了

Pomeranchuk不稳定性 [90]、绝缘的自旋液体相 [91]、

非公度磁序和超导共存等新奇现象 [92]. Wang等 [93]

用泛函重整化群研究了铁砷超导体的配对对称性

和配对机制, 通过对五带模型进行掺杂和改变相互

作用大小, 发现占主导的配对对称性是推广的 s-波

配对, 即电子和空穴口袋上超导序参量具有相反的

符号, 超导不稳定性主要由反铁磁关联导致的费米

面间的 Josephoson散射所驱动. 通过比较铜基和

铁基超导体的单圈泛函重整化群的结果, Wang

等 [94] 发现两类材料中均是由反铁磁关联驱动的超

导配对, 除此之外还有费米面畸变和轨道电流序与

其竞争, 这些有序倾向和反铁磁关联是同一类强关

联材料的特征 [95]. Platt等 [96] 用泛函重整化群研究

了铁砷超导体微观模型的相图, 建立了简化的两带
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s++

模型 [97] 和五带模型 [93] 之间的联系, 其中最主要的

配对不稳定性是推广的 s-波配对, 由电子和空穴口

袋间的散射所驱动. Xiang等 [98] 还用泛函重整化

群研究了 SrTiO3 衬底上的单层 FeSe薄膜超导体

的配对机制, 发现 SrTiO3 中的铁电声子对 Cooper

对的屏蔽效应能显著提高 Cooper对的能量尺度,

甚至能改变配对对称性. 由于铁硒超导体和铁砷超

导体不同, 费米面上只有电子口袋, Xiang等 [99] 用

泛函重整化群研究发现电子口袋上仍旧可以形成

s-波超导配对, 配对对称性是  -波, 超导配对机

制源于两类不同的自旋涨落间的竞争: 其一是共线

自旋密度波附近的 C-型自旋涨落, 通过虚空穴口

袋间的库伯子激发引起电子口袋间的吸引配对散

射; 其二是棋盘式自旋密度波附近的 G-型自旋涨

落, 该涨落引起排斥配对散射, 但电子口袋间的杂

化劈裂会减弱其效应.

s±

d3z2−r2

相比于随机相位近似和涨落交换近似, 泛函重

整化群在镍基 327超导体的理论研究中是最强大

也是最有说服力的弱耦合理论. Yang等 [17] 用泛函

重整化群研究了高压下镍基 327超导体的配对机

制和配对对称性, 通过对双层两轨道 Hubbard模

型的泛函重整化群计算, 在弱耦合到中等耦合区

间, 主要的超导配对对称性是自旋涨落导致的  -

波配对, 即能隙函数在g 和 a 口袋上具有相同的符

号, 与 b 口袋上具有相反的符号, 见图 11, 在实空

间的配对主要是同一格点同一轨道上具有相反相

位的配对. Jiang等 [100] 研究了镍基 327超导体的

超导转变温度随压力增大而单调递减的物理机制.

通过密度泛函理论的计算发现, 随着压力从 14 GPa

逐渐增大, 费米口袋几乎不发生变化, 但是带宽增

大, 层间  轨道间的跃迁增强, 进一步通过泛

函重整化群的计算, 发现随着压力增大, 自旋涨落
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图 11    (a) 泛函重整化群中最主要的本征值 S 随着跑动能量尺度 L 的流 [17], 图中用不同颜色表示超导 (SC)、自旋密度波

(SDW)和电荷密度波 (CDW)通道, 计算参数为 U = 3 eV和 JH = 0.3 eV. (b), (c)分别是占主导的 s-波和次要的   -波在费

米面上的能隙函数 [17]. (d)重整化的相互作用   在接近超导通道发散前在布里渊区的分布, 两个箭头表示占主导的散射动

量   [17]

U = 3 JH = 0.3

dx2−y2

VSDW (q) q1,2

Fig. 11. (a) FRG flow of the leading eigenvalues S versus the running energy scale L, different colors are used to represent supercon-
ducting (SC), spin density wave (SDW), and charge density wave (CDW) channels with parameters    eV and    eV[17].

(b),  (c)  Plot  the  gap  functions  for  leading  s-wave  and  subleading    -wave  one  the  Fermi  surface,  respectively[17].  (d)  The

renormalized interaction    when the SC diverges, with two arrows indicating the dominant scattering momenta   [17].
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s±

s± d3z2−r2

dx2−y2 d3z2−r2

d3z2−r2

s±

导致的  -波配对减弱, 从而导致超导转变温度随

压力增大而单调递减, 这与强耦合的局域磁矩图像

是截然相反的, 有力地论证了弱耦合下 d电子的巡

游图像. 胡江平和吴贤新等 [13] 用泛函重整化群研

究了高压下的镍基 327超导体, 得到了相同的配对

对称性, 即  -波配对, 并指出  轨道层间和

层内交换耦合对高温超导至关重要. 胡江平和吴贤

新等 [101] 还进一步研究了高压下镍基 327超导体中

的电声耦合对超导的影响, 通过泛函重整化群的计

算发现仅仅靠电声耦合不足以产生超导, 并且发现

不同声子模式耦合不同的镍  和  轨道,

即轨道选择的电声耦合, 其中面间的电声耦合协同

电子关联促进  轨道的层间配对, 而面内的

电声耦合只是略微地影响超导, 该理论还预言高压

下镍基 327超导体中氧的同位素效应. Cao等 [27]

系统研究了常压下镍基 327超导体薄膜受衬底应

变的影响, 通过不同的平面内压缩来模拟衬底的效

应, 利用 DFT构建了两轨道紧束缚模型, 通过泛

函重整化群的计算发现薄膜中仍旧是  -波配对.

 6   结论与讨论

镍基 327高温超导双层系统的多轨道性质使

其适合用双轨道 Hubbard模型来描述, 这与铁基

超导体类似, 尽管它们的详细电子结构有所不同.

这类模型已被多种技术广泛研究, 并由此产生了若

干配对机制的提案. 这些提案大致可分为弱耦合和

强耦合两类方法.

s± 3dz2

Tc

3dz2 s±

在弱耦合理论中, 配对源于费米面嵌套所增强

的自旋和/或电荷涨落的交换. 具有多能带且展现

出有利嵌套条件的费米面拓扑结构, 为应用这一

理论框架提供了合理的依据. 诸如随机相位近似

(RPA)[18,23,44,45,102–105]、涨落交换近似 (FLEX)[25,63,65]

和泛函重整化群 (FRG)[13,17,27,106] 等技术, 主要在

 -波对称性上达成一致, 其中  轨道之间的层

间耦合起着主导作用, 这凸显了 g 口袋的重要性.

这种配对态对晶体场劈裂 [46] 和层间相互作用 [66]

的敏感性也已被研究, 并且 FRG对  压力依赖性

的研究显示与实验观测一致 [100]. 常压下 RP双层

薄膜的超导电性也已被弱耦合方法研究 [23]. 虽然

大多数弱耦合研究集中在以  轨道和  波态为

中心的巡游图像上, 但也有一些工作提出了替代的

配对对称性或机制 [10,107–112].

3dz2

3dx2−y2

3dx2−y2 t⊥

t′ t′′

3dz2 3dx2−y2 3dz2

3dx2−y2

d+ is

与巡游图像相对, 强耦合方法假定成键的 

轨道是近乎局域的. 这一图像的动机是实验上在正

常态观测到了自旋密度波, 这是强电子关联的标

志. 基于此前提, 已提出了多种模型, 包括几种不

同版本的 t-J 模型, 例如基于   轨道的双层

t-J 模型 [113]、   轨道的 t-  -J 模型 [11]、反对

称能带的 t-  -  -J 模型 [114]、空单粒子-双粒子 t-J

模型 [115]、混合维 t-J 模型 [116,117]. 其他提案还涉及

由  轨道间的层间反铁磁耦合、   和  

轨道间的洪特耦合, 以及   轨道的类 t-J 或

类 Hubbard项或自掺杂分子 Mott绝缘体组成

的多轨道模型 [19,118–120]. 这些模型已采用多种技术

进行研究, 例如隶玻色子平均场理论 [114,113,121–124]、

重整化平均场理论 (RMFT)[11,17,19,125–127]、隶自旋

方法 [128,129]、大 N 展开 [130]、密度矩阵重整化群

(DMRG)[118,124,131–137]、张量网络 (TN)[136,138]、静态辅

助场蒙特卡罗 [139]、行列式量子蒙特卡罗 (DQMC)[140]

和变分量子蒙特卡罗 (VQMC)[141]. 根据模型和参

数的不同, 预测的配对对称性范围从 s-波到 d-波,

乃至  -波.

3dz2

3dz2

3dz2

3dz2

3dx2−y2

3dz2

研究镍基高温超导配对机制的一个关键问题

是  轨道的精确作用. 在许多理论中, 特别是从

弱耦合视角出发的理论, 预测由  主导的g 口袋

的存在会增强超导电性, 且配对主要发生在  轨

道中. 相反, 其他理论, 尤其是在强耦合框架内提

出的理论, 则认为 g 口袋不太相关, 并且鉴于 

态几乎是局域的, 超导序参量应由  轨道主

导. 因此, 通过实验确定  轨道的巡游性与局域

性特征, 对于解决超导机制至关重要. 镍基高温超

导电性的理论研究仍处于早期阶段, 需要更精确的

实验指导. 弱耦合和强耦合理论的进一步发展对于

推进理解这一现象都是必需的.
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Abstract
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This  review  provides  a  comprehensive  survey  of  weak-coupling  theoretical  approaches  applied  to

understand the emergent superconductivity in the pressurized nickelate bilayer system La3Ni2O7. Following the

landmark  discovery  of  its  high-Tc  superconductivity  under  pressure,  this  material  has  rapidly  become  a  new

paradigmatic  platform  in  the  field  of  unconventional  superconductivity,  joining  cuprates  and  iron-based

systems.  We  focus  on  three  pivotal  theoretical  frameworks:  the  random  phase  approximation  (RPA),  the

fluctuation-exchange approximation (FLEX), and the functional renormalization group (FRG). These methods

are deployed to analyze the effective pairing interactions and emergent instabilities arising from the low-energy

electronic structure,  which is commonly modeled by a bilayer two-orbital  Hubbard Hamiltonian incorporating

the Ni    and    orbitals.

　　A central theme consolidating the weak-coupling perspective is the crucial  role of Fermi surface topology

and nesting. Theoretical studies consistently identify a multi-pocket Fermi surface under pressure, featuring an

electron-like a pocket and two hole-like b and g pockets. The g pocket, predominantly derived from the  
orbital,  exhibits  strong  nesting  with  the  other  pockets.  This  nesting  significantly  enhances  antiferromagnetic

spin  fluctuations,  which  in  turn  mediate  attractive  pairing  interactions.  Consequently,  a  dominant    -wave

pairing  symmetry  is  widely  predicted  across  different  methodologies.  In  this  state,  the  superconducting  gap

function  maintains  the  same  sign  on  the  g  and  a  pockets  but  reverses  sign  on  the  b  pocket,  a  structure
intimately linked to the interlayer pairing channel dominated by the    orbital.

　　 We further elaborate on the methodological distinctions and complementary strengths of the three weak-

coupling approaches surveyed. The random phase approximation (RPA) provides an efficient description of spin

and charge susceptibilities by summing an infinite series of bubble and ladder diagrams, offering a transparent

link between Fermi surface nesting and the emergence of leading pairing instabilities. The fluctuation-exchange

approximation  (FLEX)  improves  upon  RPA  by  incorporating  self-consistency,  thereby  capturing  the  mutual

renormalization between quasiparticle properties and collective spin fluctuations, which is essential for a more

accurate  determination  of  the  pairing  interaction  in  the  intermediate  coupling  regime.  The  functional

renormalization  group  (FRG)  goes  beyond  static  susceptibility  calculations  by  integrating  out  high-energy

degrees  of  freedom  progressively,  allowing  for  an  unbiased  treatment  of  competing  instabilities—such  as
superconductivity,  spin-density  wave,  and  charge-density  wave  orders—within  a  unified  framework.  These
complementary techniques collectively reinforce the conclusion that spin-fluctuation-mediated pairing, driven by

the interlayer nesting between the    -dominated g pocket and other Fermi surface sheets, is the primary
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Tc

mechanism underlying superconductivity in the bilayer nickelate system.

　　The  review  systematically  compares  predictions  from  these  approaches  regarding  the  pairing  strength,

competition  between  different  symmetries  (e.g.,  s-wave  vs.  d-wave),  and  the  influence  of  key  material

parameters  such  as  interaction  strength  U,  Hund’s  coupling  JH,  crystal  field  splitting,  and  interlayer

hybridization. Notably, the theoretical understanding is extended to ambient-pressure thin films, exploring the

effects of substrate strain and the ongoing debate concerning the presence of the g pocket. We also discuss how
the pressure dependence of Tc and the material’s response to disorder are addressed within the weak-coupling

paradigm.

　　By synthesizing  results  from these  advanced  many-body  techniques,  this  review highlights  the  success  of

weak-coupling, itinerant-based theories in capturing the essential physics of La3Ni2O7, particularly in linking its

high-    superconductivity  to  spin-fluctuation-mediated  pairing  driven  by  specific  Fermi  surface  geometries.

Finally,  we  outline  outstanding  challenges  and  future  directions,  emphasizing  the  need  for  closer  integration

with strong-coupling pictures, more precise ab initio-derived model parameters, and definitive experimental tests

to  distinguish  between  competing  theoretical  scenarios  and  fully  elucidate  the  superconducting  mechanism in

this fascinating nickelate system.

Keywords: nickel-based  high-temperature  superconductivity,  random  phase  approximation,  fluctuation

exchange approximation, functional renormalization group
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