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随着对复杂系统的深入理解, 传统基于成对交互的网络模型在描述多体过程 (如传染病在群组中的传

播)时显现出局限性, 因此引入基于单纯复形的高阶网络成为必要. 然而, 现有高阶网络传染病模型大多假设

传播概率恒定, 未能反映传播过程中因个体行为适应或环境改变导致的动态变化. 针对此问题, 本文构建了

作用于二阶单纯复形上的易感-感染-恢复 (SIR)传染病模型. 核心创新在于提出了一种基于平均场近似的贝

叶斯动态更新: 将网络中的局部传播事件视为近似独立的伯努利试验, 利用 Beta-Binomial共轭特性, 根据实

时感染数据动态修正对一阶 (边)及二阶 (三角形)传播概率的后验估计. 在 Erdös-Rényi随机图上进行大量独

立蒙特卡罗仿真, 并与具有相同平均传播能力的固定参数模型进行严格对比, 研究结果表明: 1)贝叶斯动态

模型能够敏锐捕捉疫情演化中的参数时变性, 二阶交互结构显著加速了疫情暴发并提升了感染峰值; 2)推导

出的时变基本再生数   解析解与仿真得到的有效再生数   高度吻合, 验证了理论推导的准确性. 本研

究揭示了高阶交互与自适应传播概率的耦合机制, 证明了在模型中引入参数动态更新对于提高预测真实性

和制定精准防控策略的重要性.
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 1   引　言

尽管基于成对交互的传统网络模型在过去几

十年中得到了广泛而深入的研究, 并成功应用于诸

多领域 [1–7]. 然而现实世界中的许多复杂系统交互

并不仅限于两两之间. 例如, 在社交网络中观点的

形成、生态系统中物种的复杂依赖关系, 以及传染

病在人群聚集 (如家庭、教室、公共场所)中的传

播, 都涉及多个个体同时参与的高阶交互 (higher-

order interactions). 传统网络在描述这类多体效

应时存在固有局限性. 因此, 引入能够捕捉这些复

杂性的高阶网络 (higher-order networks)成为网

络科学研究的前沿方向. 典型的高阶网络模型包括

单纯复形 (simplicial complex)以及超图 (hyper-

graph)[8–10]. 单纯复形通过不同阶数的单纯形 (点、

边、三角形、四面体等)来表征不同规模的群体交

互, 其中二阶及以上的单纯形对于刻画超越成对关

系的集体行为至关重要 [11–16]. 本文关注的是基于

单纯复形的高阶网络结构, 特别是包含二阶单纯

形 (即“三角形”结构, 代表三体交互)的网络. 传染

病动力学是理解和预测疾病传播规律的关键研究

领域, 经典的易感-感染-恢复 (SIR)模型是其中的

基石 [17,18]. 近年来, 研究者开始将 SIR模型拓展到

高阶网络上, 以探究群体交互结构对疾病传播模式

的影响 [19], 这为更精确地模拟现实传播过程提供

了可能. 然而, 当前大多数应用于高阶网络的 SIR

模型在设定感染机制时, 往往假设传播概率是一个
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固定的参数 [20,21], 或者仅考虑简单的依赖关系. 这

种设定可能无法充分反映真实世界传播的复杂性,

因为个体或群体间的感染风险可能受到多种动态

因素 (如个体防护意识变化、环境条件、病毒变异、

过往感染历史等)的影响而发生改变. 如何将这种

传播概率的动态性或适应性融入到高阶网络的传

染病模型中, 是一个具有挑战性且极具现实意义的

研究课题 [22–24]. 特别地, 能否利用传播过程中不断

积累的信息来实时调整和更新对未来传播风险的

估计 (即传播概率), 是提升模型真实性和预测能力

的关键. 目前, 在高阶网络背景下结合信息更新机

制来动态调整传播概率的研究相对较少.

R0(t)

本文针对上述问题, 提出了一种改进的高阶网

络 SIR模型. 该模型作用于包含二阶单纯形的网

络结构上, 其核心创新点在于: 不再使用固定的传

播概率, 而是引入一种基于贝叶斯方法的自适应传

播概率更新机制. 具体来说, 在 SIR模型每一次迭

代过程中, 根据当前网络中的感染状态 (如二阶单

纯形内发生的感染事件)作为新的“证据”, 运用贝

叶斯推理来更新与该单纯形相关的感染概率. 这种

方法使得传播概率能够根据模型的演化历史和当

前状态进行动态调整和学习, 从而能更准确地捕捉

传播过程中的不确定性和适应性变化. 本文的主要

贡献在于: 1)构建了一个将贝叶斯概率更新机制

与二阶单纯形上的 SIR模型相结合的传染病动力

学框架; 2)探索了这种自适应概率对高阶网络上

传播动力学特性的潜在影响. 本文结构安排如下:

第 2节介绍 SIR模型、高阶网络单纯复形以及贝

叶斯方法的基本概念; 第 3节详细阐述带有贝叶斯

动态概率更新的高阶 SIR模型的数学构建和更新

算法; 第 4节对 SIR模型进行稳定性分析以及计

算基本再生数  ; 第 5节通过数值模拟, 对比

分析在不同条件下本文提出的贝叶斯动态概率模

型在传播过程上的差异; 最后, 第 6节总结全文研

究内容, 并对未来可能的研究方向进行展望.

 2   先导知识

 2.1    二阶单纯复形

Gh = (V, E)
E (k − 1)

i1, i2, · · · , ik [i1,

i2, · · · , ik]

定义一个高阶网络为单纯复形  ,

其中 V 为节点集,   为单纯形集.   阶单纯形

由 k 个节点   的交互构成 ,  记为  

 .  本文聚焦二阶单纯形 (即三体交互 ,

k = 3 [i, j, k]

L(Gh)

λ2(G
h)

σ ∈
σ1, σ2 ∈

K

 ), 表示为   , 对应于三个节点间的群体

接触. 网络的广义 Laplacian矩阵  描述了高

阶交互的拓扑特性, 其次小特征值   与网络

的连通性和动态行为密切相关. 本文使用单纯形复

形来描述个体间的交互网络.  一个单纯形复形

K 是由一系列单纯形 (点、边、三角形等)构成的集

合, 且满足: 1)如果一个单纯形   K, 则 s 的所

有面 (face)也属于 K; 2)任意两个单纯形 

 的交集要么是空集, 要么是它们共同的一个面.

本研究关注包含节点 (零阶单纯形)、边 (一阶单纯

形)和填充的三角形 (二阶单纯形)的网络结构.

1)节点集合 V = {1, 2, ···, N}代表 N 个个体.

E ⊆ {(i, j)|i, j ∈ V, i ̸= j}2)边集合    代表个体

间的成对交互关系.

T ⊆ {(i, j, k)|i, j, k ∈ V, i ̸=
j ̸= k ̸= i, (i, j) ∈ E, (j, k) ∈ E, (k, i) ∈ E}

3) 二阶单纯形集合 

  代表三个

个体间的群组交互关系.

这种包含最高为二阶单纯形的网络记为 K =

(V, E, T).

 2.2    传统 SIR 模型

传统 SIR模型是描述流行病传播的经典数学

模型, 由 Kermack和McKendrick于 1927年提出.

该模型将人群分为三类: 易感 (susceptible, S)、感

染 (infected, I)和恢复 (recovered, R). 其基本假

设包括: 1)人群规模固定, 无出生或死亡; 2)感染

者以恒定概率 b 将疾病传播给易感者; 3)感染者

以恒定速率g 恢复并获得免疫; 4)传播基于均匀混

合假设, 即每个个体与他人接触的概率相等.

在网络背景下, 传统 SIR模型考虑节点间的

邻居关系, 动态方程为  

dSi

dt
= −βSi

∑
j∈Ni

Ij ,

dIi
dt

= βSi

∑
j∈Ni

Ij − γIi,

dRi

dt
= γIi,

(1)

Si Ii Ri

Ni

其中  ,   ,   分别表示节点 i 处于易感、感染和

恢复状态的概率或比例; b 为传播概率; g 为恢复

率;   为节点 i 的邻居集. 上述方程描述了疾病通

过网络中的边 (即一阶交互)传播的过程.

传统 SIR模型的优点在于其简单性和对基本
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传播动态的刻画, 但存在以下局限性: 1)假设传播

概率 b 为常数, 无法反映现实中因防控措施或行为

变化导致的动态调整; 2)仅考虑成对交互 (边), 忽

略了群体接触 (如三体交互)的影响; 3)均匀混合

假设在复杂网络中往往不成立, 限制了模型对异质

性网络的适用性. 这些局限性促使本文引入高阶网

络和动态参数更新.

 2.3    传播概率 b(t) 的贝叶斯更新

传统统计方法 (如最小二乘法、MLE)通常要

求参数固定且需要大样本量才能准确估计. 而贝叶

斯动态更新具有以下两个: 在线学习——能随时间

步实时吸收新样本 (新增感染数), 适合非平稳过

程, 更符合现实传播情况; 不确定性建模——通过

分布 (Beta分布)而非点估计来表达对传播率的信

心, 在疫情初期数据较少时更稳健. 本文不再假设

b 为常数, 而是将其视为一个随时间演化的随机变

量 b(t), 并使用贝叶斯方法在每个时间步 t 结束时

对其进行更新. 令 D(t)代表在时间步 t 实际发生

的 S→I 转变事件的集合 (即新感染者集合). 贝叶

斯更新的目标是计算后验概率分布 P(b(t)|D(t),

K, State(t)), 其中 State(t)是 t 时刻所有节点的状

态. 更新步骤如下:

α0, β0

1)先验分布 (prior):  在时间步 t 开始时 ,  对

b(t)有一个先验信念, 用概率分布 P(b(t–1))表示

(或更准确地说, 是基于 t–1时刻数据更新后的后

验 P(b(t–1)|D(t–1),  ···)).  在模拟开始时 (t = 0),

需要设定一个初始先验 P(b(0)). 常用的选择是

Beta分布 Beta(  ), 因为它在 [0, 1]区间有定

义, 且是二项分布的共轭先验. 例如, 可以选择无

信息先验 Beta(1, 1)(即均匀分布).

β(t)

β(t)

2)采用平均场近似, 假设感染事件在一个时

间步长内 Dt 是以当前全球 S 和 I 节点密度为条件

的统计独立伯努利试验.  似然函数 (Likelihood)

P(D(t)|b(t), K,  State(t))表示在给定传播概率

 和当前网络状态下, 观测到实际新感染事件

D(t)的概率. 首先, 确定在时间步 t, 所有可能的潜

在感染事件数量 M(t). 包括所有连接 S 和 I 节点

的边的数量, 以及所有包含 S 节点和足够数量 I 节

点 (根据高阶传播机制定义)的二阶单纯形的数量

(或贡献). 然后, 统计在时间步 t 实际发生的新感

染数量 n(t) = |D(t)|. 每次潜在感染尝试是独立的

伯努利试验, 概率为  , 则似然函数可以近似为

二项分布: 

P (D(t) | β(t), . . . )≈Binomial(n(t) | M(t), β(t))

= C(M(t), n(t)) · β(t)n(t) · (1− β(t))M(t)−n(t). (2)

3)后验分布  (posterior):  根据贝叶斯定理 ,

b(t)的后验分布为 

P (β(t) | D(t), . . . ) ∝ P (D(t) | β(t), . . . ) ·P (β(t−1)).
(3)

αt−1, ηt−1如先验是 Beta(  ), 似然是 Binomial

(n(t)|M(t), b(t)), 那么后验分布也是 Beta分布: 

P (β(t) | D(t), . . . ) = Beta(αt, ηt)

= Beta(αt−1 + n(t), ηt−1 +M(t)− n(t)). (4)

P (β(t)|D(t)

β(t) = E[β(t)|D(t),

· · · ] = αt/(αt + ηt)

β(t)=argmaxP (β(t)|D(t), · · · )=(αt−1)/(αt+ηt−2)

αt, ηt > 1

αt, ηt

4) b(t)的点估计与更新: 为了在下一个时间步

t+1的模拟中使用 ,  需从后验分布   ,

···)中得到一个 b(t)的点估计值. 常用的方法有:

后验均值 (posterior  mean):   

 ,  最大后验概率估计 (MAP):

(如果   ). 将这个估计值 b(t)作为下一个

时间步 t+1的传播概率 b(t+1)使用, 这个更新后

的后验分布 Beta(  )将作为 t+1时刻的先验.

通过这种方式, 传播概率 b(t)在模拟的每一步都

会根据“观测”到的新感染情况进行调整, 反映了模

型对当前传播效力的动态估计.

 3   改进的 SIR模型

 3.1    贝叶斯推断

贝叶斯推断通过后验概率更新参数估计. 对于

传播概率 b, 其后验分布为 

P (β | D) ∝ P (D | β)P (β), (5)

P (D|β) P (β)

[0, 1]

其中  是似然函数,    是先验分布, D 是

观测数据 (如新增感染人数). 本文采用 Beta分布

作为 b 的先验分布, 因其定义在  区间, 适合建

模概率参数.

∆Ii假设新增感染人数  服从二项分布, 成功概

率为当前节点的总感染力: 

∆Ii ∼ Binomial
(
n =

∑
[i,j]∈E

SiIj +
∑

[i,j,k]∈E

SiIjIk,

p = βt或β
(2)
t

)
. (6)
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 3.2    模型描述

Gh = (V, E) E [i, j]

[i, j, k]

xi ∈ {S, I,R}

考虑一个由 N 个节点构成的二阶单纯复形

 , 其中  包含一阶单纯形 (边,   )和

二阶单纯形 (三角形,    ). 每个节点 i 处于状

态  . 改进的 SIR模型动态方程为  

dSi

dt
= −βt

∑
[i,j]∈E

SiIj − β
(2)
t

∑
[i,j,k]∈E

SiIjIk,

dIi
dt

= βt
∑

[i,j]∈E

SiIj + β
(2)
t

∑
[i,j,k]∈E

SiIjIk − γIi,

dRi

dt
= γIi.

(7)

改进模型不仅考虑了三体交互引发的“加速效

应”, 还通过贝叶斯反馈修正了模型随时间推移而

产生的“预测漂移”, 使得模型具有自我纠偏能力,

实时更新传播概率.

 3.3    贝叶斯更新传播概率
  
算法1　贝叶斯更新传播机制

α0, η0

α
(2)
0 , η

(2)
0

1) 初始化: 设定一阶传播率的先验参数  , 以及二阶传播率

的先验参数  .

M
(1)
t n

(1)
t M

(2)
t

n
(2)
t

2) 统计更新量: 在每个时间步 t 结束时, 统计一阶潜在传播边数

 及实际感染数  , 统计二阶潜在单纯形数  及实际

感染数  .

3) 贝叶斯更新与参数估计: 根据 Beta-Binomial 共轭关系更新参数

αt+1 = αt + n
(1)
t , ηt+1 = ηt +

(
M

(1)
t − n

(1)
t

)
,

α
(2)
t+1 = α

(2)
t + n

(2)
t , η

(2)
t+1 = η

(2)
t +

(
M

(2)
t − n

(2)
t

)
,

并取后验期望作为下一时刻的传播概率:

β̂t+1 =
αt+1

αt+1 + ηt+1
, β̂

(2)
t+1 =

α
(2)
t+1

α
(2)
t+1 + η

(2)
t+1

.

I = 0 S =

0 M
(1)
t = 0 M

(2)
t = 0

4) 终止与边界处理: 当系统中无感染者(  )或无易感者( 

 )时终止迭代; 若某一时间步  或  , 则对应传

播参数保持上一时刻的取值不更新.
 

∆Ii βt β
(2)
t

βt ∼ Beta(αt, ηt) β
(2)
t ∼ Beta(α(2)

t , η
(2)
t )

在每次模型迭代后, 基于新增感染数据 (如新

增感染人数  ), 使用贝叶斯方法更新  和  .

假设  ,   .

似然函数建模如下: 

P (Dt | βt, β
(2)
t ) ∝

N∏
i=1

(
βt
∑

[i,j]∈E

SiIj + β
(2)
t

∑
[i,j,k]∈E

SiIjIk

)∆Ii

. (8)

后验分布的参数更新步骤如下:

βt一阶传播概率  的参数更新: 

αt+1 = αt +

N∑
i=1

∆Ii, ηt+1 = ηt +

N∑
i=1

∑
[i,j]∈E

SiIj .

β
(2)
t二阶传播概率  的参数更新:

 

α
(2)
t+1 = α

(2)
t +

N∑
i=1

∆Ii, η
(2)
t+1 = η

(2)
t +

N∑
i=1

∑
[i,j,k]∈E

SiIjIk.

βt+1 β
(2)
t+1更新后的  和  取后验分布均值:

 

βt+1 =
αt+1

αt+1 + ηt+1
, β

(2)
t+1 =

α
(2)
t+1

α
(2)
t+1 + η

(2)
t+1

.

这些公式通过累加新增感染人数和交互项, 动

态调整传播概率, 反映传播过程中的实时变化.

 4   稳定性分析与基本再生数

R0(t)

本节对基于贝叶斯更新的高阶网络 SIR 模型

进行稳定性分析, 并导出时变基本再生数  .

 4.1    疾病无传播平衡点分析

Ii = 0 Si = 1

Ri = 0 i = 1, 2, · · · , N

首先考虑系统的疾病无传播平衡点 (disease-

free equilibrium, DFE), 即在该状态下系统中不存

在任何感染个体, 所有个体均处于易感状态, 尚未

感染, 也未康复. 这意味着对每一个节点 i, 都有感

染状态变量  , 易感状态变量   , 而恢复

状态变量  , 其中   . 这种状态

通常对应于疾病尚未进入人群, 或者通过控制措施

已被完全清除的理想情形.

在 DFE点, 系统中不存在任何传播活动, 因

此无论是一阶 (边)接触还是二阶 (三角形)群体接

触均不会引起易感者向感染者的转变. 系统此时处

于一个无感染源的“静止”状态, 理论上不应再引发

新的感染病例.

此时系统的整体状态可以表示为如下向量

形式: 

E0 = (S1, S2, · · · , SN , I1, I2,· · · , IN , R1, R2, · · · , RN )

= (1, 1, · · · , 1, 0, 0, · · · , 0, 0, 0, · · · , 0), (9)

其中前 N 项为所有节点的易感状态变量, 接着是

N 个感染状态变量, 最后是 N 个恢复状态变量. 这

个平衡点是后续稳定性分析的基础, 帮助我们判断

在无初始感染者的前提下系统是否能抵御疾病的

侵入. 为分析 DFE的局部稳定性, 进一步构造系
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统的 Jacobian矩阵并在 DFE点进行评估.

 4.2    Jacobian 矩阵推导与线性化

E0

E0

S∗
i = 1,

I∗i = 0, R∗
i = 0

I

为了分析系统在疾病无传播平衡点  处的局

部稳定性, 在  处对系统进行线性化处理. 在该平

衡点,  所有节点均为易感状态 ,  也就是  

 . 主要关注支配初期传播动力学的

感染状态子系统  .

根据模型定义, 节点 i 的感染状态动力学方

程为
 

dIi
dt

= βtSi

N∑
j=1

AijIj︸ ︷︷ ︸
一阶交互 (Pairwise)

+β
(2)
t Si

N∑
j=1

N∑
k=1

TijkIjIk︸ ︷︷ ︸
二阶交互 (Higher-order)

−γIi,

(10)

Aij Tijk
i, j, k

其中  是一阶邻接矩阵元素,   是二阶邻接张

量元素 (当且仅当节点   构成三角形时为 1,

否则为 0).

Jij =
∂İi
∂Ij

∣∣∣
E0

Ij

系统的 Jacobian矩阵 J 在 DFE处的元素定

义为  . 需要分别计算方程 (10)中各项

对  的偏导数.

对于一阶交互项, 其导数为
 

∂

∂Ij

(
βtSi

N∑
k=1

AikIk

)∣∣∣∣∣
E0

= βtS
∗
i Aij = βtAij . (11)

对于二阶交互项, 根据乘积法则, 其导数为
 

∂

∂Ij

β
(2)
t Si

∑
k,l

TiklIkIl


= β

(2)
t Si

∑
k,l

Tikl
(
∂Ik
∂Ij

Il + Ik
∂Il
∂Ij

)

= β
(2)
t Si

∑
k,l

Tikl(δjkIl + Ikδjl). (12)

I∗k = 0 I∗l = 0在 DFE处进行评估时, 由于  且  ,

上述表达式中的每一项均包含零因子. 因此:
 

∂

∂Ij
(二阶交互项)

∣∣∣∣
E0

= 0. (13)

I O(∥I∥2)
这表明二阶单纯形引入的非线性项是关于状态变

量  的高阶无穷小量 (  ), 在线性化极限下

消失, 对平衡点处的切线斜率无贡献.

JDFE

综上所述,  系统在 DFE处的 Jacobian矩阵

 仅由一阶网络结构和恢复率决定:
 

JDFE = βtA− γIN , (14)

IN N ×N其中  为  单位矩阵.

R0(t) FV −1

F = βtA

V = γIN

基于下一代矩阵法 (next generation matrix

method), 基本再生数   定义为   的谱半

径. 由 (14)式可知, 线性化后的传播矩阵  ,

转移矩阵  . 因此, 

R0(t) = ρ(FV −1) = ρ

(
βt

γ
A

)
=

βt

γ
λmax(A). (15)

该结果揭示了一个重要的动力学特征: 尽管二

阶交互在疫情暴发后的非线性增长阶段起到了加

速作用, 但疫情能否在初期暴发 (即阈值条件), 完

全取决于一阶网络的拓扑性质和一阶传播概率.

 4.3    高阶交互项的修正与模型线性化

β
(2)
t SiIjIk

Ik = 0

在原始模型设定中,  二阶传播项被描述为

 . 这种非线性形式的困难在于, 当在无病

平衡点 (即所有  )附近对系统进行线性化时,

该项对于感染变量 I 的偏导数为零, 导致高阶交互

的贡献在线性稳定性分析中被完全忽略.

为了克服这一局限性, 对高阶传播机制进行了

一个更符合生物学直觉且数学上易于处理的修正.

假设一个易感个体 i 的感染风险不仅来自成对接

触, 也来自其所在的群组 (二阶单纯形)中任何一

个感染者的暴露. 具体而言, 群组内每个感染者都

会对易感者产生独立的感染压力. 基于此, 将系统 (7)

中感染者的动力学方程修正为 

dIi
dt

= Si

βt
∑
j

AijIj + β
(2)
t

∑
[i,j,k]∈T

(Ij + Ik)

− γIi,

(16)

Aij其中  是标准邻接矩阵的元素 (若节点 i 和 j 相连

则为 1, 否则为 0), T 是网络中所有二阶单纯形 (三

角形)的集合. 该模型在感染变量 I 上是线性的, 这

使得可以运用下一代矩阵方法进行严格分析.

R0 4.4    基于下一代矩阵的  推导

F
V

本文遵循下一代矩阵方法的标准流程. 首先,

定义新感染产生速率向量  和个体在不同状态间

转移的速率向量  . 对于第 i 个个体, 它们分别为 

Fi=Si

(
βt
∑
j

AijIj + β
(2)
t

∑
[i,j,k]∈T

(Ij + Ik)

)
, (17)

 

Vi = γIi. (18)

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 75, No. 10 (2026)    100001

100001-5

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


E0 Si = 1, Ii = 0, Ri = 0

F V Ij

在无病平衡点  (其中   对所

有 i 成立), 这里计算   和   关于感染状态变量  

的雅可比矩阵, 记为 F 和 V: 

Fij =
∂Fi

∂Ij

∣∣∣∣
E0

, (19)
 

Vij =
∂Vi

∂Ij

∣∣∣∣
E0

. (20)

Fij Fi

Hij

∑
[i,j,k]∈T

(Ij + Ik)

2
∑

j
HijIj

为了计算  , 将  中的高阶项重写. 定义一个三

角形加权邻接矩阵 H, 其元素   表示连接节点

i 和 j 的边的数量, 这条边同时是网络中某个三角

形的一条边. 因此,   可以表示为

 . 于是, 新感染矩阵 F 和转移矩阵 V 可

表示为 

F = βtA+ 2β
(2)
t H, (21)

 

V = γI, (22)

I N ×N

其中 A 是标准邻接矩阵, H 是三角形加权邻接矩

阵,   是  的单位矩阵.

K = FV −1下一代矩阵 K 定义为  . 因此, 

K =
1

γ

(
βtA+ 2β

(2)
t H

)
. (23)

R0

ρ(K)

R0(t)

基本再生数  是下一代矩阵 K 的谱半径 (即最大

特征值)  . 所以, 考虑了高阶交互的、随时间

变化的  的严谨表达式为 

R0(t) = ρ(K) =
1

γ
ρ
(
βtA+ 2β

(2)
t H

)
. (24)

(24)式将一阶和二阶传播的贡献整合到一个

统一的线性框架中, 正确地反映了两种传播路径的

综合效应.

 4.5    基本再生数的贝叶斯更新

βt β
(2)
t本文模型的核心创新在于传播参数  和  

的自适应性. 在每个时间步 t, 利用贝叶斯推断, 根

据观测到的新发感染数据来更新这两个参数的后

验分布. 它们的后验均值可作为该时刻参数的点估

计值: 

β̂t =
αt

αt + ηt
, (25)

 

β̂
(2)
t =

α
(2)
t

α
(2)
t + η

(2)
t

. (26)

将这些动态更新的参数估计值代入推导出的

(24)式, 从而得到最终的、随时间演化的基本再

生数表达式: 

R0(t) =
1

γ
ρ

[(
αt

αt + ηt

)
A+ 2

(
α
(2)
t

α
(2)
t + η

(2)
t

)
H

]
.

(27)

R0

这个表达式提供了一个能够实时反映数据驱动的

传播风险变化的  指标, 它不仅在数学上是严谨

的, 而且更贴近真实世界中传播动态的复杂性与适

应性.

 4.6    稳定性判据

根据经典传染病动力学理论, 系统的稳定性判

据如下:

R0(t) < 11)当   时 ,  DFE是局部渐近稳定的 ,

疾病将逐渐消失;

R0(t) > 12)当   时, DFE是不稳定的, 疾病将

在人群中传播.

βt β
(2)
t考虑到  和  随时间动态更新, 系统的稳定

性也会相应变化. 这使得本文的模型能够捕捉到疾

病传播过程中的动态变化, 尤其是在实施干预措施

后的传播参数变化.

 4.7    阈值动态与干预策略分析

基于上述分析, 可以得出疾病传播的阈值条

件为 

αt

αt + ηt
<

γ

λmax(A)
. (28)

考虑高阶交互后: 

αt

αt + ηt
λmax(A) + 2 · α

(2)
t

α
(2)
t + η

(2)
t

λmax(H) < γ. (29)

R0(t) < 1

这些条件为干预策略的制定提供了理论依据.

例如, 为使  , 可以:

λmax(A) λmax(H)1)减少网络连接 (降低  和  );

2) 提高恢复率g (如通过更有效的治疗);

βt β
(2)
t3) 降低传播参数   和   (如通过疫苗接种、

控制社交距离等措施).

R0(t)

当干预措施实施后, 贝叶斯更新机制将自动调

整参数估计, 进而影响   的计算, 使模型能够

实时反映干预效果.

 5   数值仿真与讨论

为验证本文提出的基于贝叶斯更新的高阶 SIR
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N = 1000

p = 0.08 γ = 0.1

模型的有效性, 在 Erdős-Rényi (ER)随机图上进

行了系列数值仿真. 同时在 ER随机图中提取所有

闭合三角形构造二阶单纯形集合, 从而嵌套出包含

高阶交互结构的网络, 模拟现实中三体交互引发的

群体传播过程. 仿真网络规模设为  , 边连

接概率为  , 治愈率设置为  , 初始感

染者随机选取一名. 使用基于节点邻域交集的方

法 (Node-iterator算法 )提取闭合三角形 .  经过

100次独立重复实验并取平均值, 此时标准差已收

敛, 保证了结果的可靠性. 我们重点考察了传播率

的动态演化过程, 以及引入二阶传播结构对整体传

播动力学的影响.

 5.1    先验参数的鲁棒性分析

(α0, η0)图 1 展示了在四组不同 Beta分布先验 

(表 1)下, 感染者比例随时间的变化曲线. 四组参

数覆盖了“高均值/低方差”、“低均值/高方差”等不

同初始认知场景, 旨在验证模型是否能在错误或模

糊的初始判断下依然收敛到真实传播率. 可以观察

到, 虽然各先验组在初期表现略有差异, 但随着传

播过程的展开, 各曲线趋于一致. 这说明所提出的

贝叶斯方法具有较强的鲁棒性: 即便对初始传播率

缺乏准确先验知识, 模型仍能在后续传播中通过数

据更新逐步收敛到合理估计, 显著增强了模型对不

确定信息的适应能力.

βt β
(2)
t

β
(2)
t βt

图 2 与图 3分别展示了传播率   与   的动

态演化过程. 可以看出, 传播初期由于数据量有限,

估计结果存在波动, 但随着感染事件的积累, 传播

率逐步趋于平稳. 特别值得注意的是, 贝叶斯方法

能够在每一轮迭代中结合实际感染数据调整传播

率, 使传播参数更贴合网络的真实传播强度, 从而

避免传统模型中因固定传播率导致的低估或高估

问题. 这种“在线更新”的能力是本方法的一个核心

优势. 此外, 从图 2和图 3可以发现, 二阶传播率

 的稳定值通常高于一阶传播率  , 反映出高阶

传播路径 (如三元组共同邻居)在网络中分布较集

中, 且更具局部结构依赖性, 因此其传播强度相对

较高. 这也说明, 在不同传播机制下使用统一固定

参数可能会产生严重偏差, 而本文的贝叶斯框架可

以有效避免此类问题.
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Fig. 2. Bayesian  updating  process  of  the  first-order  trans-

mission rate   .
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Fig. 3. Bayesian updating process of the second-order trans-

mission rate   .
 

 5.2    高阶结构对整体传播动力学的影响

βt = 0.05图 4为仅考虑一阶固定传播概率 (  )

 

0.8
Prior A

Prior B

Prior C

Prior D
0.6

感
染
比
例

0.4

0.2

0

0 10 20 30

Time step

40 50

图 1    感染者比例随时间的变化.

Fig. 1. Change of the infected proportion over time.
 

表 1    四组不同的先验参数设置
Table 1.    Four different sets of prior parameters.

先验组 α0 η0 α
(2)
0 η

(2)
0

A 2 5 2 10

B 5 5 5 10

C 2 10 2 20

D 5 10 5 20
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α0 = 2, η0 = 5

α0 = 2, η0 = 5, α
(2)
0 =

2, η
(2)
0 = 10

时的 SIR动态曲线. 图 5和图 6分别为仅考虑贝

叶斯一阶传播概率 (  )与同时考虑一

阶和二阶贝叶斯传播概率 ( 

 )时的 SIR动态曲线对比. 为定量评估

本文模型的改进效果, 比较了三种模型的关键传播

指标, 包括感染高峰时间、感染高峰比例、最终康

复比例, 以及模型结构和传播率更新机制. 对比结

果如表 2所列.

βt

βt β
(2)
t

β
(2)
t

由图 4可以看到, 感染者比例在大约第 12步

达到峰值, 此后逐渐下降, 最终绝大多数个体进入

康复状态, 感染终止. 从图 5可见, 感染高峰比固

定传播概率 b 模型来得更早 (约在第 6步), 感染比

例更高, 传播率  在前期迅速下降并趋于平稳, 体

现了模型对传播强度变化的敏感响应能力. 进一步

考虑高阶传播结构 (三元组的传播机制), 即在一阶

传播率  的基础上引入二阶传播率  . 传播率均

通过贝叶斯方法动态更新. 图 6展示了该模型的传

播过程与两个传播率的演化. 可见, 感染传播更加

迅猛, 在第 4步达到最高感染比例 (接近 0.93), 随

后迅速衰减. 传播率  在初期迅速增长, 体现了

高阶交互结构中多人传播机制的放大效应.
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图 6　二阶网络下动态更新传播概率 b
Fig. 6. Dynamically  updated  transmission  probability  b  in
the second-order network.

 

R0(t)

R0(t)

t < 5

R0(t) R0(t)

R0(t)

图 7 展示了基于线性稳定性分析推导的理论

基本再生数  (蓝色实线)与蒙特卡罗仿真得到

的实测有效再生数  (红色虚线)的动态对比.

值得注意的是, 在疫情暴发初期 (   ), 实测的

 显著高于理论预测的  . 这一“超调”现象

深刻揭示了高阶交互的物理本质: 理论  基于

无病平衡点处的 Jacobian矩阵推导, 仅反映了一

阶网络架构决定的基准阈值, 在线性化极限下忽略

了高阶小量; 而实际仿真捕捉到了二阶单纯形 (三

角形结构)产生的非线性正反馈, 这种局部聚类效

应充当了传播的“催化剂”, 导致有效传播率在初期
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图 4    一阶网络下固定传播概率 b

Fig. 4. Fixed  transmission  probability  b  in  the  first-order
network.

 

t (一阶)

0 10 20 30

Time step

40 50

0.25

0.20

传
播
概
率

0.15

0.10

Susceptible
Infected
Recovered

0 10 20 30

Time step

40 50

0.8

1.0

0.6

比
例

0.4

0.2

0

图 5    一阶网络下动态更新传播概率 b

Fig. 5. Dynamically  updated  transmission  probability  b  in
the first-order network.

 

表 2    不同模型的传播效果对比
Table 2.    Comparison of transmission effects among

different models.

模型类型
感染峰值
时间/步

峰值感染
比例

最终康复
比例

动态
传播率

高阶
结构

固定 b SIR 第12步 约0.63 约0.99 否 否

βt贝叶斯一阶 第6步 约0.80 约0.99 是 否

βt, β
(2)
t

贝叶斯一二阶
 

第4步 约0.93 约0.99 是 是
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t > 10

远超平均场理论的预测. 随着疫情发展, 两条曲线

均呈现由贝叶斯参数更新驱动的一致下降趋势, 并

在后期 (  )随着局部高阶结构饱和而趋于重

合. 综上所述, 该结果不仅验证了理论推导在趋势

预测上的正确性, 更定量证明了传统线性指标倾向

于低估高阶网络中疫情早期暴发强度, 从而有力佐

证了引入高阶交互模型的必要性.
 
 

0 105 15 20 25

Time step

3530

2.5

3.5

3.0


0


 
数
值

高阶放大与局部聚类造成的差距

1.5

0.5

2.0

1.0

0

理论0() (mean-field)

Threshold (0=1)
仿真0() (effective)

图 7　二阶网络下动态更新传播概率 b 时的基本再生数 R0(t)

Fig. 7. Basic  reproduction number R0(t)  with dynamically up-

dated transmission probability b in the second-order network.

 5.3    敏感性分析与模型鲁棒性

⟨k⟩
N ∈ {500, 1000, 2000, 5000}

R0(t)

R0(t) R0(t)

为了进一步验证模型在不同网络规模下的适

用性以及理论推导的鲁棒性, 在保持平均度  不

变的前提下, 对比了  四种

网络规模下的  演化情况. 图 8展示了理论基本

再生数  与实测有效再生数  的对比结果.

从图 8可以得出以下关键结论.

t = 10—

20 R0(t) R0(t)

1)一致的动力学行为: 在所有网络规模下, 实

测曲线 (红虚线)与理论曲线 (蓝实线)的总体趋势

保持高度一致. 特别地, 在疫情暴发期 (约  

 ), 实测   均略高于理论   , 这再次印证

了二阶单纯形对传播强度的非线性放大作用是独

立于网络规模的普遍规律.

N = 500

N = 5000

2)有限尺寸效应的衰减: 随着 N 的增加, 曲线

的随机波动 (毛刺)显著减少 ,  误差带 (标准差)

变窄. 在   时, 由于节点数量较少, 蒙特卡

罗模拟表现出较强的随机性; 而在  时, 系

统行为非常平滑, 逼近平均场理论的极限预测.
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图 8    不同网络规模 (  )下再生数的敏感性分析. 蓝色实线表示理论基本再生数   , 红色虚线表示

仿真得到的实测有效再生数   . 阴影区域表示 100次独立模拟的标准差范围. 结果表明, 随着 N 的增大, 统计波动显著减小,

而高阶交互带来的放大效应 (表现为仿真   高于理论   )保持一致

N = 500, 1000, 2000, 5000

R0(t)

R0(t)

R0(t) R0(t)

Fig. 8. Sensitivity analysis of the reproduction number under different network sizes (  ). The solid blue

line represents the theoretical basic reproduction number    , and the dashed red line represents the simulated effective repro-

duction number    . The shaded area indicates the standard deviation range of 100 independent simulations. The results show

that as N increases, the statistical fluctuations decrease significantly, while the amplification effect caused by higher-order interac-

tions (manifested as the simulated    being higher than the theoretical   ) remains consistent.
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R0(t)

3)理论公式的有效性: 即使在小规模网络中,

本文推导的  公式仍能较好地捕捉传播阈值的

演化中心, 证明了基于贝叶斯更新的参数估计机制

具有良好的尺度鲁棒性.

从结果可以明显看出, 引入二阶传播结构后,

感染者比例上升更迅速, 峰值更高, 且达到峰值所

需时间更短. 这表明高阶结构在群组传播中起到催

化作用, 能够激发更强的同步传播效应, 加快疫情

蔓延速度. 这种差异进一步说明, 传统基于一阶边

的传播模型在刻画现实社交系统 (如微信群、三人

对话、家庭传播)时存在严重低估风险, 而本文模

型通过将高阶传播过程显式建模并动态更新传播

强度, 显著提高了传播模拟的拟合度与解释力.

从实验结果可得出以下结论.

1)引入贝叶斯更新机制后, 传播率能根据实

际感染动态进行实时调整, 使模型更具适应性和现

实性;

2)考虑高阶结构显著增强了传播强度与速度,

三元组等多体传播机制对流行病扩散有加速作用;

3)与传统固定 b 模型相比, 本文模型在表达

真实传播机制方面具备更高的准确性与灵活性.

 6   结论与展望

本文针对传统传染病模型在网络结构 (忽略高

阶交互)和参数设定 (假设静态参数)上的局限性,

提出了一种在二阶单纯形复形网络上运行的、具有

贝叶斯动态更新传播概率的 SIR模型. 详细阐述

了模型的构建方法, 特别是传播概率 b(t)如何通

过贝叶斯推断在每个模拟时间步根据当前感染数

据进行自适应调整. 通过数值模拟, 研究了该模型

的动力学行为. 结果表明, 传播概率 b(t)在模拟过

程中呈现动态演化特征, 其具体模式 (如先升后

降、趋于稳定等)与疫情发展阶段和网络状态紧密

相关. 与静态参数模型相比, 动态传播概率机制显

著影响疫情的传播进程, 可能改变疫情的暴发速

度、峰值高度、达峰时间以及最终规模. 高阶网络

结构 (二阶单纯形)与动态传播概率之间存在复杂

的交互作用, 共同塑造了疫情的传播动力学, 其效

果不同于仅考虑其中一种因素的模型. 相较于传统

的成对网络模型和静态高阶模型, 本文提出的模型

能够更灵活地捕捉传播效力在疫情过程中的潜在

变化, 为理解复杂交互系统中的传染病传播提供了

新的视角和工具. 然而, 本研究也存在一些局限性.

例如, 仅考虑了二阶单纯形, 更高阶的交互未被纳

入; 贝叶斯更新中的似然函数是基于一定假设的近

似; 模型的计算复杂度相对较高. 未来的研究可以

向以下方向扩展: 将模型推广到包含更高阶单纯形

的网络; 探索更精细的贝叶斯更新机制或参数估计

方法; 将模型应用于真实的包含高阶交互的接触网

络数据, 并进行验证; 研究动态恢复率或其他动态

参数对模型行为的影响.
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Abstract

With  the  deepening  understanding  of  complex  systems,  traditional  network  models  based  on  pairwise

interactions  have  exhibited  limitations  in  describing  multi-body  processes,  such  as  the  spread  of  epidemics

within  populations.  Consequently,  higher-order  network  representations  based  on  simplicial  complexes  have

become  increasingly  necessary.  However,  most  existing  epidemic  models  on  higher-order  networks  assume

constant  transmission  probabilities,  failing  to  capture  the  dynamic  changes  induced  by  individual  behavioral

adaptations or environmental shifts during the spreading process. To address this issue, this paper proposes an

SIR  epidemic  model  operating  on  second-order  simplicial  complexes.  The  core  innovation  lies  in  a  Bayesian

dynamic updating mechanism based on mean-field approximation: by treating local transmission events within

the  network  as  approximately  independent  Bernoulli  trials  and  leveraging  the  Beta-Binomial  conjugate

property, the model dynamically updates the posterior estimates of first-order (edge) and second-order (triangle)

transmission  probabilities  using  real-time  infection  data.  Extensive  independent  Monte  Carlo  simulations

conducted  on  Erdős-Rényi  (ER)  random graphs,  alongside  rigorous  comparisons  with  fixed-parameter  models

possessing  equivalent  average  transmission  capabilities,  demonstrate  that:  1)  the  Bayesian  dynamic  model

sensitively  captures  the  time-varying  nature  of  parameters  during  epidemic  evolution,  while  the  second-order

interaction  structure  significantly  accelerates  the  outbreak  and  elevates  the  infection  peak;  2)  the  derived

analytical solution of the time-varying basic reproduction number, R0(t), is highly consistent with the effective

reproduction  number  obtained  via  simulations,  thereby  validating  the  accuracy  of  the  theoretical  derivation.

This  study  reveals  the  coupling  mechanism  between  higher-order  interactions  and  adaptive  transmission

probabilities, highlighting the importance of incorporating dynamic parameter updates into models to enhance

predictive realism and formulate precise prevention and control strategies.

Keywords: higher-order networks, simplices, SIR model, Bayesian update, spreading dynamics
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