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Vakhitov-Kolokolov

通过构造高维准晶系中的谱重整化方法, 研究了具有准周期势的三维立方-五次非线性薛定谔系统的局

域相干结构, 得到了该系统的孤子结构. 对不同对称性的二维准晶结构, 均获得了稳态孤子解, 并给出了其存

在域、形态及功率特性. 数值结果表明, 孤子峰值随孤子特征值增大而增大, 宽度随孤子特征值增大而减小,

且准晶对称性越高势场束缚越强. 基于   判据, 证明了五重旋转对称性在传播常数范围内的

稳定性, 但在大于五重旋转对称性的势场中功率-传播常数曲线出现极值点, 表明非线性与准周期耦合可能诱

发新的失稳机制, 直接对极值部分进行数值模拟验证了孤子的动力学稳定性, 证实了立方-五次非线性与准周

期势可协同支持稳定的二维空间孤子, 为准晶光子体系中的光局域态调控提供了理论基础. 该方法不受势场

对称性的限制, 适用于多种对称性的非周期系统, 具有较好的普适性.
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 1   引　言

Bloch

孤子作为非线性系统中色散 (或衍射)与非线

性自聚焦相平衡而产生的局域化波包, 其研究已从

传统周期性晶格拓展至准晶结构, 在凝聚态物理、

非线性光学及玻色-爱因斯坦凝聚等领域, 对孤子

行为的理解具有基础意义 [1–6]. 周期性势场中的孤

子理论得益于平移对称性, 可借助  波与能带

结构进行系统性分析 [7–10]. 然而, 准晶结构虽具备

长程有序性, 却缺乏平移对称性, 导致其能谱呈现

临界局域、分形等独特性质, 并为非线性局域化激

发了新的物理图景 [11–15]. 近年来, 国内学者对非线

性薛定谔方程及其推广模型的局域波结构、精确解

构造以及数值求解方法开展了广泛研究, 例如高阶

怪波、周期团块波、多极矢量孤子等局域结构的构

造, 以及基于相似变换和物理信息神经网络的方法

求解非线性薛定谔方程 [16–20]. 基于 PINN的深度

学习方法在非线性偏微分方程的求解与参数识别

方面取得了显著的进展, 例如在非线性薛定谔方程

流氓波、可变系数模型以及 Manakov系统向量局

域波的研究中均获得了有效应用 [21–23].

求解非线性演化方程的局域解 (即孤子解)需

借助多种数值方法, 例如传统的射击法、松弛技术

和自洽法等, 这些方法在处理多维问题或复杂势场

时, 其效率和适用性常受到限制 [24]. 以准晶势为例,
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Bloch

Petviashvili

由于平移对称性的缺失, 基于  定理的线性本

征方法不再适用, 孤子的存在性与稳定性主要取决

于势场的对称性、调制深度及空间维度. 数值研究

表明, 即便在一维五重或八重对称准晶中, 非线性

效应仍能支持稳定的基态孤子及涡旋孤子 [25–27].

Petviashvili[28] 提出的一种将控制方程转换至傅里

叶空间、并依据非线性项齐次度确定收敛因子的方

法, 在求解二维 KdV 类方程 (如 KP 方程)中显示

出良好效果, 但该方法成功运用严格依赖于方程中

非线性项具有固定的齐次度. 然而在非线性光学等

领域, 许多模型包含不同齐次度的非线性项 (如三

次-五次组合)甚至非齐次的非线性形式 (如可饱和

非线性), 此时  方法不再直接适用. 因此,

针对具有非周期势、多维结构或混合非线性形式的

系统, 发展高效且稳健的数值方法, 对于精确获取

孤子解具有重要意义.

Ablowitz和Musslimani [29] 提出了一种用于计

算非线性波导中孤子的广义数值方案, 称为谱重整

化方法 (spectral  renormalization method).  该方

法的核心思想是将控制方程转换到傅里叶空间, 并

寻找与代数方程耦合的非线性非局部积分方程. 这

种耦合机制能够有效地防止数值方案发散. 随后通

过快速收敛的迭代方案获得光学模式. 该方法可高

效应用于包括具有不同齐次性的高阶非线性项在

内的广泛问题. 近年来, 谱重整化方法已被成功应

用于光晶格、无序介质及高维系统中的孤子研究,

展现出良好的稳定性和普适性 [30–33]. 然而, 将该方

法系统地应用于不同对称性准晶势下的孤子求解,

尤其是系统探究准晶序参量 (如调制阶数 N)对孤

子形态与稳定性的影响规律, 目前研究仍不充分.

本文采用谱重整化方法, 求得了二维准晶势作

用下非线性薛定谔方程的基态孤子解, 系统地分析

了准晶结构复杂程度对孤子振幅、空间局域特性及

其功率依赖行为的影响. 全文结构安排如下: 首先

阐述谱重整化方法的基本原理与实施步骤, 并针对

立方-五次非线性模型, 验证在准晶格中心附近存

在局域化孤子解. 继而通过对该模型下非线性薛定

谔方程的直接数值求解, 分析孤子在非线性区域与

线性扰动下的稳定性特征.

 2   理论模型与问题表述

光束沿 z 轴在具有横向折射率调制的介质中

传播的动力学行为可通过立方-五次三维非线性薛

定谔方程来描述 [34]: 

iqz +∆q + α|q|2q + β|q|4q + V (x, y)q = 0, (1)

q(x, y, z)

(x, y) ∆q q

α β

V (x, y)

其中复数  表示沿纵向坐标 z 传播的光场

在横向平面  上的复振幅包络;   是对  的拉

普拉斯算子, 参数  和  分别代表三次和五次非线

性项系数,   是外部势函数.

z

∆ x y

z ∆q = qxx + qyy

α β

在三维非线性薛定谔方程中, 由于采用了慢变

包络近似, 光束沿传播方向  变化缓慢, 因此拉普

拉斯算子  只包含对横向坐标  和  的二阶偏导,

而不包含对  的偏导, 即  , 对应衍射

效应; 参数  和  通常为复数以包含增益或损耗机

制, 在本研究中不考虑耗散效应, 故将其取为实数.

V (x, y)外部势函数  可表示为多个相位调制平

面波的强度总和, 具体表达式如下 [35]: 

VN (x, y) =
V0

N2

∣∣∣∣∣
N−1∑
n=0

ei(kxx+kyy)

∣∣∣∣∣
2

, (2)

V0其中,   表示势能的峰值深度, 

V0 = maxx,y[V (x, y)].

kn波矢量  由公式定义: 

(kx, ky) = (K cos(2πn/N),K sin(2πn/N)).

N = 1, 2, 3, 4或6

N = 5 N > 6

这种二维势在光学中可通过平面波和相位函数的

干涉物理实现 [35]. 例如, 这些相位函数可由不同的

涡旋构型组成 [36], 而涡旋构型又可使用计算机生

成全息图构建 [35]. 当参数  时, 对应

的势能会形成与标准二维晶体结构相对应的周期

性晶格; 而当   或   时, 则会形成准晶结

构. 这类结构在原点附近具有局部对称性且存在

长程有序性, 但与周期性晶体不同, 它们不具备

平移不变性, 对应准晶结构如图 1所示. 2006年,

Freedman等 [33] 通过光学诱导法在 Penrose及其

他准晶结构中成功观测到了孤子现象.

 3   准晶中的谱重整化方法

将方程 (1)转化成如下形式的广义非线性薛

定谔方程 (GNSE): 

iqz = −∆q − (α|q|2 + β|q|4 + V (x, y))q. (3)

为寻求该方程的稳态孤子解, 采用标准的稳态假设: 

q(x, y, z) = u(x, y)eiµz, (4)
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u(x, y)其中  为实值局域化函数, 满足边界条件: 

u → 0(|x|, |y| → ∞). (5)

将 (4)式代入 (3)式, 消去相位因子后, 得到

对应的非线性本征值问题 (NEVP): 

µu = ∆u+ (V (x, y) + α|u|2 + β|u|4)u. (6)

对方程 (6)做如下变换: 

L̂(i∂ξ) = ∆u, F [|u|2, ξ] = V (ξ) + α|u|2 + β|u|4. (7)

得到 

µu = L̂(i∂ξ)u+ F [|u|2, ξ]u, (8)

ξ x, y ∂ξ

z

其中,    为横向空间变量 (对应于   );    表示对

横向坐标的偏导, 且该系统在传播方向  上具有平

移对称性.

u µ

L̂(i∂ξ) L̂(k) k = (kx, ky)

由于方程 (8)同时耦合未知函数  与特征值  ,

且非线性项的存在破坏了系统的可积性, 该非线性

本征值问题通常无法通过解析方法求解, 需借助数

值技术进行处理. 为此, 采用谱重整化方法进行求

解. 将  转化为  ,   , 对方程 (8)

两边进行傅里叶变换, 得 

µû(k) = −|k|2û(k) + F [F[|u|2, x, y]u](k). (9)

u将方程 (9)整理并取傅里叶逆变换, 得到关于  的

不动点方程: 

u = F−1

[
1

µ+ |k|2
F(F[|u|2, x, y]u)

]
. (10)

由此可建立如下迭代格式: 

û(n+1)(k⃗) =
F [(V (x, y)+α|u(n)|2+β|u(n)|4)u(n)](k)

µ+ |k|2
,

u(n+1) = F−1[û(n+1)], (11)

其中, 孤子特征值 μ作为已知参数输入.

初始猜测通常取高斯型函数: 

u(0)(x, y) = e−
(x2+y2)

ω2 . (12)

迭代持续进行, 直至满足收敛判据: 

||u(n+1) − u(n)|| < ε. (13)

ε 10−10直到  达到  .

 4   立方-五次非线性模型下准晶势中
形成的格点孤子

本节系统地研究了立方-五次非线性薛定谔方

程在不同对称性的准晶势场中的局域孤子解. 所采
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图 1    不同 N 值下的二维准晶势结构

Fig. 1. Two-dimensional quasiperiodic potential structures under different N values.
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N

N = 5, 8, 10, 12

α = 1 β = 0.2

用的外部势由  个相同振幅的平面波叠加而成,

分别对应  的准晶格结构. 研究表明,

在自聚焦立方非线性介质中, 光学晶格 (包括周期

与准周期结构)并非孤子稳定的必要条件 [37]; 立方

与五次非线性的竞争可有效维持二维孤子的稳定

性. 特别地, 当非线性项均为自聚焦型 (如取系数

 ,   )时, 孤子易发生坍缩, 此时必须依

靠光学晶格才能实现稳定. 该稳定机制源于五次非

线性项随光强增长更快, 其提供的饱和效应能够抑

制立方非线性导致的聚焦失稳, 从而支持二维系统

中局域孤子态的形成.

µ ∈ [1.02, 1.19] µ ∈ [0.65, 0.75] µ ∈ [0.52, 0.60]

µ ∈ [0.43, 0.50]

数值结果表明, 随着准晶势对称阶数 N 的变

化, 晶格孤子的存在区间在孤子特征值轴上发生系

统性的迁移与分化. 在本文所考虑的参数范围内,

孤子解并非集中分布于单一带隙, 而是形成了四个

彼此区分的存在区域. 具体而言, 这些区域分别位

于  ,   ,   ,

 , 其对应关系由准晶势的对称阶数

N = 5, 8, 10, 12所决定.

为考察不同孤子特征值存在区域内稳态孤子

解在空间结构上的具体表现, 本文在各特征区间中

选取代表性参数点, 计算并展示相应的晶格孤子

解. 相关结果被统一汇总于同一组子图中, 从而在

相同坐标与尺度下对比不同准晶对称阶数对孤子

空间局域特性的影响, 如图 2所示.

图 3展示了不同准晶阶数 N 下沿对角线方向

的孤子剖面, 覆盖了所考虑的 μ范围内的全部稳态

孤子解, 直观地呈现了孤子在准晶势场中的空间结

构. 随着 μ增大, 孤子峰值显著增强, 而剖面宽度

同步收缩, 表现出从弱局域态向强局域态的连续过

渡. 这一现象反映了非线性效应随孤子特征值增强

而加剧, 使能量更紧密地束缚于势阱中心. 所有剖

面均保持良好的对称性, 进一步验证了所选参数区

间内孤子结构的稳定性. 上述结果表明, 尽管不同

准晶对称阶数下孤子解的存在区间位于不同的孤

子特征值范围, 其空间结构却遵循一致的演化趋

势: 准晶阶数的提高持续增强对孤子的横向束缚,

使其由相对宽展的局域态逐步过渡为高度紧致的
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N = 5, V0 = 5, µ = 1.10 N = 8, V0 = 5, µ = 0.66 N = 10, V0 = 5, µ =

0.53 N = 12, V0 = 5, µ = 0.44

图 2    (a)   的晶格孤子的模; (b)   的晶格孤子的模; (c)  

 的晶格孤子的模; (d)   的晶格孤子的模

N = 5, V0 = 5, µ = 1.10 N = 8, V0 = 5, µ = 0.66 N = 10, V0 = 5,

µ = 0.53 N = 12, V0 = 5, µ = 0.44

Fig. 2. (a)    lattice soliton mode; (b)    lattice soliton mode; (c)  

  lattice soliton mode; (d)    lattice soliton mode.
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模式, 进一步说明准晶势的几何复杂性主要通过调

控空间束缚强度影响孤子形态, 而未改变其基态解

的基本性质.

从物理角度来看, 在非线性薛定谔方程中孤子

特征值 μ与局域模的能量集中程度密切相关. 随着

μ的增大, 系统中的有效非线性自聚焦作用增强,

使得光场能量更加集中于势阱中心, 从而导致孤子

峰值增加而空间宽度减小. 这表明非线性聚焦效应

与准晶势场的空间束缚共同作用, 促使能量在局域

区域内进一步压缩. 这种现象可从准晶势的空间结

构理解, 随着对称阶数 N 的增加, 势场由更多方向

的干涉平面波叠加形成, 其空间调制结构更加复杂,

局域势阱的分布更加密集, 从而增强了对光场能量的

横向束缚能力, 使孤子更容易被限制在局域区域内.

非 Kerr非线性对孤子动力学具有新效应, 并

为光晶格应用提供了新可能性. 立方-五次非线性

使孤子族呈现双稳态和多稳态特性. 通过计算其功

率分布, 能够有效地揭示系统的多稳特性. 孤子总

功率的定义为 [38]
 

P =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|u(x, y)|2dxdy. (14)

在自聚焦非线性背景下, 功率-孤子特征值 (P-

μ)曲线的变化趋势能够反映系统内部非线性平衡

机制的改变. 因此, 对不同准晶对称阶数下功率-孤

子特征值关系进行系统的比较, 是理解准晶势调控

孤子动力学行为的重要途径, 如图 4所示.

图 4展示了不同准晶对称阶数下稳态孤子解

的功率-孤子特征值关系. 在立方-五次自聚焦非线

性模型中, 孤子功率 P 随孤子特征值 μ的增加总

体呈递减趋势, 符合 VK 判据所要求的稳定性必要

条件. 随着准晶阶数 N 增大, 曲线在局部出现轻微

非单调性及拐点, 这是高阶准晶势与立方-五次非

线性共同作用的直接结果. 根据 VK 判据, 功率曲

线的下降段 (dP/dμ<0)对应的孤子解满足稳定性

必要条件 [23], 而拐点附近或上升段 (dP/dμ>0)的

解在 VK 意义下属于潜在不稳定区间.

功率-特征值曲线中的局部极值点反映了系统

中不同物理机制之间的竞争关系. 在本模型中, 立

方非线性提供自聚焦效应, 而五次非线性在高光强

区域产生类似饱和的调制作用, 两者之间的竞争会

改变孤子族的分支结构. 当准晶势的空间调制进一

步引入非均匀束缚时, 系统的有效势能结构被重新
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图 3    准晶阶数 N 不同时, 沿对角线方向孤子解剖面随 μ的演化　(a) N = 5; (b) N = 8; (c) N = 10; (d) N = 12

Fig. 3. Evolution of the soliton cross-section along the diagonal direction with μ for different N: (a) N = 5; (b) N = 8; (c) N = 10;
(d) N = 12.
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塑造, 从而导致功率曲线出现局部非单调行为.

 5   线性稳定性预测的动力学验证

现针对这些孤子的线性稳定性这一关键问题

展开研究. 为此, 本文对方程 (1)在孤子附近进行

了线性化处理. 对稳态孤子添加随机扰动作为初始

条件: 

u = exp(iµz)[u0(x, y) + εũ(x, y, z)], (15)

u0(x, y) εu其中  是计算出的晶格孤子,   是微扰项.

ε ≪ 1 u当  时,   的线性化方程为 

i
∂ũ

∂z
+

∂2ũ

∂x2
+

∂2ũ

∂y2
+ (−µ+ V (x, y) + 2α|u0|2

+ 3βu2
0u

∗2
0 )ũ+ (αu0

2 + 2βu3
0u

∗
0)ũ

∗ = 0. (16)

z利用分步傅里叶法在  方向演化原方程, 并记

录峰值幅度: 

A(z) = max
x,y

|q(x, y, z)|.

为了检验上述临界稳定性结论对准晶对称性

的鲁棒性, 图 5—图 7给出了在准晶序数 N = 8,
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P V0 = 5.0图 4    孤子功率   与不同 N 时的自聚焦立方和自聚焦五次方模型   的关系　(a) N = 5; (b) N = 8; (c) N = 10; (d) N = 12

V0 = 5.0Fig. 4. Soliton power P for the self-focusing cubic and quintic models for different N (  ): (a) N = 5; (b) N = 8; (c) N = 10;

(d) N = 12.
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Contour plot: solitary wave (blue)

+potential (dark red)

V0 = 5, N = 8, µ = 0.66图 5    (a)有   时晶格孤子线性演化; (b)传播后叠加在 N = 8势函数上的基本孤子沿对角轴的横截面

V0 = 5, N = 8, µ = 0.66Fig. 5. (a) Linear evolution of the lattice soliton for    ; (b) cross-section of the fundamental soliton along

the diagonal axis after propagation, superimposed on the potential for N = 8.
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10, 12情形下, 选取各自功率-孤子特征值曲线拐

点附近的基本晶格孤子在弱随机扰动作用下的动

力学演化结果. 在所有情形中, 孤子的峰值幅度

max |U |
V K

 均随传播距离保持有界振荡, 未出现指数

型增长行为, 表明即便在  判据对应的临界参数

区域内, 孤子仍未触发动力学失稳.
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Small-perturbation test at =0.44
Contour plot: solitary wave (blue)

+potential (dark red)

V0 = 5, N = 12, µ = 0.44图 7　(a)有   时晶格孤子线性演化; (b)传播后叠加在 N = 12势函数上的基本孤子沿对角轴的横截面

V0 = 5, N = 12, µ = 0.44Fig. 7. (a) Linear evolution of the lattice soliton for   ; (b) cross-section of the fundamental soliton along

the diagonal axis after propagation, superimposed on the potential for N = 12.
 

V K

这一结果表明, 在准晶势背景下孤子的稳定性

不仅由传统的  判据决定, 还受到准周期势场空

间束缚效应的调制. 准晶势形成的局域势阱能够有

效地限制能量向外扩散, 从而在一定程度上增强孤

子的动力学稳定性.

尽管不同准晶序数下幅度振荡的具体特征存

在一定差异, 这种差异主要体现在振荡幅度与衰减

速率等定量细节上, 并未改变其定性动力学行为.

进一步的空间分布分析显示, 传播末端孤子在不

同 N 情形下均保持良好的局域性, 其主峰位置与

整体对称性未发生破缺. 上述结果表明, 准晶序数

的变化并不会破坏拐点附近基本晶格孤子的临界

稳定性, 而主要调制其动力学响应的细节特征.

V K

N = 5时, 由图 4(a)可知, 孤子功率 P 随孤子

特征值 μ的增加总体呈递减趋势, 符合  判据所

要求的稳定性必要条件. 因此 N = 5并不用于进

一步的动力学判据分析, 只画出了传播后叠加在势

函数上的基本孤子沿对角轴的横截面.

图 8展示了在 N = 5准晶势下, 基本晶格孤子

与对应势场的叠加空间分布. 孤子整体轮廓与准晶

势的局域结构之间呈现出良好的空间匹配关系, 其

主能量分布区域主要受限于势场的局域势阱附近.

本节围绕功率-孤子特征值关系所给出的稳定

性预测, 对不同准晶对称性下的基本晶格孤子进行

了小扰动动力学验证. 通过在功率-孤子特征值曲

线递增与递减分支交汇处选取代表性参数点, 系统
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(b)

Small-perturbation test at =0.53
Contour plot: solitary wave (blue)

+potential (dark red)

V0 = 5, N = 10, µ = 0.53图 6    (a)有   时晶格孤子线性演化; (b)传播后叠加在 N = 10势函数上的基本孤子沿对角轴的横截面

V0 = 5, N = 10, µ = 0.53Fig. 6. (a) Linear evolution of the lattice soliton for   ; (b) cross-section of the fundamental soliton along

the diagonal axis after propagation, superimposed on the potential for N = 10.
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V K

考察了孤子在微小初始扰动作用下的演化行为. 数

值结果表明, 对于 N = 8, 10, 12等高阶准晶势情形,

孤子的动力学响应对参数位置表现出明显敏感性,

其演化特征与  判据所预示的稳定性趋势保持

一致, 从而验证了该判据在准晶背景下的适用性.

作为对比与补充, 进一步给出了五重准晶势

N = 5情形中孤子与势场的空间叠加分布, 用以直

观地展示孤子所处的准晶势环境及其几何结构特

征. 该结果为理解不同准晶对称性下孤子动力学行

为的差异提供了有益的空间视角. 总体而言, 本节

结果从动力学演化层面支持了前述稳定性分析, 并

表明准晶对称性在调控晶格孤子演化特性方面起

着重要作用.

 6   结　论

V K

dP/dµ < 0

本文研究了带有竞争型立方-五次非线性并叠

加准周期晶格势的二维非线性薛定谔方程, 重点揭

示了该体系中局域稳态解的分支结构及其稳定性

规律. 基于谱重整化方法所得解族显示, 准晶势不

仅改变局域能量分布与孤子形态, 而且其对称阶结

构直接影响局域模的光谱位置与分支延拓方式, 从

而在高维系统中产生不同于周期晶格与均匀介质

的孤子锁定机制. 进一步的扰动传播与空间剖面分

析表明, 该体系的稳定性不再由传统  判据单独

决定, 其充分性受制于高阶非线性与准晶势对线性

化谱的共同调制. 对于  且远离功率极值

的分支, 扰动仅激发受限的内部模并被势场束缚为

有界振荡, 表现为真正的线性稳定态; 而在接近极

值或具有更高准晶对称性时, 内部模与背景连续谱

之间的耦合显著增强, 产生准稳定甚至弱不稳定的

动力学响应, 稳定性转化体现为谱结构的临界变

化, 而非纯粹的能量特征.

上述结果表明, 准晶势在高维局域模式形成中

的作用具有固有双重性: 它既能提供强有力的空间

束缚, 又可能通过增强模–模耦合触发弱不稳定谱,

使得稳定性取决于线性谱与非线性分支的相互位

置. 该机制具有普适性, 可推广至其他非均匀高维

非线性介质, 为基于准晶结构的可调局域模式、稳

定光传输以及非均匀材料中的谱控制提供了新的

理论基础.

本文所研究的立方-五次非线性薛定谔模型不

仅适用于准晶光学晶格体系, 在其他非线性波动系

统中同样具有重要物理背景. 例如, 在玻色-爱因斯

坦凝聚 (BEC)[39] 和超冷原子气体体系中, 类似的

非线性薛定谔型方程常用于描述原子波包在光学

晶格中的动力学行为. 特别是在考虑有效多体相互

作用或量子涨落修正时, 立方-五次非线性模型可

用于刻画量子液滴 (quantum droplets)[40] 等新型

局域态. 因此, 本文所发展的谱重整化数值方法及

稳定性分析框架, 有望推广至超冷原子体系及其他

具有复杂非周期势调制的非线性系统, 为研究多种

物理平台中的局域化波动结构提供新的理论工具.
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Abstract

Localized  coherent  structures  in  high-dimensional  quasicrystalline  systems  are  investigated  using  the

spectral renormalization method. In particular, a three-dimensional cubic-quintic nonlinear Schrödinger equation

with  a  quasi-periodic  potential  is  considered,  and  stationary  soliton  solutions  of  the  system  are  obtained

numerically. For two-dimensional quasicrystalline lattices with different rotational symmetries, the steady-state

lattice  solitons  are  systematically  calculated,  and  their  existence  regions,  spatial  profiles,  and  power

characteristics are thoroughly analyzed. Numerical results show that the peak amplitude of the soliton increases

monotonically  with  the  propagation  constant,  while  the  spatial  width  decreases  accordingly,  which  indicates

stronger  localization  of  the  wave  field.  In  addition,  the  confinement  effect  of  the  quasi-periodic  potential

becomes increasingly pronounced as the rotational symmetry of the quasicrystal increases. The stability of the

obtained  solitons  is  further  analyzed  using  the  Vakhitov-Kolokolov  stability  criterion.  For  quasicrystalline

lattices with fivefold rotational symmetry, the power–propagation constant curve remains monotonic within the

considered  parameter  range,  indicating  that  the  corresponding  soliton  family  satisfies  the  stability  condition.

However,  when  the  symmetry  order  exceeds  fivefold,  the  power-propagation  constant  curves  exhibit  turning

points, implying that the interplay between nonlinearity and quasi-periodic lattice structures may introduce new

instability  mechanisms.  To  further  verify  the  stability  properties,  direct  numerical  simulations  are  performed

near these critical regions. The results confirm that the solitons remain dynamically stable during propagation,

despite  the  presence  of  extreme  points  in  the  power  curves.  This  demonstrates  that  the  cubic–quintic

nonlinearity,  together  with the  quasi-periodic  potential,  can effectively  support  stable  two-dimensional  spatial

solitons.  The  present  study  provides  a  theoretical  basis  for  the  manipulation  and  control  of  localized  optical

states in quasicrystalline photonic systems. Moreover, the proposed numerical approach does not rely on specific

lattice symmetry and can be extended to aperiodic systems with various rotational symmetries, demonstrating

good generality and applicability.
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