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在量子多体系统中, 杂质可引发丰富的非平衡动力学行为. 基于一维吸引相互作用费米气体的严格可解

模型, 系统研究了该体系中杂质诱导的淬火动力学. 通过建立高效计算多体关联函数的解析方法, 重点考察

了杂质与背景粒子间的关联行为以及杂质动量的时间演化. 结果表明: 弱吸引相互作用下, 杂质初始动量低

于或高于费米动量时, 系统分别呈现出束缚态或气态主导的特征; 强吸引相互作用下, 无论杂质初始动量是

否大于费米动量, 系统在局域关联处都呈现束缚态主导的特征; 杂质动量的演化表现出量子颤振行为, 其周

期对应的能量与自旋向下粒子的化学势相吻合, 并已通过热力学与离散 Bethe ansatz方程等多种方法予以验

证. 本工作为深入理解吸引相互作用下量子多体系统的非平衡动力学提供了理论依据.
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 1   引　言

近年来冷原子与量子模拟实验的快速发展, 为

研究多体系统的非平衡动力学提供了新的可控平

台 [1–3]. 这类实验平台具备相互作用强度与色散关

系的高度可调节性, 为非平衡动力学的精确研究提

供了理想条件 [4,5]. 处于特定状态的一维背景粒子

气体与杂质粒子相互作用模型是近年的研究热点 [6–9].

对移动杂质的研究有助于理解这些含杂质的量子

多体系统中展现出的丰富的集体和干涉现象, 包括

极化子 [2,10,11]、Bogoliubov-Cherenkov辐射 [12]、激

波 [13,14]、耗散量子杂质动力学 [15]、激发谱和有效质

量 [16–18]、正交性灾难 [19,20]、格林函数的对数扩散 [21]、

谱函数中阈值奇点的持续性 [22–24]、布洛赫振荡 [25,26]、

量子颤振 [7,27]、一维玻色子的任意子化 [28] 等.

作为一维量子可积系统的典型代表, 接触相互

作用的一维玻色气体 (Lieb-Liniger模型)[7,29] 存在

一种量子颤振的现象. 该现象的出现条件为, 向玻

色气体中注入杂质的速度大于本征声速. 研究表

明, 杂质仅会将部分动量传递给背景气体, 然后形

成一种动量长时间振荡且不衰减的关联态. 量子颤

振是通过研究极化子的完整量子力学演化发现的,

而该演化可由精确的 Bethe ansatz (BA)解描述.

BA方法不仅可以精确求解 Lieb-Liniger模型, 在

其它量子可积系统中也有着广泛的应用 [30,31].

与上述 Lieb-Liniger模型类似, 另一类量子可

积系统经典模型--接触相互作用一维费米气体

(Yang-Gaudin模型), 是本文关注的研究热点. 有

关费米极化子平衡态性质和动力学性质的研究包
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括自旋-电荷分离 [1], 吸引相互作用下的极化子到

分子态的转变 [32], 费米子极化子到分子态的跃迁

与共存 [33,34], 尖锐量子集体模式涌现 [35], 杂质的奇

异动量分布 [36,37], 系统受到冲击后的动力学性质 [38],

超声速杂质引发的量子颤振现象 [27], 量子淬火动

力学 [39] 等. 目前, 量子颤振的研究主要集中于排斥

相互作用体系, 而对吸引相互作用下的淬火动力学

及相关量子颤振现象仍缺乏系统性探索. 这一空白

主要源于两方面挑战: 在物理机制上, 吸引作用可

能导致杂质与背景粒子形成束缚对, 从而使非平衡

动力学受到束缚态、气态乃至非常规态的共同影

响, 其行为机制可能与排斥体系存在一定的差异;

在计算层面, 多类本征态 (束缚态、气态、非常规

态)的共存, 使得不同本征态间的关联函数及初态

交叠积分的解析推导与数值计算复杂度大幅增加.

为克服上述困难, 本研究基于 Yang-Gaudin

模型的严格解, 提出了一种高效计算方法, 将关联

函数矩阵元与初态交叠积分化为有限求和形式, 显

著降低了计算负担. 借此, 对吸引相互作用下的多

体淬火动力学开展了系统定量研究, 发现吸引相互

作用体系中存在量子颤振行为, 探究其物理机制,

从而为理解相互作用强度在量子非平衡演化中的

作用提供了新的理论视角. 本文的主要内容如下:

在第 2节介绍单自旋翻转费米气体中束缚态与气

态的 BA严格解及其对应波函数, 并进一步给出非

常规本征态的波函数; 第 3节给出含时演化波函数

和关联函数的表达式, 并将不同本征态关联函数,

初态交叠积分化简成有限求和形式; 第 4节通过数

值计算得到了不同自旋间的两体关联函数在不同

的动量和相互作用强度下的淬火动力学性质, 结合

系统大量本征态的占据概率, 分析淬火后关联函数

演化的周期和高占据概率态的能量差的关系; 第

5节由动量随时间的演化出发, 讨论不同相互作用

下的量子颤振和量子复苏现象, 以及量子颤振周期

对应的能量差与自旋向下粒子的化学势的对应关

系; 最终, 总结本研究成果.

 2   单自旋翻转费米气体模型严格解

单自旋翻转的费米气体系统的哈密顿量可以

写成下面的形式 

Ĥ = − ℏ2

2m

N∑
i=1

∂2

∂x2i
+ g

∑
i<j

δ(xi − xj), (1)

N − 1 1

xi

ℏ

0

0

ℏ = 2m = 1

该系统是由  个自旋向上的费米子和  个

自旋向下的杂质费米子组成的.   代表第 i 个费米

子的坐标位置,   代表约化普朗克常量, m 是单个

费米子的质量. g 代表不同自旋费米子之间的相互

作用强度,  当 g 大于   时代表排斥相互作用 ,  当

g 小于  时代表吸引相互作用, 本文重点研究系统

处于吸引相互作用下的性质. 为了方便书写, 令

 , 则系统的哈密顿量变为 

Ĥ = −
N∑
i=1

∂2

∂x2i
+ 2c

∑
i<j

δ(xi − xj), (2)

c = g/2其中  .

xi

该模型的本征方程可由坐标 BA方法求解. 在

周期性边界条件下, 设自旋向下粒子的坐标为  ,

系统常规本征态的波函数可以写为 

ψ↓i(x1, x2,· · ·, xN ; vr)=
1√
Gvr

∑
P

(−1)P [1−exp(ikPi
L)]

× exp(ikPixi)

N∏
j=1(j ̸=i)

exp
[
ikPj (Lθ(xi − xj) + xj)

]
,

(3)

vr θ(x)

x < 0 θ(x) = 0

x > 0 θ(x) = 1 (−1)P

P = {1, 2, · · · , N} (−1)P = 1

(−1)P

其中  是常规本征态指标, L 是系统的长度,  

是阶跃函数, 其定义为: 当   时,    , 当

 时,    . P 代表一种标准排序,   

为由费米子交换反对称性引入的排列符号.  当

 时,   , 当任意两个位置

交换一次,   就是原来的相反数. 常规本征态

波函数的归一化系数为 

Gvr =

∫ L

0

dx1 · · ·
∫ L

0

dxN |ψ↓1(x1, x2, · · · , xN ; vr)|2 ,

(4)

其解析化简形式已在文献中给出 [39].

kj

常规本征态包含气态和束缚态, 它们的波矢

 和快度 l 都满足下面形式的 BA方程 

kj − λ+ ic′

kj − λ− ic′
= exp (ikjL) , (5)

 

N∏
j=1

kj − λ+ ic′

kj − λ− ic′
= 1, (6)

j = 1, 2, · · · , N c′ = c/2

Q =
∑N

j=1
kj = 2πnQ/L E =∑N

j=1
k2j nQ

其中  和   . 系统的总动量和

能量本征值分别是  ,   

 , 其中  是总动量量子数.

kj气态的波矢  全部为实数, 对 (5)式和 (6)式
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取对数并化简, 可以得到一组气态 BA方程 

kjL− 2πnj + 2 arctan
kj − λ

c′
= 0, j = 1, 2, · · · , N,

(7)
 

N∑
j=1

arctan
kj − λ

c′
+ πnλ = 0. (8)

nj nλ其中  和  是描述气态的量子数.

kj

kj

束缚态存在一对弦解  , 它们的实部相等, 虚

部互为相反数, 用 p 表示弦解的实部, 用 b 表示弦

解的虚部, 其它的   仍然为实数. 将弦解代入到

(5)式和 (6)式, 取对数并化简, 可以得到一组束缚

态 BA方程 

kj′L+2 arctan
kj′−λ
c′

−2πnj′ = 0, j′ = 1, 2, · · ·, N−2,

(9)
 

(p− λ)2 + c′2 + β2 +
2βc′

tanh(βL)
= 0, (10)

 

tan(pL) ·
(
β2 − c′2 + (p− λ)2

)
− (p− λ)2c′ = 0,

(11)
 

2p+

N−2∑
j′=1

kj′ −
2πnλ′

L
= 0, (12)

nj′ nλ′其中  和   是描述束缚态的量子数. 分别求解

这两组方程即可得到系统所有常规本征态的波矢

和快度.

nλ N/2

j = 1, · · · , N − 1 kj =

2πnj/L nj = −N/2 + 1, · · · , N/2− 1 j =

N kN = Q

当系统的总动量大于费米动量时, 系统会出现

非常规本征态. 该态的波矢不随相互作用强度变

化, 当量子数  取  时, 通过 BA方程 (7)式和

(8)式求解得到波矢. 当   时,   

 , 其中  . 当 

 时,    . 该态的波函数与自由费米子的波

函数形式相似, 具体如下 

ψ↓i(x1, x2, · · · , xN ; vir)

=
i

N !
√
NLN

∑
P

(−1)P exp

i
N∑
j=1

kPj
xj

 . (13)

vir其中  为非常规本征态指标.

 3   淬火动力学和不同本征态关联函
数的解析计算

N − 1系统的初态波函数由  个自旋向上费米

子系统的斯莱特行列式和单个自旋向下粒子的波

函数相乘得到 

ψtot(0) = ψ0
↓1(x1, x2, · · · , xN )

=
1

N !L
N
2

∑
P

(−1)P exp

iN−1∑
j=1

qPj
xj+1

 exp (iQx↓1) ,

(14)

exp (iQx↓1) qj = (j−N/2)×
2π/L j = 1, 2, · · · , N − 1

其中自旋向下粒子的波矢为 Q, 对应的波函数为

 . 自旋向上粒子的波矢为 

 ,    , 从而构成基态费米海

的分布.

t = 0

0

在  时刻, 将不同自旋粒子之间的相互作

用强度由  淬火至有限值 c. 此后系统的时间演化

行为主要由相互作用强度 c 和杂质粒子初始时刻

的动量 Q 决定. 为研究系统的动力学性质, 需要将

含时演化算符作用于初态波函数, 从而得到含时波

函数 

ψtot(t) = exp
(
−iĤt

)
ψtot(0), (15)

将系统的完备基插入到含时演化算符之后可得, 

ψtot(t) =
∑
v

Cv exp (−iEvt)ψv. (16)

Ev其中 v 代表系统的所有本征态指标,   是对应的

能量本征值. 交叠积分的定义为 

Cv =

∫ L

0

dx1 · · ·
∫ L

0

dxNψ∗
↓1(x1, x2, · · · , xN ; v)

× ψ0
↓1(x1, x2, · · · , xN ), (17)

∑
v
|Cv|2 > 0.95

其模的平方表示占据概率. 在数值计算中, 忽略占

据概率较小的本征态, 且满足  .

将任意常规本征态的波函数代入到 (17)式中,

利用动量守恒和 BA方程进行化简, 可以将交叠积

分简化为简单函数的连乘的形式 

Cvr = (−1)ξ
−iN ! (−2)N√
LN−2N !NGvr

N∏
j=1

sin(kjL/2)

× exp(−iQL/2) det
(
MC) . (18)

vr (−1)ξ = −1(1)

{kj} MC

N ×N i = 1, 2, · · · , N j = 1, · · · ,
N − 1 MC

ij = 1/(qj − ki)

det ()

当 (18)式中  属于束缚态 (气态)时,   .

 代表一个本征态下不同粒子的波矢,    是

一个  的矩阵, 当   ,   

 时, 矩阵元为  , 第 N 列的所

有矩阵元为 1,   代表对应矩阵的行列式形式.

将非常规本征态波函数 (13)式代入 (17)式计

算该态与初态的交叠积分, 可得该态占据概率恒为
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1/N  . 非常规本征态的占据概率不会随相互作用强

度改变. 该态不仅在 Yang-Gaudin模型中会出现,

在 Lieb-Wu模型中也存在类似的本征态 [23].

借助含时波函数, 可将自旋向上粒子单体关联

函数和不同自旋粒子两体关联函数的期望值分别

表示为 

g
(1)
↑ (x, x′; v, v′; t) =

∑
vv′

C∗
vCv′ exp [i (Ev − Ev′) t]

× g
(1)
↑ (x, x′; v, v′), (19)

 

g
(2)
↑↓ (x, x

′; v, v′; t) =
∑
vv′

C∗
vCv′ exp [i (Ev − Ev′) t]

× g
(2)
↑↓ (x, x

′; v, v′), (20)

其中不含时的单体和两体关联函数可用波函数分

别表示为 

g
(1)
↑ (x, x′; v, v′) = (N − 1)

∫ L

0

dx1 · · ·
∫ L

0

dxN−1

×ψ∗
↓1(x1, · · · , xN−1, x; v)×ψ↓1(x1, · · · , xN−1, x

′; v′),

(21)
 

g
(2)
↑↓ (x, x

′; v, v′) = (N − 1)

∫ L

0

dx3 · · ·
∫ L

0

dxN

×ψ∗
↓1(x, x

′, x3, · · ·, xN ; v)×ψ↓1(x, x
′, x3, · · ·, xN ; v′).

(22)

因此, 可以通过计算 (21)式和 (22)式, 分别得到

自旋向上粒子的单体关联函数和不同自旋粒子之

间两体关联函数的解析表达式.

任意两个常规本征态间的自旋向上粒子的单

体关联函数的解析结果可以简化为 

g
(1)
↑ (x, x′; vr, v

′
r) = (−1)ξ

4(N − 1)!√
GvrGv′

r

N∑
m′,s=1

As
m′

× Fa (km′ , k′s, z) , (23)

其中 

As
m′ = (−1)m

′+s
N∑
l=1

(l ̸=m′)

(−1)N+lsgn(l −m′)

× sin
(
klL

2

)
det (Bs

m′l) . (24)

vr (−1)ξ = −1(1)

z = x− x′, x′ = 0 k′

k′

当 (23)式中  属于束缚态 (气态)时,   .

令  , (23)式中 k 和   分别是任意

两个常规本征态的波矢. 在数值计算的过程中, k

和  必须分别满足一组常规本征态波矢的固定排

Fa (km′ ,

k′s, z)

序, 例如将所有实数解从小到大排列, 两个弦解放

在实数解后面, 并按虚部从小到大排列.   

 具体可以写为 

Fa(k, k
′, z) =

2

k − k′
{exp [ik′(z − L/2)] sin(kL/2)

− exp [ik(z − L/2)] sin(k′L/2)} . (25)

(N + 1)×N M

Mij = sin
[(
k′j − ki

)
L/2

]
/
[(
k′j − ki

)
/2
]

MN+1,j = sin
(
k′jL/2

)
Bs

m′l

(N − 1)× (N − 1) M m′

定义  的   矩阵, 其前 N 行矩阵元为

 , 最后一行

的矩阵元为  ,    是一个

 的方矩阵, 是   矩阵去掉第  

和 l 行以及第 s 列后剩余的矩阵元按照原来的位置

组成的矩阵.

常规本征态和非常规本征态间的自旋向上粒

子的单体关联函数可以简化为 

g
(1)
↑ (x, x′; vr, v

′
ir) = i(−1)ξ

(N − 1)!√
GvrN !LN

×
N∑

m′,s=1

exp (ik′sz)Fb (k
′
s, km′ , L)Ds

m′ , (26)

其中 

Ds
m′ = (−1)m

′+s
N∑
l=1

(l ̸=m′)

(−1)
l+N sgn (l −m′)

× [1− exp (−iklL)] det (Rs
m′l) . (27)

(N + 1)×N S定义一个  的   矩阵 ,  其前 N 行矩阵

元为 

Sij = sin
[(
k′j − ki

)
L/2

]
exp

[
i
(
k′j − ki

)
L/2

]
/
[(
k′j − ki

)
/2
]
, (28)

SN+1,j = 1 Rs
m′l

(N − 1)× (N − 1) S m′

k′

Fb (k
′, k, L)

最后一行的矩阵元为  .    是一个

 的方矩阵, 是   矩阵去掉第  

和 l 行以及第 s 列后剩余的矩阵元按照原来的位置

组成的矩阵. k 和  必须分别满足一组常规本征态

的波矢和一组非常规本征态的波矢固定的排序.

 具体形式与 (28)式一样.

非常规本征态之间的自旋向上粒子的单体关

联函数可以简化为 

g
(1)
↑ (x, x′; vir, vir) =

N − 1

NL

N∑
l

exp (−iklz) . (29)

结合 (23), (26), (29)式, 即可计算任意本征态下的

自旋向上粒子的单体关联函数.

任意两个常规本征态之间不同自旋粒子的两
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体关联函数的解析结果可以简化为 

g
(2)
↑↓ (x, x

′; vr, vr) = (−1)ξ
4(N − 1)!√
GvrGvr

N∑
m′,s=1

As
m′

× exp
[
i (k′s − km′)

(
Lθ(z)− z − L

2

)]
. (30)

常规本征态和非常规本征态间的不同自旋粒

子的两体关联函数可以简化为 

g
(2)
↑↓ (x, x

′; vr, vir) = i(−1)ξ
4(N − 1)!√
GvrN !LN

×
N∑

m′,s=1

exp [i (k′s − km′) z]V s
m′ , (31)

 

V s
m′ = 2i(−1)m

′+s
∑

l(l ̸=m′)

(−1)
l sgn(l −m′)

× sin
(
klL

2

)
exp

(
−iklL

2

)
det(W s

m′l) . (32)

(N + 1)×N U

U1,j = 1 Uij

W s
m′l (N − 1)× (N − 1)

U m′

定义一个  的  矩阵, 第一行的矩阵元

为  , 其第二行到第 N 行矩阵元  与 (28)

式形式一样.    是一个   的方

矩阵, 是   矩阵去掉第   和 l 行以及第 s 列后剩

余的矩阵元按照原来的位置组成的矩阵.

非常规本征态之间的不同自旋粒子的两体关

联函数可以简化为 

g
(2)
↑↓ (x, x

′; vir, vir) =
1

L2

[
(N−1)−N

N∑
l1=1

exp (−ikl1z)

×
N∑

l2=1
l2 ̸=l1

exp (ikl2z)

]
. (33)

结合 (30), (31), (33)式, 即可计算任意本征态下的

不同自旋粒子的两体关联函数.

 4   关联函数的淬火动力学性质

x′ = 0

c = −1

借助上一节推导出的占据概率以及关联函数

的解析表达式, 本节探究了淬火后的系统动力学性

质.图 1(a)给出了弱相互作用下, 杂质动量等于费

米动量时, 不同自旋间两体关联函数随时间的演

化. 尽管自旋向下的粒子处于运动状态, 但可将坐

标系固定在该粒子上, 即令其坐标为  , 以此

研究与其相关联的自旋向上粒子相对于该坐标零

点的运动变化规律. 当不同自旋间粒子的相互作用

强度较弱时 (  ), 由于吸引相互作用下束缚

x = 0 x = L

1

t = tF x/L = 0.05

t = 30tF x/L =

0.6

t = 50tF x/L = 0.05

态的影响, 两体关联函数在   以及   处会

出现较大的概率密度峰, 其随时间演化始终大于  ,

表明束缚对的形成. 与此同时, 由于粒子数守恒,

如图 1(b)所示, 在峰的右侧出现了一个关联孔洞.

该孔洞随时间演化逐渐向右移动并远离初始位置,

其运动特征在一定程度上反映了自旋向下粒子在

自旋向上粒子间的相对运动规律. 具体地说, 在

 , 孔洞出现在   附近, 并随着时间

演化向右移动, 当  时, 孔洞运动到约 

 处 .  由于系统采用周期性边界条件 ,  孔洞在

 时运动回   附近, 这种运动形成

了图 1(a)所示的深蓝色周期性条纹.

  
1.0(a)

0.8

0.6
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/


0.2

0
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/F

150

0.8
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1.0

1.4(b)

1.2

1.0

0.8

 (

,0
,
)

(
)

0.6
0 0.60.40.2 0.8

/

1.0

=F
=10F

=30F
=50F

=20F

Q = kF

g
(2)
↑↓ (x, 0, t) N = 10 L =

10 c = −1 kF = (N/2−
1)2π/L EF = k2F tF 1/EF

图 1　在总动量   条件下, 不同自旋间的两体关联函

数   随时间的演化. 粒子数  , 系统长度 

 , 相互作用强度  . 费米动量的定义为 

 , 费米能量的定义为   ,   定义为  

Q = kF

g
(2)
↑↓ (x, 0, t) N = 10

L = 10

c = −1 kF =

(N/2− 1)2π/L EF = k2F

1/EF

Fig. 1. At  total  momentum    ,  we  show  the  time

evolution  of  the  opposite-spin  two-body  correlation  func-

tion    .The particle number is    , the sys-

tem  length  is    ,  and  the  interaction  strength  is

 .  The  Fermi  momentum  is  defined  as   

 ,  the  Fermi  energy  as    ,  and  the

Fermi time as   .
 

x =

0 1

x = 0

x = 0

1

1

图 2展示了初始时刻自旋向下粒子的动量大

于费米动量的情况. 与图 1相比, 尽管两者的参数

仅在总动量上有所不同, 但其展现出的性质截然不

同. 在图 1中, 初始时刻关联函数在关联位置  

 处的值始终保持大于   , 而图 2中, 初始时刻关

联位置  附近的关联函数的值则发生剧烈变

化. 随着时间的演化, 在   处交替出现波峰和

波谷, 波峰值大于  , 表现为束缚态性质; 波谷值小

于  , 表现为气态性质. 该现象所反映的物理过程
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x = 0

x = L

25tF

t = tF

可理解为, 关联函数在关联位置形成波峰, 相当于

杂质粒子捕获某一背景粒子并共同运动. 然而, 由

于杂质粒子初始时刻具有较大动能, 束缚对可能在

之后的运动中解离, 导致波峰转变为波谷, 杂质粒

子暂时脱离背景粒子的束缚. 图 2(b)中, 在  

的右侧形成了明显的关联孔洞, 该孔洞不会向外传

播; 在   的左侧也形成了关联孔洞, 但其形成

速度较慢, 这与低于费米动量的情况完全不同. 在

关联孔洞的正方向形成了波峰, 如图 2(a)中周期

为  的不规则黄色条纹, 向右传播, 和图 1(b)中

孔洞运动方向相同. 具体地说, 在  时, 图 2(b)

x/L = 0.18

t = 16tF x/L = 0.8

t = 21tF

x/L = 0.2

x = L

50tF

在  附近出现较小的波峰, 随后波峰向右

侧移动. 当  时, 波峰运动到约  处.

由于周期性边界条件的限制, 在  时波峰运

动回  附近. 该现象与排斥情况类似, 与高

动量下气态占据概率的显著提升有关. 值得一提的

是, 位于  左侧的关联孔洞存在向左传播的现

象, 如图 2(a)中周期约为  的蓝色条纹所示.

c = −1

Elarge1 Elarge2

|δElarge| tlarge = 2π/
|δElarge|
Q ⩽ kF

x = 0 1

tlarge = 47.81tF

Q > kF

x = 0

1 1

tlarge = 36.45tF

为解释上述关联函数的演化特征, 图 3给出了

 时占据概率随能量的分布图. 对于给定的总

动量 Q, 占据概率最大的两个本征态所对应的能量

分别记为  和   . 这两个本征能量之差的

绝对值记为  , 对应的特征时间  

 , 反映不同自旋两体关联函数的演化周期.

当  时, 如图 3(a), 占据概率最大的两个本征

态为束缚态, 因此图 1(b)中不同自旋两体关联函

数在  的值始终大于   , 主要表现束缚态的性

质. 特征时间  , 与图 1中关联孔洞时

空演化的周期基本一致. 当   时, 如图 3(b),

占据概率最大的两个本征态分别对应气态与束缚

态, 且存在占据概率较大的非常规本征态. 因此

图 2(b)在   处的不同自旋两体关联函数的值

从大于  演化到小于  , 表明系统的动力学从以束

缚态贡献为主逐渐演化为以气态贡献为主. 特征时

间  , 不再与图 2中波峰演化的周期

保持一致. 这一现象的成因在于, 当动量高于费米

动量时, 高占据概率束缚态的权重显著降低, 束缚

态的总占据概率小于气态的总占据概率, 同时非常

规本征态开始出现, 进而呈现出束缚态、气态与非

常规本征态复杂耦合的特征.

c = −10相互作用强度较强时 (  )时, 如图 4所
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=16F
=21F

=10F

Q = 1.5kF

g
(2)
↑↓ (x, 0, t) N = 10

L = 10 c = −1

图 2    在总动量   条件下 , 不同自旋间的两体关

联函数   随时间的演化. 粒子数   , 系统长

度   , 相互作用强度  

Q = kF

g
(2)
↑↓ (x, 0, t) N = 10

L = 10

c = −1

Fig. 2. At  total  momentum    ,  we  show  the  time

evolution  of  the  opposite-spin  two-body  correlation  func-

tion    .The particle number is    , the sys-

tem  length  is    ,  and  the  interaction  strength  is

 .
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Q = kF 1.5kF N = 10

L = 10 c = −1

图 3    在总动量分别为    (a)和    (b)的条件下 , 不同本征态的占据概率随能量的分布 . 粒子数   , 系统长度

 , 相互作用强度  

Q = kF Q = 1.5kF

N = 10 L = 10 c = −1

Fig. 3. For total momentum    (a)and    (b), we show the energy distribution of the occupation probabilities of dif-

ferent eigenstates. The particle number is   , the system length is   , and the interaction strength is   .
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x = 0

x = 0

t = tF x/L = 0.2

x/L = 0.2

x = L

4tF

示, 无论系统总动量是小于等于费米动量还是高于

费米动量, 不同自旋两体关联函数在关联处 

始终呈现显著峰值, 呈现束缚态的局域性质. 其物

理原因在于, 当相互作用强度比较大时, 束缚态的

局域关联函数与相互作用强度的绝对值呈正相关,

从而使束缚态在整个时间演化中占据更主导的贡

献. 如图 4(a)所示, 在  处峰的两侧留下关联

孔洞, 该孔洞同样不向外传播. 在  ,  

时, 图 4(a)的波峰幅值小于图 4(b)的对应波峰, 说

明动量的增加使系统气态的特征更加明显. 图 4(a)

在  处的波峰向右传播, 几乎不衰减. 图 4(b)

在同样位置处的波峰向右传播, 同时在  左侧

存在较小的波谷向左传播, 两波在约  相遇后形

成振荡. 这种振荡类似背景粒子的两体关联, 与文

献 [27]中排斥费米气体出现的现象一致, 被称作

类 Friedel振荡.

 5   自旋向下粒子的动量演化及量子
颤振

自旋向上粒子的动量分布可以通过对自旋向

上粒子的单体关联函数做傅里叶变换得到 

n↑ (km′) =
L

2π

∫ L

0

dzg(1)↑ (0, z) exp (ikm′z) , (34)

km′ = 2πm′/L m′其中  ,   为整数. 通过动量守恒 

Q↓ = Q−
∑
km′

km′n↑(km′), (35)

可以得出自旋向下粒子的动量随时间的演化. 接下

来我们将系统分析自旋向下粒子的动量演化行为

并建立量子颤振的周期与自旋向下粒子化学势之

间的关系.

 5.1    自旋向下粒子动量的演化行为

30tF

9.7tF

t = 3tF

t = 6tF

3tF

为了便于对比排斥与吸引两种相互作用下的

动量演化差异, 图 5中给出了排斥和吸引情况下的

自旋向下粒子的动量随时间的演化情况. 在排斥相

互作用的 Yang-Gaudin模型中, 它的演化呈现出

与 Lieb Liniger模型 [7,29] 类似的现象. 图 5(b)可以

看出在排斥相互作用下, 当初始总动量小于费米动

量时, 系统的动量会随时间衰退直到一个稳定的数

值 (在  之前的蓝色实线). 当总动量大于费米动

量时, 出现周期约为  的量子颤振现象. 相比之

下, 图 5(a)吸引情况下由于束缚态弦解的参与, 会

使得动量演化的结果与排斥情况不同. 无论初始的

总动量是否大于费米动量, 动量随时间的演化都会

出现类量子颤振现象. 特别是当初始时刻杂质粒子

的动量高于费米动量时, 无论初始动量为多少, 当

自旋向下粒子的动量演化到约  都会出现第

一个次峰 (图 5(a)中虚线 c的位置), 在约  

都会出现第二个次峰 (图 5(a)中虚线 e的位置),

这两个次峰之间的间隔对应量子颤振的周期, 周期

近似为  . 量子颤振的周期不依赖于系统初始动

量的大小.

为了进一步的理解自旋向下粒子的动量在更

长时间尺度上的演化行为, 接下来研究不同相互作

用情形下的量子复苏. 图 5(b)可以看出在排斥相
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Q = kF 1.5kF g
(2)
↑↓ (x, 0, t) N = 10

L = 10 c = −10 x = 0 1.15

图 4    在总动量分别为   (a)和   (b)的条件下, 不同自旋间的两体关联函数  随时间的演化. 粒子数  ,

系统长度   , 相互作用强度   .   处关联函数的最大值截取到  

Q = kF Q = 1.5kF

g
(2)
↑↓ (x, 0, t) N = 10 L = 10 c = −10

x = 0

Fig. 4. For total momentum     (a) and     (b), we show the time evolution of the opposite-spin two-body correla-

tion function    . The particle number is    , system length is    , and interaction strength is    . The

maximum value of the correlation function at    is clipped to 1.15.
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Q = 1.6kF 22.81tF互作用下, 当   时, 对应的   会出现

一个主峰, 这反映了该系统发生了量子复苏现象.

出现量子复苏的原因是系统采用周期性边界条件,

粒子以约为初始动量大小的速度运动一个系统长

度回到初始位置. 它出现的时间可以近似为 

trevival ≈
Lm

ℏQ
=

π(N/2− 1)2

nQ
tF. (36)

Q = 1.6kF

19.63tF

12tF

通过 (36)式计算  时量子复苏的时间

为  , 与图 5(b)中将要出现主峰的位置对应.

总动量越大, 系统中的粒子绕一周回到初始位置的

时间越短. 这与只有当总动量大于费米动量时系统

才会出现量子颤振不同, 无论初始总动量是否大于

费米动量, 系统都会出现量子复苏现象. 图 5(a)吸

引情况下粒子的动量演化在  之后开始出现周

期振荡, 振幅先增后减, 但是最大振幅小于前面量

子颤振的最大振幅, 也小于排斥情况下量子复苏时

动量的最大增量. 说明在此时, 系统受到周期性边

界条件的影响, 出现类似量子复苏的现象, 但是由

于束缚对的影响, 导致复苏的效果远弱于相同相互

作用强度的排斥情况.

排斥或者吸引相互作用的动量随时间演化的

不同不仅体现在自旋向下粒子的动量随时间演化

上, 还体现在自旋向上粒子的动量分布上. 图 6给

出了图 5中六个特殊时刻对应的自旋向上粒子的

t = 4.7tF

km′ = 1.8kF

Q = 1.6kF t = 8.9tF

t = 14.0tF

t = 22.8tF

km′ = 1.6kF

动量分布. 所选时刻依次为: 初始时刻, 杂质粒子

动量首次达到极小值的时刻、首次出现次峰的时

刻、第二次达到极小值的时刻、第二次出现次峰的

时刻, 以及发生量子复苏的时刻, 分别对应图 5中

的初始位置以及虚线 b至虚线 f所标注的位置. 当

系统为排斥相互作用时, 图 6红色圆圈符号可以看

出, 在初始时刻, 系统自旋向上粒子的动量仅在费

米海内有分布. 当时间  时, 自旋向下粒子

的动量随时间的演化第一次出现最小值, 由于排斥

相互作用, 自旋向上粒子的动量分布与系统初始时

刻出现明显的不同. 在   的位置出现了

较高的峰值, 说明自旋向下的粒子通过与自旋向上

粒子间的排斥作用, 将部分自旋向上的粒子激发到

高能量态, 且峰值出现的位置略高于初始时刻注入

的自旋向下粒子的动量  . 当时间 

时, 自旋向下粒子的动量达到第一个次峰, 靠近初

始动量方向的费米海内自旋向上粒子的动量分布

出现明显的减小. 当时间  时, 自旋向下粒

子的动量达到第二个最小值, 自旋向上粒子的动量

分布在靠近初始动量方向的费米海附近出现了更

明显的减少. 当时间  时, 自旋向下粒子的

动量出现较高的峰值, 系统在此时发生量子复苏,

系统接近初始状态. 自旋向上粒子的动量分布与初

始时刻相似, 在   附近出现的峰值基本
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c = −5 Q = 0.4kF Q = 0.8kF Q = 1.4kF Q = 1.6kF Q = 1.8kF c = 5

Q = 0.8kF Q = kF Q = 1.2kF Q = 1.4kF Q = 1.6kF Q = 1.6kF

图 5    吸引 (a)和排斥 (b)情况下 , 自旋向下粒子的动量随时间的演化 . 粒子数   , 系统长度   　(a)相互作用强度

 , 总动量分别为   ,    ,    ,    ,    . (b)相互作用强度   , 总动量分别为

 ,   ,   ,   ,   . 黑色虚线标注在   的情况下 , 若干特殊时刻的位置 : 杂质粒

子动量首次达到极小值 (虚线 b)、首次出现次峰 (虚线 c)、第二次达到极小值 (虚线 d)、第二次出现次峰 (虚线 e), 以及发生量子复

苏的时刻 (虚线 f)

N = 22 L = 22 c = −5 Q = 0.4kF

0.8kF 1.4kF 1.6kF 1.8kF c = 5 Q = 0.8kF kF 1.2kF 1.4kF

1.6kF Q = 1.6kF

Fig. 5. Time evolution  of  the  momentum of  the  spin-down particle  for  (a)  attractive  and (b)  repulsive  interactions.  The  particle

number is     and the system length is    .  (a) For interaction strength    ,  the total momentum is    ,

 ,   ,   , and   . (b) For interaction strength   , the total momentum is   ,   ,   ,   , and

 .  The  black  dashed  lines  mark  several  characteristic  times  for    :  the  first  time  when  the  impurity  momentum

reaches a minimum (dashed line b), the first appearance of a secondary peak (dashed line c), the second time when it reaches a min-

imum (dashed line d), the second appearance of a secondary peak (dashed line e), and the time at which quantum revival occurs

(dashed line f).
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消失, 只在费米海附近与初态有明显不同. 说明在

此时自旋向上粒子通过相互作用将动量基本归还

给自旋向下粒子.

t = 1.2tF

km′ = 2kF

t = 2.4tF

km′ = 1.6kF km′ = 1.6kF

km′ = 2kF km′ =

1.8kF

km′ = 1.8kF

t = 3.9tF

km′ = 1.4kF Q = 1.6kF

t = 5.4tF

当系统为吸引相互作用时, 图 6蓝色八角星符

号可以看出, 当时间  时, 自旋向下粒子的

动量随时间的演化第一次出现最小值, 由于吸引相

互作用, 自旋向上粒子的动量分布与系统初始时刻

明显不同. 在费米海边界到   的位置附近

出现由高逐渐降低的分布, 与排斥相互作用不同,

动量分布不会在此时出现峰值. 当时间  

时, 自旋向下粒子的动量随时间的演化达到第一个

次峰. 自旋向上粒子的动量分布从费米海边界到

 呈现逐步降低的趋势 . 从  

到  的位置出现先增后减的趋势, 在 

 附近出现较小的峰值, 其峰值的高度明显小

于排斥相互作用在  的峰值高度. 当时

间  时, 自旋向下粒子的动量随时间的演化

第二次出现最小值, 自旋向上粒子的动量分布在

 位置出现峰值, 略低于   对应

的位置. 当时间  时, 自旋向下粒子的动量

km′ = 1.6kF

km′ = 1.8kF

t = 11.6tF

随时间的演化达到第二个次峰, 自旋向上粒子的动

量分布在  位置出现峰值. 综上, 系统峰

值出现的位置略小于排斥情况下  的位

置, 且峰值也较低. 这是因为当不同自旋粒子间的

吸引相互作用越强, 会导致粒子的有效质量增大,

由于系统在演化过程中保持动量守恒, 所以会使得

有效速度降低. 在  时, 自旋向上粒子的动

量分布在费米海外仍有较高的值, 系统并没有恢复

到与初始时刻相近的状态, 因此自旋向下粒子的动

量仅出现较弱的量子复苏现象.

 5.2    量子颤振周期和自旋向下粒子的化学势

µ↓c

如图 7(a)所示, 量子颤振的周期 t 与总动量

是 0时基态的自旋向下粒子的化学势  对应的周

期一致, 与排斥费米气体类似 [40], 即 

τ =
2π
|µ↓c|

. (37)

µ↓c  取绝对值的原因是吸引相互作用下自旋向下粒

子的化学势为负值. 关于自旋向下粒子化学势的推

导, 多种途径结果一致: 总动量为 0时, 可通过热力

 

0

0

0.05

0.10

0.15 (a)

=0F
=0F

/F


(
(


,
)

2-2 0

0

0.05

0.10

0.15 (b)

=4.7F
=1.2F

/F


(
(


,
)

2-2 0

0

0.05

0.10

0.15 (c)

=8.9F
=2.4F

/F


(
(


,
)

2-2

0

0

0.05

0.10

0.15 (d)

=14.0F
=3.9F

/F


(
(


,
)

2-2 0

0

0.05

0.10

0.15 (e)

=17.8F
=5.4F

/F


(
(


,
)

2-2 0

0

0.05

0.10

0.15 (f)

=22.8F
=11.6F

/F


(
(


,
)

2-2

Q = 1.6kF c = 5

c = −5 km′ = Q

N = 22 L = 22

图 6    在总动量   的条件下, 不同时刻下自旋向上粒子的动量分布. 红色圆圈代表排斥相互作用强度   的情况. 蓝

色八角星代表吸引相互作用强度   的情况. 绿色虚线标注的是   的位置. 黑色虚线标注的是右侧费米动量的位置.

(b—f)中所选取的时刻和图 5中 b—f标记的坐标相对应. 粒子数   , 系统长度  

Q = 1.6kF

c = 5 c = −5

km′ = Q

N = 22

L = 22

Fig. 6. Momentum distributions  of  the  spin-up particles  at  different  times  for  a  total  momentum    .  Red circles  corres-

pond to the repulsive interaction case with   , while blue octagrams correspond to the attractive interaction case with   .

The green dashed line indicates the position    ,  and the black dashed line marks the right Fermi momentum. The times

chosen in panels (b–f) correspond to the coordinates labeled b–f in Fig. 5. The particle number is    and the system length is

 .
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学 BA方程推导量子相变点的临界磁场与临界化

学势得到, 也可借助离散 BA方程根据向理想费米

气基态添加一个自旋向下粒子所需能量推导得出;

总动量等于费米动量时, 气态磁振子态与束缚态激

子态的能量差等于该化学势; 总动量大于费米动量

时, 利用单粒子态激发能与缀饰能的关系, 可推导

出占据概率较高且两两配对的束缚态激子态与气

态磁振子态的能量差等于该化学势.

µ↓c µc

Hc

首先介绍通过热力学 BA方程得出自旋向下

粒子的方法.   由量子相变点处的临界化学势 

和临界磁场  决定 

µ↓c = µc −
Hc

2
. (38)

µ↑c同时自旋向上粒子的化学势  可以写为理想费米

气体的形式, 

µ↑c = µc +
Hc

2
= π2n2. (39)

n = N/L N → ∞ L→ ∞
µc Hc

其中  . 热力学极限下, 即  ,  

时, 量子相变点处的临界化学势  和临界磁场 

可以用描述热力学平衡态的 BA积分方程获得 [41]. 

ϵb(λ) = 2

(
λ2 − µ− c2

4

)
−

∫ B

−B

a2(λ− λ′)ϵb(λ′)dλ′

−
∫ Qc

−Qc

a1(λ− k)ϵu(k)dk,

(40)
 

ϵu(k) =

(
k2 − µ− H

2

)
−
∫ B

−B

a1(k − λ)ϵb(λ)dλ,

(41)

其中 

am′(ξ) =
1

2π
m′|c|

(m′c/2)2 + ξ2
. (42)

ϵb(λ) ⩽ 0 ϵu(k) ⩽ 0 |λ| ⩽ B |k| ⩽ Qc

ϵb ϵu

Qc

B = 0 ϵb(0) = 0 ϵu(±Qc) = 0

缀饰能  [  ]对应  (  )

的占据态.    (  )的正值对应未占据态. 积分边

界 B 和  分别表征束缚对和非配对费米子的费米

面. 完全极化费米气体到出现自旋向下粒子的转变

点由  ,   和  确定, 这给出

了临界磁场, 具体为 

Hc = 2Q2
c+

|c|2

2
+|c|n−

(
2Q2

c
π +

|c|2

2π

)
arctan

(
2Qc

|c|

)
,

(43)

Qc = πn µc其中  . 通过 (39)式即可得到  , 将临界磁

场和临界化学势代入 (38)式即可得到自旋向下粒

子的化学势. 在强相互作用极限下, 自旋向下粒子

化学势对应的周期可由 (37)式写为 

τ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2π tF

− γ2

2π2 − 1− 8

3γ
+ o(γ−3)

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (44)

|γ| → ∞图 7(a)表明, 当  时, 量子颤振的周期趋近

于零.

自旋向下粒子的化学势可以理解为理想费米

气体系统中增加一个自旋向下的粒子所需要的能

量, 即图 7(b)中标注的蓝色双箭头对应的值. 借助

该理解可得 

µ↓c = EGround(0)− E0, (45)

E0 =
∑N−1

j=1
(kj)

2
kj = [−(N/2− 1), · · · ,

(N/2− 1)] 2π/L N − 1

其 中  ,   

 , 代表  个费米子组成的理想

费米气体系统的基态能量. 对于束缚态的离散 BA
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图 7    (a)量子颤振的周期随无量纲相互作用强度的变化. (b)气态的激子态和磁振子态, 束缚态的激子态和磁振子态的色散关

系. 无量纲相互作用强度   . (a)和 (b)的粒子数分别为   和  

γ = c/n = −5 N = 28 N = 100

Fig. 7. (a)  Dependence  of  the  quantum  flutter  period  on  the  dimensionless  interaction  strength.  (b)  Dispersion  relations  of  the

excitonic  and  magnonic  states  in  the  gas-state  regime  and  in  the  bound-state  regime.  The  dimensionless  interaction  strength  is

 . The particle numbers in (a) and (b) are    and   , respectively.
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nλ′ = 0 nj′ = −(N − 3)/2, · · · , (N − 3)/2

p = 0

(Q = 0)

方程 (9)—(12)式 ,  系统的基态对应的量子数取

 ,   , 弦解的

实部  , 在热力学极限下得到总动量为零的情

况下  的基态能量
 

EGround(0) = Ebare(N − 2)+

(
2Q2

c
π +

|c|2

2π

)
arctan

2Qc

|c|

− |c|n− c2

2
+ o(1/L), (46)

Ebare(N − 2) =
∑N−2

j=1
(kbarej′ )2

kbarej′ = 2πnj′/L EGround(0) E0

其中裸能量  , 裸动量

 . 将   和   求和化积分后

的结果代入 (45)式可得自旋向下粒子的化学势
 

µ↓c =

(
2Q2

c
π +

|c|2

2π

)
arctan

2Qc

|c|
−
(
π2n2+ |c|n+|c|2

2

)
.

(47)

其结果与通过描述热力学平衡态的 BA积分方程

得到的结果一致.

我们发现量子颤振的周期可以由总动量为费

米动量处的两个态决定, 具体为气态磁振子态和束

缚态激子态, 这两个态对应的能量差与自旋向下粒

子的化学势相等, 即图 7(b)中标注的黑色双箭头

对应的值
 

µ↓c = EBS Exciton(kF)− EGS Magnon(kF). (48)

k = 0

k = 0

Q = kF

nλ = N/2− 1 nj = −(N − 1)/2, · · · , (N−

1)/2 λ→ −∞
1/L

磁振子态代表自旋向下的粒子从  处激发到费

米海内的其它准粒子态. 激子态代表自旋向下的粒

子位于  附近, 仅由一个自旋向上粒子从费米

海内激发到费米面处, 从而在费米海内留下一个空

穴. 对于气态的磁振子态的能量最低态, 即总动量

等于费米动量 (  )处, 自旋向下的粒子位于

费米面, 对应的离散 BA方程的 (7), (8)式中的量

子数取  ,   

 , 通过热力学极限下的近似,    , 同时

忽略掉  的高阶小量得到能量本征值
 

EGS Magnon(kF) = Ebare(N) + o(1/L), (49)

Ebare(N) =
∑N

j=1
(kbarej )2 kbarej =

2πnj/L Q =

kF k = 0

nλ′ = N/2− 1 nj′ = −(N − 3)/2, · · · ,

−1/2, 3/2, · · · , (N − 1)/2 λ→ 0

其中裸能量  , 裸动量 

 . 对于束缚态的总动量等于费米动量 ( 

 )下的激子态, 自旋向上的粒子从   激发到

费米面处, 对应的离散 BA方程的 (9)—(12)式中

的量子数取  ,  

 , 在热力学极限下,   ,

其本征能量为
 

EBS Exciton(kF) = Ebare(N)−Q2
c +

(
2Q2

c
π +

|c|2

2π

)

× arctan
2Qc

|c|
− |c|n− |c|2

2
+ o(1/L). (50)

µ↓c将 (49)式和 (50)式代入 (48)式可以得到   , 其

结果与总动量为 0时的自旋向下粒子的化学势 (47)

式一致. 与排斥情况相比较 [42], 相同的是都是激子

态与磁振子态的共同参与; 不同的是, 排斥情况只

有气态, 而吸引情况下气态和束缚态共同参与.

除上述方法外, 在总动量等于费米动量时, 还

可采用间接途径确定量子颤振周期对应的能量: 分

别计算气态磁振子态与束缚态激子态相对于基态

的能量差, 并进一步取两者之差即可得到该能量.

在费米动量处, 束缚态激子态的能量与基态能量之

差为
 

δEBS Exciton(kF) = EBS Exciton(kF)− EGround(0) = µ↑c,
(51)

即图 7(b)中品红色双箭头对应的值. 在费米

动量处, 气态磁振子态的能量与基态能量之差为
 

δEGS Magnon(kF) = EGS Magnon(kF)− EGround(0) = Hc,
(52)

即图 7(b)中绿色双箭头对应的值. 将上面的

两个能量差相减, 再根据 (38)式和 (39)式即可得

到自旋向下粒子的化学势
 

δEBS Exciton(kF)− δEGS Magnon(kF) = µ↑c −Hc = µ↓c,
(53)

其结果与 (47)式一致.

对于高于费米动量的情况, 依然可以用具有较

高占据概率且互相配对的束缚态激子态与气态磁

振子态的能量差来表示自旋向下粒子的化学势, 进

而得到量子颤振的周期. 束缚态激子态的激发能可

以理解为单粒子态激发能相加 [43], 即
 

∆EBS Exciton = εb(λb) + εu(kep)− εu(keh). (54)

λb kep

keh

εu(kep) −εu(keh)

εb(λb)

εb(λb)

其中  代表束缚对的快度,   代表激发到费米海

外的粒子对应的波矢,    代表空穴对应的波矢 .

 和   分别代表未配对情况下粒子和空

穴对应的激发能,    代表束缚对的激发能. 由

于该系统只有一个自旋向下的粒子, 忽略有关自旋

向下粒子激发能  的积分项, 则束缚对的激发

能 (40)式写为
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εb(λb) = 2

(
λ2b − µ− c2

4

)
−
∫ Qc

−Qc

a1(λb − k)εu(k)dk,

(55)

未配对粒子 (背景粒子)的激发能 (41)式具体可

写为 

εu(k) = k2 − µc −
Hc

2
. (56)

气态磁振子态的激发能也可理解为单粒子态激发

能相加, 即 

∆EGS Magnon = εc(kmp ) + εs(λs). (57)

kmp

εc(kmp )

λs

εs(λs)

其中  代表气态被激发到费米海外的粒子对应的

波矢,    对应的能量具体表达式与束缚态的

(56)式相同 .    代表自旋向下粒子对应的快度 ,

 代表气态对应的自旋激发能 

εs(λs) = Hc +

∫ Qc

−Qc

a1(λs − k)εc(k)dk. (58)

因此量子颤振周期对应的能量可用互相配对的束

缚态激子态与气态磁振子态的能量差表示为 

∆EQF = ∆EBS Exciton −∆EGS Magnon. (59)

λs → ∞ λb = 0 kmp = kep keh =

0

在热力学极限下,   ,   ,   ,  

 , 将相关的变量分别代入 (54)式和 (57)式可得 

∆EQF = |εu(0)| − |εs(∞)| = µ↑c −Hc = µ↓c. (60)

这与文献 [7]排斥玻色气体中的自旋向下粒子化学

势的表达式类似, 都是激子态的空穴激发能与磁振

子态的自旋激发能的能量差. 最终该情况下, 自旋

向下粒子的化学势可以化简成与 (38)式一致的形式.

 6   结　论

基于一维吸引相互作用单自旋翻转费米气体

的 BA严格解, 将交叠积分以及单体关联函数、两

体关联函数的矩阵元简化为简单函数的有限求和

形式, 从而实现对大量本征态占据概率与关联函数

长时间演化的高效计算. 将具有动量的自旋向下杂

质粒子注入无相互作用自旋向上费米子构成的基

态后, 初始时刻将不同自旋粒子间的相互作用淬火

至有限吸引强度, 系统研究了不同相互作用下两体

关联函数的演化特性及量子颤振行为. 首先, 弱吸

引相互作用下: 当初始动量小于等于费米动量时,

系统动力学主要由束缚态主导, 杂质粒子与背景粒

子形成束缚对, 两体关联函数在局域关联区域出现

τ = 2π/|µ↓c|

显著的概率密度峰, 且峰值附近形成沿正方向运动

的关联孔洞, 该孔洞的演化周期与占据概率最高的

两个束缚态的能量差所对应的周期相吻合; 当初始

动量大于费米动量时, 非常规态、气态与束缚态的

耦合作用导致关联函数在局域关联区域随时间演

化交替呈现波峰与波谷, 波峰处数值大于 1, 呈现

束缚态特性, 反映杂质粒子与背景粒子形成束缚对

并协同运动, 波谷处数值小于 1, 呈现气态特性, 反

映束缚对在运动过程中解离, 且因多种高占据概率

本征态的共同参与, 关联波峰的演化无法通过占据

概率最高的两个态进行描述. 其次, 强吸引相互作

用下: 无论杂质粒子初始动量是否大于费米动量,

关联函数在局域关联区域的峰值始终大于 1, 呈现

束缚态特征, 且局域关联峰两侧形成不向外传播的

关联孔洞. 最后, 研究了吸引相互作用下自旋向下

粒子动量的演化行为, 进一步建立任意相互作用强

度下量子颤振周期与自旋向下粒子化学势的统一

关系, 即  . 并通过热力学与离散 BA方

程等多种方法得到一致的自旋向下粒子化学势. 本

文在吸引相互作用淬火动力学与量子颤振相关领

域给出了动力学演化结果, 有助于深化对量子多体

物理非平衡态性质的理解, 为相关的超冷原子杂质

动力学实验提供理论参考.

感谢中国科学院精密测量科学与技术创新研究院姜玉

铸研究员的讨论.
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Abstract

µ↓c τ = 2π/|µ↓c|

The nonequilibrium dynamics of  impurities  in quantum many-body systems constitute a frontier  topic in

ultracold-atom physics and are key to uncovering the microscopic mechanisms of polaron physics and collective

excitation  behavior.  Compared  with  the  extensively  studied  repulsively  interacting  systems,  the  dynamical

behavior  under  attractive  interactions  remains  insufficiently  explored  in  a  systematic  manner,  owing  to  the

complex coupling mechanisms among bound states, gas states, and irregular states. We take the ground state of

a  one-dimensional  ideal  Fermi  gas  as  the  initial  state,  and  add  a  spin-down  impurity  particle  carrying

momentum. The impurity has an attractive interaction with the spin-up fermions. We study the time-evolution

behavior of the two-body correlation functions between particles of different spins and the impurity momentum.

First, based on the exact solution from the Bethe ansatz (BA), starting from the eigenstate wave functions, we

analytically simplify the overlap integrals, the matrix elements of the one-body correlation function of spin-up

particles, and the matrix elements of the two-body correlation functions between particles of different spins into

finite-sum  expressions  of  simple  functions,  thereby  enabling  efficient  computations  of  the  occupation

probabilities of a large number of eigenstates and the long-time evolution of the correlation functions. Second, in

the  weakly  attractive  regime:  when  the  total  momentum is  less  than  or  equal  to  the  Fermi  momentum,  the

dynamics  exhibits  features  of  bound  states.  The  two-body  correlation  function  between  particles  of  different

spins  shows  a  stable  correlation  peak  and  an  outward-propagating  correlation  hole,  and  its  evolution  period

agrees  with the period corresponding to the energy difference between the two bound states  with the highest

occupation probabilities. Conversely, when the total momentum is greater than the Fermi momentum, due to

the  superposition  of  bound  states,  gas  states,  and  irregular  states,  the  system  exhibits  complex  oscillatory

behavior,  alternating  between  bound-state-like  and  gas-state-like  features.  In  the  strongly  attractive  regime,

regardless  of  the  initial  momentum,  the  system exhibits  bound-state-dominated features  locally,  characterized

by  a  localized  correlation  peak  and  Friedel-like  oscillations  induced  by  scattering  interference.  Finally,  we

rigorously  characterize  the  phenomenon  of  quantum  flutter,  namely  the  periodic  oscillation  of  the  impurity

momentum,  and  find  that  the  quantum-flutter  period  is  strictly  determined  by  the  chemical  potential  of  the

spin-down impurity particle   , namely   . We obtain consistent results for the chemical potential of

the  spin-down  particle  via  four  approaches:  For  zero  total  momentum,  it  can  be  obtained  by  deriving  the

critical  magnetic  field  and  the  critical  chemical  potential  at  the  quantum  phase-transition  point  from  the

thermodynamic  BA  equations,  and  it  can  also  be  derived  from  the  discrete  BA  equations  via  the  energy

required  to  inject  a  single  spin-down  particle  into  the  ground  state  of  the  ideal  Fermi  gas;  when  the  total
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momentum equals the Fermi momentum, the energy difference between the gas-state magnon and the bound-
state exciton equals this chemical potential; when the total momentum is greater than the Fermi momentum,
by using the relation between the single-particle excitation energy and the dressed energy, we can derive that
the  energy  difference  between  the  bound-state  exciton  states  and  the  gas-state  magnon  states,  which  have
relatively high occupation probabilities and form pairwise correspondences, equals this chemical potential. This
work  investigates  the  evolution  laws  of  quench  dynamics  and  quantum  flutter  in  systems  with  attractive
interactions,  which helps deepen the understanding of  nonequilibrium-state properties in quantum many-body
physics and provides theoretical support for related ultracold-atom experiments on impurity dynamics.
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