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颗粒物质的流态转变是非平衡统计物理与颗粒物理的重要研究问题, 并与滑坡、雪崩、泥石流等灾害过

程紧密相关. 尤其是颗粒堆积由间歇性崩塌向连续稳定流动的转变, 是多类地质灾害的触发与演化关键环节.

尽管已有研究表明转变点受粒径、摩擦、形状与边界条件等多因素控制, 但颗粒材料弹性模量对转变点的调

制作用仍缺乏系统的研究. 本文结合转鼓实验和与之匹配的数值模拟, 通过改变颗粒半径和颗粒材料模量,

研究单分散体系在转鼓中的迟滞到稳流的转变. 通过调节转鼓角速度, 借助高速摄影与图像处理得到堆积表

面倾角等动力学量. 通过引入由于材料模量不同而导致的无量纲变形量, 提出了包含模量影响的修正弗劳德

数   . 结果表明, 对于不同粒径与不同模量体系, 其转变点可由修正后的弗劳德数实现统一, 即当  

 时不同模量的颗粒系统由迟滞态转变为稳流态. 该结果为建立统一的临界条件预测框架提供依据, 并

有助于提升相关灾害阈值预测的可操作性, 同时为颗粒介质非平衡流变与本构理解提供实验支撑.
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 1   引　言

重力驱动下的颗粒物质流动广泛存在于多种

地球物理过程与自然现象 [1–4]. 然而, 这类现象的触

发条件与演化机制仍难以预测. 从物理角度看, 颗

粒物质是典型的非平衡耗散体系, 几乎不受布朗运

动支配, 且由于摩擦与非弹性碰撞持续耗散能量,

同时其流态转变受惯性、摩擦、材料性质与边界条

件等多因素耦合影响, 呈现显著复杂性与普适性.

特别地, 地震与雪崩等过程中常伴随迟滞现象, 其

出现往往与失稳触发密切相关, 因此理解迟滞机制

有助于更深入地把握地震与雪崩的发生条件与动

力学过程 [5–8]. 关于迟滞现象的本质机理, 传统观点

多将惯性效应视为颗粒体系产生迟滞的主要来源;

但也有研究指出, 颗粒介质的滞后行为更可能源于

颗粒接触界面的摩擦作用及其引起的能量耗散 [1–4].

除此之外, 外部振动、惯性强度、颗粒摩擦特性以

及颗粒材料的弹性模量等因素均会对迟滞效应

产生显著影响. 在微观层面, Perrin等 [9], Forterre和

Pouliquen[10], DeGiuli和Wyart[11] 进一步提出: 与

弹性模量相关的接触形变同样是调控迟滞的重要

机制之一 [9–11]. 具体而言, 当颗粒材料刚度较大时,

体系的响应更容易表现出明显的非单调性, 迟滞特

征更加突出; 而当材料刚度较小时, 这种非单调性

会逐渐减弱, 甚至趋于消失而进入稳流状态 [6,11].
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Watkinson使用弗劳德数  这一无量纲参数表征
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了不同的流态, 其定义为  ,   为旋转

速度,   为鼓的直径, g 为重力加速度 [10,13–18]. 弗劳

德数  表示转鼓系统中离心力与重力的比值 [19,20].

已有研究表明, 在转鼓体系中, 动态休止角与等

效摩擦系数会随弗劳德数的增大呈单调上升趋

势 [21,22]. 为更定量地区分不同流态, Dai等 [23] 进一

步引入了基于堆积表面角度波动的形态学参数, 并

构建了以弗劳德数与密度比为控制变量的流态相

图. 此外随着弗劳德数的增大, 颗粒流动将发生一

系列流态转变, 通常依次经历迟滞态即间歇性雪

崩、稳流态以及离心态等典型流动形态. 具体而言,

在低弗劳德数条件下, 体系常表现出明显的滞后效

应与间歇性雪崩; 在中等弗劳德数范围内, 颗粒进

入连续且稳定的流动状态; 而当弗劳德数进一步增

大至较高水平时, 颗粒会沿鼓壁贴附滑动, 逐渐进

入离心状态 [21,22]. 迟滞态的出现表明颗粒体系的能

量耗散具有间歇性特征, 其间歇性的能量积累与突

发释放行为在物理机制上与地震过程中的成震事

件具有一定相似性. 相较之下, 连续稳态流动对应

于能量耗散的时间连续性, 体系中不存在显著的能

量积累与突发释放过程. 然而, 尽管迟滞态与稳态

流在物理机制和应用意义上具有明确区分, 现有研

究尚未给出能够统一具有不同弹性模量的颗粒材

料体系的迟滞–稳态流动转变判据 [16,24–31]. 为此, 本

文探究弹性模量对颗粒物质流动状态的影响进行

系统性研究, 从而统一具有不同弹性模量的颗粒的

流态转变行为.
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本研究通过实验与数值模拟系统研究了旋转

鼓中颗粒体系从迟滞态向稳定连续流动转变的动

力学机制. 实验设计涵盖多组参数组合, 包括不同

颗粒半径、不同材料弹性模量以及不同旋转速度.

借助高速成像与图像处理技术, 我们分别在迟滞区

与稳流区获得了一系列稳定、可重复的宏观可测

量, 如自由表面倾角及其波动特征等, 并据此刻画

流态转变的临界条件. 进一步地, 我们提出并验证

了一个包含弹性模量效应的修正弗劳德数: 不同弹

性模量的颗粒体系在相同的临界值  发生迟

滞-连续流动转变, 实现了对材料差异的有效“归一

化”描述. 因此, 颗粒材料的弹性模量能够通过本

研究提出的修正弗劳德数统一表征其流态转变阈

值, 将为雪崩、滑坡与泥石流等自然灾害过程的触

发预测提供更强的物理依据与判据, 从而提升风险

评估与预警的可操作性并降低潜在损失. 同时, 这

一方向的进展也有助于深化我们对颗粒介质本构

关系与非平衡流变行为的理解, 为建立更具普适性

的颗粒流动模型提供实验与理论支撑.

 2   研究方法

 2.1    实验细节

Ω = 0.4− 56 (◦/s)

本研究中所使用的实验装置如图 1(a)所示,

尺寸为内径 D = 184 mm, 宽度 W = 95 mm的圆

柱形转鼓安装在旋转电机上. 转鼓以不同恒定角

速度  进行驱动. 为避免颗粒在内

壁滑动, 鼓壁通过粘贴直径为 5—6 mm的 ABS半

球体进行粗糙化处理. 转鼓内填充约一半体积的单

分散颗粒, 颗粒的直径 d = 3—6 mm, 总体积约

555 mL. 颗粒的运动由一台垂直于转鼓端面安装

的高速摄像机记录. 旋转过程中可实时记录颗粒堆

自由表面的演化情况. 如图 1(b)所示, 实验选取了

两种不同材料的颗粒, 分别是玻璃珠, ABS颗粒.

每种材料采用三种粒径 d = 3, 4, 6 mm. 表 1是实

验颗粒的各种属性.

 
 

(a) (b)

图 1　(a)转鼓; (b)实验颗粒

Fig. 1. (a)  The  rotating  drum;  (b)  the  experimental

particles.
 

 2.2    实验图像处理

首先, 利用高速摄像机获得实验过程的原始灰

度图像, 如图 2(a)所示. 随后, 采用基于深度学习

的图像处理技术对转鼓内的颗粒进行识别, 并以不

同颜色对颗粒进行标记, 如图 2(b)所示. 在完成颗

粒识别后, 通过算法函数提取颗粒的空间坐标信

息, 如图 2(c)所示. 另外, 通过采用全局阈值法对

图像进行二值化处理, 实现了颗粒与背景的有效分
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离; 从图像中提取所有连通区域的边界, 并通过比

较每个边界的点数, 选择出点数最多 (即包围区域

最大的)的边界, 在通过距离图像中心的阈值来筛

选边界点, 保留有效的边界, 如图 2(d)所示. 最终,

对识别得到的表面坐标点进行拟合, 并计算每一帧

图像对应的堆积表面倾角.

 2.3    数值模拟模型

mi

Ii i

本研究同时使用离散单元法 DEM(discrete

element method)来研究颗粒材料的流态转变行

为, 以便能够获取系统中详细的颗粒尺度信息. 在

离散元数值模拟中, 颗粒间的接触力采用 Hertz-

Mindlin接触理论进行计算 , 而阻尼成分则基于

Taberlet等 [32] 所概述的推导得出. 在此模型中, 切

向接触力也遵循库仑摩擦定律. 质量为  , 惯性矩

为  的颗粒  的运动方程为
 

mi
dvi
dt

=

n∑
j

(
Fn
ij + F t

ij

)
+ F g

i , (1)

 

Ii
dωi

dt
=

n∑
j

(
rij × F t

ij −Mij

)
, (2)

vi ωi i

Fn
ij F t

ij Mij j i

F g
i

i rij i j

Fn
ij F t

ij

式中,    和   分别为颗粒   的平移速度和角速度;

 ,    和   分别为颗粒   或鼓壁作用在颗粒  

上的法向接触力、切向接触力和滚动摩擦力矩;  

为颗粒  所受重力,   为颗粒  指向颗粒  的位置

向量. 法向接触力  和切向接触力  , 可表示为
 

Fn
ij = −knδ

3/2
n − ηnv

n
ij , (3)

 

F t
ij = −min

(
ktδt + ηtv

t
ij , µs

∣∣Fn
ij

∣∣) , (4)

k η δ

vij i j µs

t

式中,   和  分别为弹簧刚度和阻尼系数;   为颗粒

形变量;   为颗粒  和颗粒  的相对速度;   为滑

动摩擦系数, n 和  (上标或下标)分别为法向分量

和切向分量. 相关参数具体形式如下: 

kn =
4

3
Eij

√
Rij , Eij =

(
1− ν2i
Ei

+
1− ν2j
Ej

)−1

, (5)
 

Rij = RiRj/ (Ri +Rj) , (6)
 

ηn =

√
5

4
knmijδ

1/2
n · 2 ln e√

ln2e+ π2
, (7)

 

mij = mimj/
(
mi +m

j

)
(8)

 

kt = 8Gij

√
Rijδn, Gij =

(
2− νi
Gi

+
2− νj
Gj

)−1

,

(9)
 

ηt =

√
5

4
kimij ·

2 ln e√
ln2e+ π2

, (10)
 

Mij = µrRi

∣∣Fn
ij

∣∣ωi, (11)

E ν R e G µr ωi式中,    ,    ,    ,    ,    ,    和   分别为颗粒弹性

模量、泊松比、半径、质量、恢复系数、剪切模量、

滚动摩擦系数和单位角速度矢量. 另外, 具体模拟

参数在表 2列出.

 2.4    模拟角度计算

堆积角度计算方法: 筛选已知空间位置的边缘

目标颗粒, 调用自定义函数拟合计算堆积表面倾斜

角. 通过滑动窗口提取颗粒堆积上表面点, 利用

PCA(principal  component  analysis)分析表面点

的主延伸方向, 计算得到堆积表面的倾斜角度.

 

表 1    实验颗粒材料的各种属性
Table 1.    The various properties of the experiment-

al particle materials.

颗粒种类
(
g·cm−3

)
密度/ mm直径/ 

ABS 1.04 3, 4, 6

玻璃 2.40 3, 4, 6

 

(a) (b)

(c) (d)

图 2    (a)实验原始灰度图片 ; (b)深度学习识别的颗粒 ;

(c)识别的颗粒坐标; (d)识别的颗粒边界

Fig. 2. (a)  The  original  grayscale  image;  (b)  the  particles

identified by deep learning; (c) the coordinates of the iden-

tified  particles;  (d)  the  boundaries  of  the  identified

particles.
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 3   结果与讨论

 3.1    迟滞状态和稳流状态

Ω随着转鼓角速度  的增加, 颗粒堆积的流动

θ t

θ (t)

θm

θr ∆θ = θm − θr

∆θ

∆θ

∆θ

∆θ ≈ 0

形态由低速下的间歇性崩塌状态逐步过渡到连续

流动状态. 如图 4(a)所示, 给出了同一种材料在较

低转速条件下, 堆积表面倾角  随时间  的演化规

律. 可以看到,   呈现出典型的锯齿状波动特征:

表面倾角在随时间缓慢增大后发生一次突降, 对应

一次局部崩塌事件. 基于这一特征, 可在每一次崩

塌过程中清晰地定义崩塌前的最大倾角  以及崩

塌后的回复倾角  , 并引入角度差  , 在物

理意义上,   可作为表征间歇流动“迟滞强度”的

一个序参量:   越大, 表明体系在发生崩塌前需要

积累更大的倾角超调, 因而越不易触发崩塌事件;

相反, 如图 4(b)  越小则意味着体系逐渐接近连

续流动的极限情形. 特别地, 对于理想无摩擦颗

粒体系,   , 对应几乎不表现出迟滞效应, 这和

Perrin等 [9],  Forterre和 Pouliquen[10],  DeGiuli和

Wyart[11] 的结论一致.

∆θ Ω

∆θ

Ω

Ω0 ∆θ ∆θ0

Ω＜Ω0

Ω＞Ω0

Ω0

Ω0

图 5(a), (b)给出了不同材料和不同颗粒半径

角度差  随转鼓角速度  的变化关系. 实验结果

表明, 随着角速度的增加,    在低转速区间快速

减小, 随后逐渐趋于稳定的平台值. 当  增大至某

一临界角速度  附近时,   基本达到稳定值  .

值得注意的是, 在实验中可清晰观察到如下流态差

异: 当  时, 体系主要表现为间歇性崩塌对应

的迟滞流态, 而当  时, 颗粒堆积进入持续的

稳定流动状态. 基于这一现象, 本文将  定义为迟

滞态向稳定流动状态的转变点. 此外, 从同种材料

的数据对比可以发现, 随着颗粒半径增大, 转变点

 整体向更高角速度移动, 即较大颗粒需要更强

的驱动才能进入稳定流动. 换言之, 颗粒半径越小,

 

表 2    模拟颗粒和转鼓基本信息
Table 2.    The basic information of the particles and

the rotating drum.

参数 数值

半径/cm 0.1

粒子密度/(g·cm–3) 1.04

颗粒与颗粒之间的摩擦系数 0.45

颗粒与颗粒之间的恢复系数 0.8

转鼓直径/cm 18.4

转鼓侧壁厚度/cm 0.1

转鼓宽度/cm 9.2

弹性模量/Pa 2.3× 105—2.3× 109

剪切模量Pa 0.9× 105—0.9× 109
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图 3    模拟的图像

Fig. 3. The simulation image.
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1.2 (◦/s) 16 (◦/s)图 4    (a)用 3 mm颗粒 , 转鼓速度   的堆积表面倾角随时间的演化实验结果 ; (b)用 3 mm颗粒 , 转鼓速度   的堆

积表面倾角随时间的演化结果

1.2 (◦/s) 16 (◦/s)
Fig. 4. (a)  The  temporal  evolution  of  the  angle  of  repose  of  the  granular  bed  for  3 mm  particles  at  a  rotating  drum  speed  of

 ; (b) the corresponding temporal evolution for 3 mm particles at a rotating drum speed of   .

物 理 学 报   Acta  Phys.  Sin.   Vol. 75, No. 13 (2026)    130901

130901-4

In 
Pres

s

http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/volumn/home.shtml#1


∆θ0越容易形成稳定连续流动. 与此同时, 平台值 

也随颗粒半径增大而增大, 表明在稳定流动区间

内, 大颗粒体系仍保持更显著的角度波动幅度.

 3.2    角度的概率分布

Ω0

θ

Ω θ

为进一步验证上述  的确可作为流态转变

点, 对倾角  的时间序列进行了概率分布统计. 图 6

给出了不同转速  条件下  的概率分布 PDF(pro-

bability distribution function). 实验结果表明: 在

低转速区间, 概率分布呈现较矮且较宽的双峰分

布; 而在较高转速下, 概率分布逐渐演化为较高且

较窄的单峰分布. 该分布形态的变化反映了体系动

力学状态的改变: 低转速时体系在两种倾角水平之

间交替, 对应崩塌前后的两类状态, 从而产生双峰

特征, 高转速时体系围绕某一稳定平均倾角进行涨

落, 表现为单峰分布.

Ω0 Ω＞Ω0

Ω＜Ω0

Ω = 4 (◦/s)

Ω0

Ω = 5.2 (◦/s)

Ω0

从相变理论的类比角度看, 当系统处于单一相

态时, 某些可观测量的涨落往往近似呈现单峰高斯

分布. 而在相共存或两态竞争的情况下, 分布可能

表现为双峰特征. 基于这一类比, 图 6中的分布演

化进一步明确了在  发生的相态转变: 当 

时, 体系进入稳定连续流动状态. 当   时, 体

系在两种亚稳态之间交替, 表现为间歇性崩塌的迟

滞状态. 如图 6(a)所示, 3 mm颗粒在转鼓转速大

于  时, 概率分布由双峰转变为稳定的单

峰分布, 该转速可与图 5(a)中得到的 3 mm体系

转变点  相对应. 类似地, 图 6(b)中 4 mm颗粒

在  附近出现由双峰向单峰的转变, 与

图 5(a)中 4 mm体系的转变点  一致.

 3.3    不同颗粒尺寸对迟滞-连续转变的影响

对于迟滞态向稳流态的转变过程, 其本质是转
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∆θ Ω ∆θ Ω图 5    (a)实验 ABS材料   随转速   的关系, 右上角为拐点放大处; (b)实验玻璃材料   随转速   的关系, 右上角为拐点放大处

∆θ Ω

∆θ Ω

Fig. 5. (a) The relationship between   and rotational speed    for ABS material, with an enlarged view of the inflection point in

the upper right corner; (b) the relationship between   and rotational speed    for glass material, with an enlarged view of the in-

flection point in the upper right corner.
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图 6    (a)实验 3 mm颗粒不同转速的概率分布; (b)实验 4 mm颗粒不同转速的概率分布图

Fig. 6. (a)  The  probability  distribution  of  3 mm particles  at  different  rotational  speeds;  (b)  the  probability  distribution  of  4 mm

particles at different rotational speeds.
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Fr

F G Fr = Ω
√
D/g

Fr

Fr∗ = Fr (D/d)

D

Fr

Fr

Fr∗

∆θ/∆θ0 Fr∗

∆θ/∆θ0 = f (Fr∗)

鼓旋转带中颗粒的向心力和重力的竞争, 因此 ,

Henein等引入了无量纲弗劳德数   对这一相态

转变过程进行描述. 其表达形式为: 由于转鼓导致

的向心力  与重力  的比值,   . 在此

基础上, Balmforth和 McElwaine[33] 进一步对  

作了尺寸修正, 提出修正弗劳德数  .

其中  为转鼓直径, d 为颗粒直径. 修正之后二者

趋势虽然完全相同, 但如果你要比较: 不同鼓直径

D, 不同颗粒尺寸 d, 那么基础   就不够, 因为它

无法区分“同样  但颗粒离散程度完全不同”的系

统. 这时  的意义就出来了: 它试图把动力学强

度和颗粒尺度效应统一到一个参量中; 更有希望让

不同条件下的颗粒统一塌缩; 更适合做“小鼓实验”

与“大尺度颗粒流/滑坡”之间的类比. 如图 7为归

一化系数  随  在不同颗粒粒径条件下的

关系, 转变点坍缩到统一的  曲线

Fr∗ =

0.6

D/d

Fr∗

Fr∗

位置. 对于玻璃颗粒 , 不同半径样品均在  

 附近发生一致的流态转变, 即由迟滞状态进入

稳定流动状态. 上述结果表明, 在引入  的尺寸

修正后,   能更有效地表征不同粒径体系的临界

转变条件, 为流态转变的统一描述提供了更简洁的

无量纲框架. 然而对于不同材料的颗粒并不具有普

适性, 其转变点发生在不同的  .

Fr∗ = 0.6

Fr∗ = 0.72

Fr∗

如图 8(a)所示对于玻璃颗粒, 不同半径样品

均在  附近发生一致的流态转变, 即由迟

滞状态进入稳定流动状态. 而对于 ABS颗粒, 该

统一转变位置对应  , 结果表明不同种类

的材料在不同  发生统一转变.

 3.4    不同颗粒模量对迟滞-连续转变的影响

Fr∗

Fr∗

∆θ

∆θ

∆θ0

对于同种材料的不同粒径体系, 上文已表明可

以通过修正弗劳德数  对转变点进行较好的统

一. 然而, 当材料弹性模量发生变化时, 各体系往

往在不同的  处发生转变. 需要指出的是, 在实

验条件下实现仅改变弹性模量而保持其他参数严

格不变非常困难. 因此, 针对弹性模量效应的研究,

我们采用数值模拟方法开展系统对比. 为验证模拟

结果的合理性, 基于数值模拟进行了 ABS颗粒的

实验复现, 图 9(a)是实验和模拟结果得到的角度

差  随转鼓角速度 W 的变化关系. 可以看到, 无

论实验还是数值模拟,   均随 W 增大表现为显著

下降并最终趋于稳定平台值  . 这一总体趋势具

有一致性. 尽管实验与模拟曲线在数值上并不完全

重合, 但二者的演化形态相同. 造成数值偏差的主

要原因在于实验系统中存在若干难以精确获取或

在模拟中完全复现的参数, 如颗粒层面的表面粗糙
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∆θ/∆θ0 Fr∗Fig. 7. The  relationship  between      and      for

glass, with an inset showing the enlarged view of the inflec-

tion point.
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∆θ Fr∗

∆θ Fr∗
Fig. 8. (a) The relationship between    and    for glass, with an inset showing the enlarged view of the inflection point; (b) the

relationship between    and    for ABS material, with an inset showing the enlarged view of the inflection point.
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∆θ/∆θ0

Ω/Ω0 Ω0

∆θ0

∆θ/∆θ0 =

f (Ω/Ω0)

度、实验用颗粒的形状的不均匀性, 以及转鼓内壁

的粗糙/摩擦特性与碰撞耗散等. 进一步地, 为削

弱参数不确定性带来的绝对量差异, 我们对每组数

据进行归一化处理: 将纵坐标归一化为   ,

横坐标归一化为  (其中  为对应体系的转变

点的转速,   为稳态流的角度差). 如图 9(b)所示,

经归一化后, 实验和模拟的结果塌缩到 

 曲线位置. 这一结果表明实验与模拟在描

述迟滞到稳流转变的主导机制上具有一致性, 从而

在一定程度上验证了数值模拟方案的合理性, 并为

后续引入弹性模量修正、讨论跨材料的统一转变提

供了可靠基础.

∆θ

Ω E = 2.3× 109 ∆θ

Ω Ω = 14Ω (◦/s)

因此, 基于经过验证的离散元数值仿真模型对

不同弹性模量的颗粒进行了模拟, 保持颗粒半径,

密度不变, 系统性改变模量和转鼓转速. 图 10(a)

展示了不同弹性模量材料的角度差  随转鼓角速

度  的变化关系. 对于   的材料,   

随  增加先快速下降并在  附近进入

Ω = 14Ω (◦/s)

E = 2.3× 108 Ω = 15Ω (◦/s)

E

Ω0

平台区, 表明体系由迟滞流态转入连续稳定流动流

态. 其迟滞-稳态流转变点为   . 对于

 的材料, 其转变点位于  .

实验结果显示, 随着材料弹性模量  的降低, 转变

点  整体向更高角速度移动, 即体系需要更强的

驱动才能进入稳定流动状态. 换言之, 颗粒材料越

“软”, 要实现连续稳定流动越困难, 这表明材料刚

度对迟滞到稳流转变具有显著调制作用.

Fr = Ω
√
D/g弗劳德数  表征转鼓体系中惯性

效应相对于重力效应的相对强度. 在本研究中, 由

于不同模量会导致颗粒间的形变量不一致. 以此我

们在 Fr 的基础上引入含模量的修正项, 提出修正

弗劳德数 

Fr∗∗ = Fr
D

d

(
δ

r

)α

, (12)

δ α其中  是形变量, r 是特征长度颗粒半径,   为待定

指数. 该修正的目的在于在不同模量材料之间实现

转变点的统一表征. 在赫兹模型中接触应力: 
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∆θ Ω图 9    (a)   与转鼓转速   的关系图; (b)归一化后的关系

∆θ ΩFig. 9. (a) Relationship between    and the rotational speed    of the drum; (b) the scaled version of this relationship.
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Fig. 10. (a) The relationship between    and rotational speed    for materials with different moduli; (b) the relationship between

  and    for materials with different moduli.
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Fn =
4

3
Er

1
2 δ

3
2 . (13)

Fn E

δ/r

  为接触应力,    为弹性模量. (13)式应理解为

统计平均意义下的标度关系, 而不是对每一个接触

形变的精确描述. 不同接触之间的形变差异会导致

一定的分布宽度, 但在无量纲分析中, 这些差异通

常只会影响数值系数, 而不会改变主要的幂律标

度. 从这个角度看, 所使用的   可以理解为接触

网络中的有效平均形变量.

Fn

Fn ∼ mg
Z Z

Z

Fn ∝ mg

在实际颗粒体系中, 一个颗粒通常同时参与多

个接触, 这些接触共同承担颗粒所受的法向载荷.

因此, 颗粒的重力并不是由某一个接触力单独平

衡, 而是由若干接触力的合力共同承担. 在统计平

均意义下, 接触网络中的典型接触力尺度仍然由宏

观载荷尺度 (例如颗粒自重或流动层中的典型法向

应力)决定. 力尺度  应理解为接触网络中典型接

触力的数量级估计, 而不是单一接触的精确力值.

更严格地说, 颗粒重力应由若干接触力分担, 因此

单个接触的典型力规模应为  , 其中  是平

均接触数. 由于  在同一体系中通常只在有限范围

内变化, 而不会改变主要标度关系, 因此其接触力

 , 

mg ∝ Er
1
2 δ

3
2 . (14)

代入 (13)式整理可得 

δ

r
∝ (mg)

2
3

(4/3)
2
3 r

4
3E

2
3

=

(
4ρπr3g/3

) 2
3

(4/3)
2
3 r

4
3E

2
3

. (15)

整理 (15)式: 

δ

r
∝
(
ρr3g

) 2
3

(r2E)
2
3

. (16)
 

(17) (17)

基于上述讨论, 最后整理得修正弗劳德数: 

Fr∗∗ = Fr
D

d

(
δ

r

)α

∝ Fr
D

d

(ρgr
E

)β
, (18)

β = 2
3α ρ g其中  ,   为粒子密度,   重力加速度.

α =

−0.052 β = −0.0344

Fr∗∗

∆θ/∆θ0 Fr∗∗ Fr∗∗

∆θ/∆θ0

如图 10(b)所示 ,  通过对数据分析 ,  取  

 ,    将不同弹性模量材料的数

据按修正弗劳德数  重新标度, 并得到角度差

 随   的变化关系 .  随着   的增大 ,

 先出现显著下降, 随后逐渐进入平台区并

趋于稳定, 表明体系由间歇性崩塌主导的迟滞流态

逐步过渡到连续稳定流动流态. 更为关键的是, 不

Fr∗∗ = Frc
∗∗ Fr∗∗ = 8.8× 10−3

F r∗∗

D/d

(δ/r)
α

Fr∗∗

同弹性模量材料的迟滞-稳态流呈现统一的转变点

 , 各体系基本在   附

近完成由迟滞态向稳流态的转变.    的物理意

义在于, 它不是单纯的经验拟合参数, 而是一个把

“宏观驱动”和“微观接触力学”联系起来的半经验

判据. 对于同种材料、不同粒径的体系,    反映

的是几何离散尺度对转变的影响; 对于固定几何、

不同模量的体系,   反映的是接触形变对转变

的影响. 两者共同说明, 迟滞-稳流转变并不只由惯

性与重力的竞争决定, 还取决于颗粒网络在加载下

积累、释放和连续耗散能量的能力. 最后, 该结果

说明, 引入模量修正项后, 修正弗劳德数  能统

一不同刚度材料的迟滞-稳态临界转变, 为跨材料

体系的流态转变表征提供了统一判据.

 4   结　论

本研究围绕转鼓中颗粒堆积由迟滞态向连续

稳定流动流态的转变开展了系统实验研究, 揭示了

颗粒尺度与材料属性对转变点的影响规律. 实验结

果表明, 不同半径的同种材料颗粒, 其转变点可通

过修正弗劳德数实现较好的统一: 体系在近似相同

的修正弗劳德数取值处由迟滞态转入稳流态. 进一

步地, 通过对不同转速下倾角时间序列的概率分布

统计, 我们观察到分布由低转速区间的双峰特征向

高转速区间的单峰特征演化, 从统计意义上为转变

点的存在提供了独立证据. 此外, 数值模拟结果显

示, 对于不同刚度的材料体系, 颗粒堆积同样可在

某一修正弗劳德数附近由迟滞状态过渡到稳定流

动状态, 表明该无量纲表征在一定程度上具有跨材

料的适用性. 上述结果为建立更简洁的转鼓流态判

据与临界条件提供了实验与数值依据, 并有望为雪

崩、滑坡等相关自然现象的阈值预测与风险评估提

供参考. 同时, 本工作的发现也为进一步理解颗粒

介质的宏观本构行为与其微观机制之间的联系提

供了新的思路.
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Abstract

Flow-state transitions in granular materials constitute an important problem in nonequilibrium statistical

physics and granular physics, and are closely related to geophysical hazards such as landslides, snow avalanches,

and debris flows. In particular, the transition of a granular pile from intermittent collapse to continuous steady

flow is widely regarded as a key step in the initiation and evolution of many natural hazards. Although previous

studies  have  shown  that  this  transition  is  governed  by  factors  such  as  particle  size,  friction,  shape,  and

boundary  conditions,  the  role  of  particle  elastic  modulus  in  modulating  the  transition  threshold  remains

insufficiently  understood.  In  this  work,  we  combine  rotating-drum  experiments  and  matched  numerical

simulations to systematically investigate the transition from a hysteretic state to steady flow in monodisperse

granular systems by varying particle radius and material elastic modulus. By tuning the drum rotation rate and

employing high-speed imaging together with image-processing techniques, we extract key dynamical quantities

such  as  the  free-surface  inclination  angle.  Based  on  these  measurements,  we  introduce  a  dimensionless

deformation parameter associated with differences in material modulus. We further propose a modified Froude
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Fr∗∗

number,  denoted  as    ,  that  explicitly  incorporates  elastic-modulus  effects.  Our  results  show  that,  for
systems with different particle sizes and elastic moduli, the transition thresholds are significantly scattered when
expressed in terms of the conventional Froude number. In contrast, when recast in terms of the modified Froude
number    , these thresholds collapse onto a single unified criterion. In other words, the transition from the
hysteretic  regime  to  continuous  steady  flow  can  be  described  by  a  single  dimensionless  parameter  that
simultaneously accounts for inertia, gravity, and elastic deformation. These findings demonstrate that particle
elasticity  plays  a  systematic  and  quantifiable  role  in  granular  flow-state  transitions.  The  proposed  modified
criterion provides a foundation for establishing a unified predictive framework for critical conditions, improves
the practical applicability of hazard-threshold estimation, and provides experimental support for understanding
the nonequilibrium rheology and constitutive behavior of granular media.
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