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双原子系统中双激发 Bell 态的全光学鲁棒制备 *

郭裕 鲁耿彪 樊丽宝 †

(湖南省柔性电子材料基因工程重点实验室, 长沙理工大学物理与电子科学学院, 长沙 410114)

高保真纠缠态制备是量子信息处理中的关键问题. 本文研究了具有偶极-偶极相互作用的双原

子系统中双激发 Bell 态的全光学解析与鲁棒制备. 在集体态表象下, 体系动力学限制在级联三态

子空间内. 通过 Morris–Shore (MS)变换,可将原三态系统约化为由亮态与对称态构成的有效二态

子空间以及一个解耦暗态. 在此基础上, 通过求解 MS 空间中的传播算符并将其映射回原三态空

间, 解析得到了实现目标 Bell 态制备的脉冲面积条件. 数值结果表明, 虽然不同脉冲面积条件均可

实现目标态的高保真制备, 但其制备过程中对应的动力学演化路径及中间态参与机制存在显著差

异. 进一步地, 针对单脉冲对方案对脉冲面积误差敏感的问题, 本文提出一种复合脉冲对方案, 将

原三态系统中的鲁棒制备转化为有效二态系统中的鲁棒旋转, 从而利用二态系统中的复合脉冲序

列对原三态系统中的控制误差进行系统抑制. 结果表明, 该方案能够显著提高目标态制备对脉冲

面积误差的鲁棒性; 同时, 复合脉冲对增强的是整体抗误差能力, 而不会改变不同演化路径之间固

有的鲁棒性差异. 本文为双激发 Bell 态的高保真、抗误差全光学制备提供了一种解析可控的理论

方案.
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1 引 言

随着量子信息科学的发展, 实现对非经典关联量子态的高保真操控已成为现代物理的关键挑战. 作为

量子力学的核心特征, 量子纠缠揭示了多体量子体系中超越经典图像的关联性质 [1,2]. 自 Einstein、Podol-

sky 和 Rosen 提出关于量子力学完备性的讨论以来, 纠缠现象便成为理解量子理论本质的重要切入点 [3];
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 而 Bell 不等式的建立进一步揭示了量子纠缠与局域实在论之间的深刻矛盾, 推动了量子纠缠从一种理论上

的非经典现象转变为可实验检验并可实际利用的量子资源 [4]. 近年来, 量子纠缠不仅成为理解量子相变和

量子物态的重要工具 [5,6], 也是量子计算和量子信息处理的重要资源 [7–12]. 在各种纠缠态中, Bell 态是两比

特系统的最大纠缠态, 既是研究量子非定域性和量子关联性质的典型对象, 也是量子隐形传态、量子密集

编码和量子密钥分发等量子协议中的重要资源 [13–20].

近年来, Bell 态的制备和操控已在光子、囚禁离子、量子点、超导电路以及中性原子等多种物理平台

上得到广泛研究 [21–39]. 其中,中性原子系统 [40–42] 由于具有优异的可控性、可扩展性以及清晰的能级结构,

被认为是实现高保真纠缠态制备的理想平台. 对于由两个相互作用的二能级原子构成的双体系统而言, 其

结构简单、物理图像清晰, 是研究纠缠态制备和操控的典型模型. 在双原子体系中, 可以构造两类 Bell 态:

一类是由单激发直积态的线性叠加形成的单激发 Bell态; 另一类则是由零激发态与双激发态叠加形成的双

激发 Bell 态. 关于单激发 Bell 态的制备已经有较多研究 [35–38], 例如, 文献 [37] 通过将双原子体系约化成

一个只包含基态和单激发对称态的有效二态系统, 从而可以解析得到确定性制备单激发 Bell 态的脉冲面积

条件. 相比前者, 双激发 Bell 态的制备过程涉及基态–单激发对称态–双激发态之间的三态级联耦合, 因此

其动力学机制和控制条件更为复杂, 也更值得深入研究.

本文提出了一种用于实现双原子系统中双激发 Bell 态高保真鲁棒制备的方案. 考虑两束不同频率的

激光脉冲驱动具有偶极-偶极相互作用的两个原子, 利用 Morris–Shore 变换解析推导出实现目标态确定性

制备所需的脉冲面积条件. 为了提高制备方案对脉冲面积误差的鲁棒性, 本文进一步采用具有特定相位结

构的复合脉冲序列替代单脉冲对. 与我们此前的工作不同 [39], 本文方案不需要将制备过程分成两个阶段,

从而避免了阶段切换及中间延时可能带来的保真度损失.

2 理论模型与方法

2.1 理论模型

考虑两个空间位置固定且可分辨的二能级原子,每个原子包含基态 |0⟩与激发态 |1⟩,其跃迁频率为 ω0,

两原子之间偶极-偶极相互作用耦合强度为 β. 体系的哈密顿量可以表示为（h̄ = 1）

H0 = ω0

2∑
i=1

S11
i + β

(
S+
1 S

−
2 + S−

1 S
+
2

)
, (1)
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图 1 具有偶极–偶极相互作用的两个二能级原子系统示意图. (a) 激光场驱动下的有效三态结构; (b) 经

Morris–Shore 变换后, 原三态系统分解为一个解耦暗态和一个有效两态子空间

Fig. 1. Schematic diagram of a system of two two-level atoms with dipole–dipole interaction. (a)

Effective three-state structure driven by laser fields; (b) after the Morris–Shore transformation, the

original three-state system is decomposed into a decoupled dark state and an effective two-state system.

其中, S11
i = |1⟩i ⟨1|i, 而 S+

i = |1⟩i ⟨0|i 和 S−
i = |0⟩i ⟨1|i 分别表示第 i 个原子的上升和下降算符. 当 β = 0

时, 体系的本征态为裸直积态 |00⟩ , |01⟩ , |10⟩ , |11⟩, 其对应本征能量分别为 E00 = 0, E01 = ω0, E10 = ω0

和 E11 = 2ω0. 当 β ̸= 0 时, 对 H0 进行对角化可得体系的本征态为

|g⟩ = |00⟩, (2)

|e⟩ = |11⟩, (3)

|s⟩ = 1√
2

(
|10⟩+ |01⟩

)
, (4)

|a⟩ = 1√
2

(
|10⟩ − |01⟩

)
. (5)

其对应本征能量分别为 Eg = 0, Ee = 2ω0, Es = ω0 + β 和 Ea = ω0 − β. 这些本征态称为集体态（Dicke

态）. 由此可见, 偶极–偶极相互作用解除了对称态和反对称态的能级简并, 并引起了大小为 2β 的能级劈

裂. 现考虑两束频率不同的激光场同时作用于两个原子. 在电偶极近似下, 设单原子的跃迁偶极矩为 µ, 则

相互作用哈密顿量可写为

Hc(t) = −µE(t)
2∑

i=1

(
S+
i + S−

i

)
, (6)
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 其中,总激光场满足 E(t) = E1(t)+E2(t). 在集体态基 {|g⟩ , |e⟩ , |s⟩ , |a⟩}下, 总哈密顿量 H(t) = H0+Hc(t)

可表示为

H(t) =



0 0 −µdE(t) 0

0 2ω0 −µdE(t) 0

−µdE(t) −µdE(t) ω0 + β 0

0 0 0 ω0 − β


, (7)

其中, µd =
√
2µ 反映了对称集体态与光场耦合时的集体增强效应. 由于两束激光场对两个原子的驱动具

有相同的交换对称性, 因此光场只耦合交换对称子空间, 由式 (7) 可知, 反对称态 |a⟩ 与交换对称子空间解

耦. 若系统初态为 |g⟩, 则体系的演化始终限制在交换对称的三态子空间 {|g⟩ , |e⟩ , |s⟩} 内, 如图 1(a) 所示,

相应的有效哈密顿量为

Heff(t) =


0 0 −µdE(t)

0 2ω0 −µdE(t)

−µdE(t) −µdE(t) ω0 + β

 , (8)

2.2 单脉冲对方案

本文旨在设计两束激光场 E1(t)和 E2(t),使系统由初态 |g⟩确定性演化到目标 Bell态 |ψ±⟩ = 1√
2
(|g⟩±

|e⟩). 为此, 取两束激光脉冲为 Ei(t) = Eif(t) cos(ωit+ ϕ), (i = 1, 2), 并将其中心频率分别调谐到与跃迁

|g⟩ ↔ |s⟩ 和 |s⟩ ↔ |e⟩ 的频率共振. 这里考虑两束激光脉冲具有相同的脉冲包络 f(t) 和相位 ϕ. 在旋转波

近似 (RWA) 下, 有效哈密顿量 (8) 在相互作用表象中可以表示为

HI(t) =
1

2


0 0 Ωgs(t)e

iϕ

0 0 Ωse(t)e
iϕ

Ωgs(t)e
−iϕ Ωse(t)e

−iϕ 0

 , (9)

其中, Ωgs(t) = ηgsf(t) = −µdE1f(t) 和 Ωse(t) = ηsef(t) = −µdE2f(t) 分别表示两个跃迁 |g⟩ ↔ |s⟩ 和

|s⟩ ↔ |e⟩ 的含时拉比频率. 激光脉冲满足窄带宽条件 ∆ω ≪ β 和弱耦合条件 Ωgs(t),Ωse(t) ≪ β, 从而保

证频率选择性驱动和有效模型的成立. 为了便于表述, 假定
∫
f(t) dt = π. 则两束激光脉冲的面积可分别

表示为 θgs =
∫
Ωgs(t) dt = ηgsπ 和 θse =

∫
Ωse(t) dt = ηseπ. 为便于分析该级联三态系统的动力学, 利用

Morris–Shore (MS) 变换 [43,44] 对其进行约化处理. 对于满足相同时间包络的两条跃迁耦合, 原三态系统可

分解为独立的子空间: 其一是由对称态 |s⟩ 和亮态 |B⟩ = (ηgs |g⟩+ ηse |e⟩)/η 构成的有效二态子空间; 另一
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 是与动力学完全解耦的暗态 |D⟩ = (ηse |g⟩ − ηgs |e⟩)/η, 其中 η =
√
η2gs + η2se, 如图 1(b) 所示. 这说明, 在

新的 MS 基 {|D⟩ , |B⟩ , |s⟩} 下, 原三态系统的演化可等效看作暗态保持不变, 而亮态子空间中的两个态之

间发生有效二态跃迁. 相应的酉变换矩阵为

W =
1

η


ηse −ηgs 0

ηgs ηse 0

0 0 η

 . (10)

在该变换下, 哈密顿量 (9) 表示为

HMS(t) =WHI(t)W
† =

1

2


0 0 0

0 0 Ω(t)eiϕ

0 Ω(t)e−iϕ 0

 . (11)

由此可见, 变换后的哈密顿量中, 暗态对应的自由度与其余态完全解耦, 系统的动力学仅发生在 |s⟩ 和 |B⟩

所构成的有效二态子空间中. 其中, Ω =
√
Ω2

gs +Ω2
se 是有效二态子系统跃迁的拉比频率. 相应地, 系统的

传播算符可以表示成

UMS =


1 0 0

0 a beiϕ

0 −b∗e−iϕ a∗

 , (12)

式中, Cayley–Klein 参数 a 和 b 满足 a = cos θ
2
和 b = −i sin θ

2
, 这里 θ =

∫
Ω(t) dt = ηπ 是总脉冲面积. 左

上角元素 1 表明暗态在演化过程中保持不变; 右下角的 2× 2 子块则描述亮态 |B⟩ 与中间态 |s⟩ 之间的演

化. 再利用变换矩阵 W , 可将传播算符从 MS 基映射回原集体基 {|g⟩ , |e⟩ , |s⟩}, 从而得到原三态系统的传

播算符

U =W †UMSW =
1

η2


aη2gs + η2se ηgsηse(a− 1) ηgsηbe

iϕ

ηgsηse(a− 1) aη2se + η2gs ηseηbe
iϕ

−ηgsηb∗e−iϕ −ηseηb∗e−iϕ a∗

 . (13)

由 (13) 式可知, 如果要制备的目标 Bell 态 |ψ+⟩ = (|g⟩+ |e⟩)/
√
2, 则传播算符的矩阵元必须满足

aη2gs + η2se =
1√
2
η2, (14)

ηgsηse(a− 1) =
1√
2
η2. (15)
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 或者

aη2gs + η2se = − 1√
2
η2, (16)

ηgsηse(a− 1) = − 1√
2
η2. (17)

求解方程组 (14-15) 式和 (16-17) 式可以分别得到确定性制备 |ψ+⟩ 的两组脉冲面积条件: 条件 1 (cd1)

(ηgs, ηse) = ±
(√

2−
√
2,−

√
2 +

√
2

)
, (18)

和条件 2 (cd2)

(ηgs, ηse) = ±
(√

2 +
√
2,

√
2−

√
2

)
. (19)

这两组条件都对应 η = 2 以及 Cayley-Klein 参数 a = −1 和 b = 0, 这意味着在 MS 基下, 亮态与对称态构

成的独立二态子空间完成了一次脉冲面积为 2π 的闭合旋转. 注意, 这里仅考虑脉冲面积在 [0, 2π] 范围内

的解. 类似的, 对于目标 Bell 态 |ψ−⟩ = (|g⟩ − |e⟩)/
√
2, 也可以同样得到两组脉冲面积条件: 条件 1

(ηgs, ηse) = ±
(√

2 +
√
2,−

√
2−

√
2

)
, (20)

和条件 2

(ηgs, ηse) = ±
(√

2−
√
2,

√
2 +

√
2

)
. (21)

2.3 复合脉冲对方案

尽管满足上述脉冲面积条件的单脉冲对方案能够实现目标纠缠态的确定性制备, 但该方案保留了共振

激发控制对参数误差较为敏感的典型缺点. 例如, 当脉冲面积存在一个小的偏移误差 σ 时, 目标 Bell 态制

备的保真度会显著下降, 这一点将在后文图 3 中通过数值结果加以验证. 为克服这一缺陷, 本文进一步引

入复合脉冲对方案, 即采用复合脉冲对替代单脉冲对 [45–52]. 复合脉冲方法的基本思想是: 用若干个相位不

同的子脉冲构成一个脉冲序列, 并通过精心设计各子脉冲的相位参数, 使由系统参数偏差引起的低阶误差

项在整体传播算符中相互抵消, 从而使实际传播算符在存在参数偏差时仍尽可能接近目标传播算符, 实现

高保真且鲁棒的量子控制 [45].

由2.2节的结果可知, 在原集体态基下满足脉冲面积条件的一对激光脉冲, 在 MS 基下等效为亮态与对

称态构成的独立二态子空间中的一个面积为 2π 的控制脉冲. 由此, 原三态系统中的鲁棒纠缠制备问题可

转化为有效二态系统中的鲁棒旋转问题. 这样, 便可直接借助二态系统中成熟的复合脉冲设计方法, 实现原
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 体系目标纠缠态的高保真鲁棒制备. 二态子空间中单个脉冲的传播算符可表示为

Uϕ(θ) =

 a beiϕ

−b∗e−iϕ a∗

 . (22)

由 N 个脉冲面积相同, 但相位不同的子脉冲组成的复合脉冲序列可以表示为

SN
θ = θϕN

θϕN−1
· · · θϕ2

θϕ1
, (23)

其整体传播算符可表示为各单脉冲传播算符按时间顺序的有序乘积

U (N) = UϕN
(θ)UϕN−1

(θ) · · ·Uϕ2
(θ)Uϕ1

(θ), (24)

这里每个子脉冲的面积都为 θ, 第 k 个子脉冲的相位为 ϕk. 这种构造对于激光脉冲实验系统是合理的, 因

为实验上通常较易产生一串形状相同、整体参数仅存在系统性偏差的脉冲; 同时, 借助声光调制器、电光调

制器或脉冲整形器, 也可以对各子脉冲分别施加预定相位, 因此相位可控的复合脉冲序列具有现实可操作

性. 考虑奇数脉冲数 N = 2n+1, 并假设相位序列关于脉冲中心对称, 即满足 ϕk = ϕN+1−k. 在这种对称构

造下, 独立相位参数的数目可由 N 个降为 n 个, 从而降低相位优化的维数, 同时仍可保留对低阶误差项进

行系统补偿的能力. 将整体传播算符的矩阵元 U
(N)
11 关于脉冲面积误差 σ 作泰勒展开, 并令其前 n 个非零

导数同时为零, 即可构造出一组关于相位参数的耦合非线性代数方程. 求解该方程组, 便可得到对脉冲面积

误差具有系统抑制能力的复合脉冲序列.

在后续数值模拟中, 本文采用两类复合脉冲序列. 第一类序列 (M1) 通过直接对目标 2π 有效旋转对应

的整体传播算符进行误差展开, 并求解所得耦合方程组来确定相位. 以 N = 5 为例, MS 基下二态系统对

应的复合脉冲序列可写为 [45]

A0A1.161π A0.58π A1.161π A0, (25)

式中, 单个子脉冲的面积为 A = 2π, 从而总的脉冲面积为 10π. 映射回原集体态基后, 相应的三态系统复合

脉冲对序列可表示为

B0B1.161π B0.58π B1.161π B0, (26)

式中, B = (ηgsπ, ηseπ) 表示单对子脉冲的面积分别为 ηgsπ 和 ηseπ, 其中 ηgs 和 ηse 满足2.2节得到的脉冲

面积条件.

第二类序列 (M2) 则是先构造鲁棒 π 复合脉冲 SN
π , 再通过将两个相同的 SN

π 拼接间接得到鲁棒 2π
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 复合脉冲序列 SN
π S

N
π . 仍以 N = 5 为例, MS 基下二态系统对应的复合脉冲序列为

C0C 4π
5
C 2π

5
C 4π

5
C0C0C 4π

5
C 2π

5
C 4π

5
C0, (27)

式中, 单个子脉冲的面积为 C = π, 因而总脉冲面积也为 10π. 映射回原集体态基后, 相应的三态系统复合

脉冲对序列可表示为

D0D 4π
5
D 2π

5
D 4π

5
D0D0D 4π

5
D 2π

5
D 4π

5
D0, (28)

D = (ηgsπ/2, ηseπ/2) 表示单对子脉冲的面积分别为 ηgsπ/2 和 ηseπ/2. 由式 (25)-(28) 可见, 复合脉冲对

方案的本质是在有效二态鲁棒控制的基础上, 经由 MS 逆变换重新映射到原三态系统中实现的. 这样既保

留了目标 Bell 态解析制备所要求的脉冲面积条件, 又能够显著提升系统对脉冲面积误差的容忍能力.

3 分析与讨论

本节通过数值求解含时薛定谔方程, 对前文解析得到的脉冲面积条件及复合脉冲对方案的鲁棒性进行

检验. 数值模拟中, 取脉冲包络函数为

f(t) =

√
π

2τ 20
exp

(
− t2

2τ 20

)
, (29)

式中 τ0 = 1/∆ω 为脉冲宽度. 为满足窄带宽条件, 取脉冲频谱带宽为 ∆ω = 0.001β.

3.1 脉冲面积条件及动力学路径分析

首先, 利用单脉冲对方案验证解析得到的脉冲面积条件. 图 2(a) 和 (d) 分别展示了目标 Bell 态 |ψ+⟩

和 |ψ−⟩ 的保真度随脉冲面积 θgs 和 θse 变化的分布. 这里, 保真度定义为 F = |⟨ψT |ψf ⟩|2, 其中, |ψT ⟩ 表示

目标态, |ψf ⟩ 则是系统时间演化的末态. 当 F = 1 时, 表示目标 Bell 态被完全制备. 从图中可以看到, 保真

度极大值的位置与解析得到的脉冲面积条件完全一致, 其中, 对角两处极大值的位置对应脉冲面积条件 1,

斜对角的两处极大值位置对应脉冲面积条件 2. 为了进一步观察不同脉冲条件对于系统动力学的影响, 图

2(b) 和 (c) 分别展示了激光脉冲对在满足目标 Bell 态 |ψ+⟩ 制备的脉冲面积条件 1 和条件 2 时, 集体基

{|g⟩, |e⟩, |s⟩} 各能态的布居和目标态 |ψ+⟩ 的保真度随时间的演化, 而图 2(e) 和 (f) 则分别给出了目标态

|ψ−⟩ 的对应结果. 从图中可以发现, 无论采用脉冲面积条件 1 还是条件 2, 目标态的保真度都趋于 1, 表明

这两组脉冲面积条件均能实现目标 Bell 态的确定性制备. 另一方面, 目标态 |ψ+⟩ 在脉冲面积条件 1 和条
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图 2 脉冲面积条件的数值模拟验证. (a) 目标 Bell 态 |ψ+⟩ 保真度随脉冲面积 θgs 和 θse 的变化; (b) 采用

目标态 |ψ+⟩ 的脉冲面积条件 1 和 (c) 脉冲面积条件 2 时各能态布居和保真度随时间的演化; (d) 目标 Bell

态 |ψ−⟩ 的保真度随脉冲面积 θgs 和 θse 的变化; (e) 采用目标态 |ψ−⟩ 的脉冲面积条件 1 和 (f) 条件 2 时

各能态布居和保真度随时间的演化

Fig. 2. Numerical verification of the pulse-area conditions. (a) Fidelity of the target Bell state |ψ+⟩ as a

function of the pulse areas θgs and θse; time evolution of the populations and the fidelity under (b)

pulse-area condition 1 and (c) condition 2 for generating the target state |ψ+⟩; (d) fidelity of the target

Bell state |ψ−⟩ as a function of the pulse areas θgs and θse; time evolution of the populations and the

fidelity under (e) pulse-area condition 1 and (f) condition 2 for generating the target state |ψ−⟩.

件 2 下的动力学演化, 分别与目标态 |ψ−⟩ 在脉冲面积条件 2 和条件 1 下的动力学演化一一对应. 因此, 后

续数值分析中仅以目标态 |ψ+⟩ 为例进行讨论.

进一步比较图 2(b) 和 (c) 可以发现, 尽管脉冲面积条件 1 和条件 2 最终都能实现目标 Bell 态的高

保真制备, 但其对应的动力学演化路径存在显著差异. 对于脉冲面积条件 1, |g⟩ 态布居是从 1 逐渐减小到

0.5, 而中间态 |s⟩ 在整个动力学演化过程中参与很弱, 其峰值布居不超过 0.2; 而对于脉冲面积条件 2, |g⟩

态布居是从 1 快速下降到 0, 随后再回升至 0.5, 而 |s⟩ 的峰值布居高达 0.8. 其物理原因在于, 两组脉冲面

积条件对应初态 |g⟩ 在 MS 基中亮态 |B⟩ 与暗态 |D⟩ 上的投影权重并不相同. 对于脉冲面积条件 1, 初始

态在亮态上的权重较小, 因此只有较少的概率幅参与有效旋转 |s⟩ ↔ |B⟩, 大部分概率幅始终停留在解耦的

暗态分量中, 从而表现为中间态 |s⟩ 的占据始终较低; 而对于脉冲面积条件 2, 初始态在亮态上的投影显著
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图 3 单脉冲对方案的鲁棒性. (a) 保真度和 (b) 不保真度随脉冲面积误差 σ 的变化曲线

Fig. 3. Robustness of the single pulse-pair scheme. (a) Fidelity and (b) infidelity as functions of the

pulse-area error σ.

增大, 系统演化更依赖经由中间态 |s⟩ 的级联转移, 因此中间态占据明显增强. 这表明, 不同脉冲面积条件

虽然均可实现目标 Bell 态的高保真制备, 但其对应的动力学演化路径和中间态参与机制并不相同.

3.2 方案对脉冲面积误差的鲁棒性分析

接下来考察单脉冲对方案对于脉冲面积误差的鲁棒性. 脉冲面积误差通过将脉冲面积替换为 θk →

(1 + σ)θk(k = gs, se) 引入, 其中 σ 为无量纲误差参数, σ = 0 表示不存在脉冲面积误差, 这里假定脉冲对

中的两束激光脉冲具有相同的相对脉冲面积偏差. 图 3(a) 展示了保真度 F 随脉冲面积误差的变化曲线.

可以看到, 无论采用脉冲面积条件 1 还是条件 2, 保真度都会随着 σ 偏离零值而迅速下降, 说明单脉冲对

方案对脉冲面积误差较为敏感; 相比之下, 条件 1 的下降略缓于条件 2, 表明条件 1 所对应的演化路径对脉

冲面积误差的敏感性相对较低. 为了更直观地比较两组脉冲面积条件在高保真区域的鲁棒性, 图 3(b) 进一

步给出了不保真度 1 − F 随脉冲面积误差变化的曲线. 本文将满足 1 − F < 10−4 的误差范围定义为高保

真容错窗口. 对于脉冲面积条件 1, 其容错窗口约为 σ ∈ [−0.008, 0.008]; 而对于脉冲面积条件 2, 该容错窗

口进一步缩小到 σ ∈ [−0.003, 0.003]. 这种差异与图 2 中所揭示的动力学机制直接相关. 对于脉冲面积条

件 2, 系统演化更依赖经由中间态 |s⟩ 的级联转移, 因此脉冲面积误差更容易通过中间态传递到末态, 从而

导致目标态保真度对控制偏差更加敏感. 相比之下, 在脉冲面积条件 1 下, 初态在暗态分量上的占比较大,

而中间态的参与较弱, 因此系统对脉冲面积误差的敏感性相对较低.

为了评估复合脉冲对方案对脉冲面积误差的鲁棒性, 并比较两类复合脉冲序列 M1 和 M2 的性能, 图

4(a) 展示了在脉冲面积条件 1 下, 两类复合脉冲序列的保真度随脉冲面积误差的变化曲线. 可以看到, 在

脉冲面积误差 σ = 0 附近一定范围内, 保真度几乎保持不变, 形成了明显的高保真平台; 当 σ 进一步偏离
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图 4 复合脉冲对方案的鲁棒性. (a, b) 保真度和 (c, d) 不保真度随脉冲面积误差 σ 的变化曲线. 其中, 左

侧图对应脉冲面积条件 1, 而右侧图对应脉冲面积条件 2

Fig. 4. Robustness of the composite pulse-pair scheme. (a, b) Fidelity and (c, d) infidelity as functions of

the pulse-area error σ. The left panels correspond to pulse-area condition 1, whereas the right panels

correspond to pulse-area condition 2.

零值时, 保真度才开始逐渐降低. 与 M1 相比, M2 的高保真平台更宽. 这表明复合脉冲对方案相较单脉冲

对方案能够显著增强系统对脉冲面积误差的鲁棒性; 同时, 在两类复合脉冲序列中, M2 的误差抑制能力优

于 M1. 图 4(c) 则进一步展示了不保真度随脉冲面积误差的变化曲线. 从图中可知, 对于脉冲序列 M1 而

言, 不保真度小于 10−4 的容错窗口拓宽到 σ ∈ [−0.104, 0.099], 相较单脉冲对方案提高约 12.7 倍; 而脉冲

序列 M2 的容错窗口进一步拓宽到 σ ∈ [−0.276, 0.272], 相较单脉冲对方案拓宽约 34 倍. 值得注意的是,

M2 的鲁棒性优于 M1, 并非因为其由两个复合 π 脉冲串接而成, 而是源于二者在复合相位构造时所针对的

泰勒展开工作点及误差消除阶数不同, 例如, 对 N = 5 而言, M1 只能将脉冲面积误差压低到六阶 O(σ6),

而 M2 却能将脉冲面积误差压低到十阶 O(σ10).

在脉冲面积条件 2 下, 复合脉冲对方案同样表现出显著增强的鲁棒性, 如图 4(b) 和 (d) 所示. 对于

M1, 容错窗口为 σ ∈ [−0.075, 0.076]; 而对于 M2, 相应窗口也进一步拓宽到了 σ ∈ [−0.228, 0.229]. 此外,

通过比较图 3 与图 4 可以发现, 无论是单脉冲对方案还是复合脉冲对方案, 脉冲面积条件 1 的鲁棒性始终

优于条件 2. 这表明, 复合脉冲对方案虽然能够在不改变原有动力学路径特征的基础上显著提升系统的抗
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 误差能力, 但并不会改变不同演化路径之间原有的鲁棒性差异.

3.3 开放系统环境噪声的影响

为了进一步考察实际环境噪声对双激发 Bell 态制备保真度的影响, 本节在开放系统框架下对复合脉冲

对方案进行数值检验. 需要指出的是, 前文所采用的级联三态模型来源于原始双二能级原子系统在集体态

表象下的约化. 在无耗散情形下, 系统动力学可限制在 {|g⟩, |s⟩, |e⟩} 子空间内; 而在开放系统情形下, 局域

衰减和纯退相干会直接作用于每一个原子. 因此, 本节从原始双二能级原子系统出发, 引入每个原子的局域

自发衰减和纯退相干过程, 并采用 Lindblad 主方程描述开放系统动力学:

ρ̇(t) = −i[H(t), ρ(t)] + Γ
2∑

j=1

D[S−
j ]ρ(t) + γ

2∑
j=1

D[S11
j ]ρ(t), (30)

其中, Lindblad 超算符定义为

D[C]ρ = CρC† − 1

2

(
C†Cρ+ ρC†C

)
, (31)

这里, H(t) 为裸态基 {|00⟩ , |01⟩ , |10⟩ , |11⟩} 下系统的总哈密顿量, ρ(t) 为系统密度矩阵, Γ 和 γ 分别表示

单个原子的自发衰减率和纯退相干率.

图 5(a)-(d) 给出了开放系统环境噪声对采用了不同脉冲序列和脉冲面积条件的四种复合脉冲对方案

最终保真度的影响. 可以看到, 四种方案的保真度均随着 Γτ0 和 γτ0 的增大而降低, 说明原子的自发衰减

和纯退相干会不可避免地降低目标 Bell 态的制备保真度. 另一方面, 不同复合脉冲对方案对环境噪声的敏

感性并不相同. 由于 M1 复合脉冲序列的总作用时间仅为 M2 序列的一半, 耗散和退相干在演化过程中的

累积效应较弱, 因此 M1 方案的保真度下降整体慢于 M2 方案. 进一步比较相同复合脉冲序列下不同脉冲

面积条件的结果可知, cd1 条件下的保真度保持效果略好于 cd2 条件. 这一差异可归因于 cd1 条件下较弱

的中间态参与, 使得制备过程受环境噪声引起的布居损耗和相干性衰减影响相对较小, 从而有利于在开放

系统中维持较高保真度. 例如, 当 Γτ0 = γτ0 = 2.6× 10−4 时, M1cd1 方案的保真度仍可保持在 0.99 以上;

而 M2cd2 方案的保真度已经下降到约 0.97.

图 5(e) 和图 5(f) 进一步给出了两组固定环境噪声强度下不保真度随脉冲面积误差的变化. 可以看到,

当自发衰减和纯退相干强度较弱时, 复合脉冲对方案仍然能够在零脉冲面积误差附近形成较低的不保真度

平台, 表明其对脉冲面积误差的抑制能力在弱耗散开放系统中仍具有较好的稳定性. 比较图 5(e) 和图 5(f)

可以发现, 当噪声强度从 Γτ0 = γτ0 = 2.6 × 10−4 降低到 Γτ0 = γτ0 = 0.8 × 10−4 时, 不保真度平台明显

下移, 表明环境噪声主要决定了高保真区域中的不保真度下限, 而复合脉冲序列主要决定了该高保真平台
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图 5 开放系统环境噪声对保真度的影响. 采用 (a) 脉冲序列 M1 和脉冲面积条件 cd1 (M1cd1), (b) 脉冲

序列 M1 和脉冲面积条件 cd2 (M1cd2), (c) 脉冲序列 M2 和脉冲面积条件 cd1 (M2cd1) 和 (d) 脉冲序列

M2和脉冲面积条件 cd2 (M2cd2)的复合脉冲对方案下最终保真度随无量纲自发衰减强度 Γτ0 和纯退相干

强度 γτ0 的变化; (e) 当 Γτ0 = γτ0 = 2.6× 10−4 和 (f) 当 Γτ0 = γτ0 = 0.8× 10−4 时, 不保真度随脉冲面积

误差的变化.

Fig. 5. Effect of open-system environmental noise on the fidelity. Final fidelity as a function of the

dimensionless spontaneous-decay strength Γτ0 and pure-dephasing strength γτ0 for the composite

pulse-pair schemes using (a) pulse sequence M1 and pulse-area condition cd1 (M1cd1), (b) pulse

sequence M1 and pulse-area condition cd2 (M1cd2), (c) pulse sequence M2 and pulse-area condition cd1

(M2cd1), and (d) pulse sequence M2 and pulse-area condition cd2 (M2cd2). Infidelity as a function of

the pulse-area error for (e) Γτ0 = γτ0 = 2.6× 10−4 and (f) Γτ0 = γτ0 = 0.8× 10−4.

相对于脉冲面积误差的宽度. 总体而言, 图 5 的结果表明, 在合理的弱耗散和弱退相干参数范围内, 本文提

出的复合脉冲对方案仍能保持较高制备保真度和较强脉冲面积误差鲁棒性. 其中, M1cd1 方案在所考虑的

四种方案中表现出相对更好的开放系统稳定性; 而 M2 序列虽然在封闭系统中可提供更宽的脉冲面积误差

容忍窗口, 但其较长的总作用时间也会带来更明显的环境噪声累积. 因此, 在存在环境噪声的实际物理平台

中, 复合脉冲序列的选取不仅需要考虑其在封闭系统中对控制误差的抑制能力, 还应考虑其总作用时间所

带来的自发衰减和纯退相干累积效应.
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 3.4 讨论

此外, 激光频率漂移也是实际实验中的重要误差来源. 本文的解析脉冲面积条件是在严格共振条件下

得到的, 因而失谐误差会影响 MS 约化的精确性和最终态制备保真度. 其中, 双光子失谐会破坏 |g⟩ 与 |e⟩

分量之间的相对相位匹配, 使严格的暗态-亮态解耦条件不再满足, 因而对目标 Bell 态制备更为敏感. 因此,

实验实现中应优先保证双光子共振条件和光场相位稳定. 在双光子共振条件满足的前提下, 单光子失谐不

会破坏 MS 亮暗态分解的基本结构, 但会使亮态子空间中的理想共振旋转变为失谐驱动, 从而引入附加动

力学相位并降低制备保真度. 当单光子失谐远小于脉冲频谱带宽时, 可通过相位校准或相位修正部分补偿

其影响; 当失谐增大至与脉冲频谱带宽可比时, 则可进一步采用能同时抑制脉冲面积误差和失谐误差的复

合脉冲序列 [45,46].

对于噪声和失谐影响的分析表明, 实际体系中纠缠态制备的保真度通常受制备时间、耗散累积和控制

误差共同限制. 在囚禁离子体系中, 高保真两比特纠缠门已经达到 10−3 至 10−4 量级误差, 其误差主要包

括光子散射、运动模频率涨落、运动加热和自旋退相干等因素 [53,54]. 在中性里德堡原子体系中, 基于里德

堡阻塞机制的纠缠门也可以实现很高实验保真度, 但里德堡态衰减、中间态散射以及激光频率和强度噪声

仍是重要限制因素 [55–57]. 这些研究结果也表明了高保真纠缠制备不仅要求方案在理想相干动力学下能达

到高保真目标态, 还要求其在有限制备时间内对主要控制误差和环境噪声具有一定容忍性.

从这一角度看, 本文方案的特点主要体现在以下几个方面. 在精确共振并忽略耗散的理想条件下, 目

标双激发 Bell 态可由解析脉冲面积条件确定性制备. 在制备速度上, 本方案基于解析脉冲面积条件, 而非

STIRAP 类绝热跟随过程, 因此不需要满足慢变绝热条件; 其作用时间主要受到脉冲频谱带宽和偶极-偶极

相互作用诱导能级分裂的共同约束. 在鲁棒性方面, MS 变换将原三态系统中的鲁棒制备问题转化为有效

二态子空间中的鲁棒旋转问题. 在此基础上引入复合脉冲对, 可以系统性地抑制脉冲面积误差对保真度的

影响.

4 结论

本文研究了双原子系统中双激发 Bell 态的全光学解析与鲁棒制备. 通过 MS 变换, 解析获得了目标

Bell 态制备的脉冲面积条件. 数值结果表明, 两组脉冲面积条件虽均可实现目标 Bell 态的高保真制备, 但

其对应的动力学演化路径和中间态参与机制存在显著差异. 针对单脉冲对方案对脉冲面积误差敏感的问

题, 本文进一步提出复合脉冲对方案, 并利用二态系统中的复合脉冲序列实现对原三态系统控制误差的系
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 统抑制, 显著增强了目标态制备的鲁棒性. 本文工作为双激发 Bell 态的高保真、鲁棒全光学制备提供了一

种解析可控的理论方案, 并为相关实验研究和量子信息应用提供了有价值的理论参考.
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 All-optical robust generation of two-excitation Bell

states in a two-atom system*

GUO Yu LU Gengbiao FAN Libao†
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School of Physics and Electronic Science, Changsha University of Science and Technology,

Changsha 410114, China )

Abstract
High-fidelity generation of entangled states is a central task in quantum information processing. In this

work, we propose an all-optical analytical and robust scheme for generating two-excitation Bell states in a

two-atom system with dipole-dipole interaction. Owing to the interaction-induced splitting of the collective

single-excitation states, the relevant dynamics can be restricted to a cascade-type three-state subspace

under frequency-selective resonant optical driving. By applying the Morris-Shore (MS) transformation, the

original three-state dynamics is decomposed into an effective two-state bright subspace and a decoupled

dark state, which provides a transparent physical picture for the state-preparation process. Based on

this reduced description, the pulse-area conditions required for deterministic generation of the target Bell

states are obtained analytically. Numerical simulations confirm the validity of these analytical conditions

and show that different pulse-area conditions can all lead to high-fidelity Bell-state generation. However,

they correspond to distinct dynamical pathways and different degrees of intermediate-state participation.

In particular, the pathway with weaker intermediate-state population exhibits better intrinsic tolerance to

pulse-area deviations, whereas the pathway involving stronger cascade transfer is more sensitive to such
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 errors. To further suppress control imperfections, we introduce a composite pulse-pair scheme by mapping

the robust preparation problem in the original three-state system onto a robust rotation problem in the

MS bright subspace. The results show that the composite pulse-pair scheme can significantly broaden

the high-fidelity error-tolerance window compared with the single pulse-pair scheme, while preserving the

intrinsic robustness difference between different dynamical pathways. This scheme therefore combines

analytical controllability with enhanced resistance to systematic pulse-area errors. The present study

provides an error-resilient route for the all-optical generation of two-excitation Bell states and may offer

useful theoretical guidance for future experimental implementations in interacting neutral-atom systems

and other optically controllable quantum platforms.

Keywords: two-excitation Bell states; composite pulses; Morris-Shore transformation;
pulse-area conditions
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