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摘 要 

一维和二维拓扑热扩散结构分别呈现出界面局域态和高阶角态等典型特征，而条带

结构在几何维度和自由度数目上介于二者之间。有限宽度方向引入的横向层自由度

如何重构一维界面态的谱分支和空间分布，以及这类界面态与二维高阶拓扑角态之

间存在何种区别，还需深入研究。为此，本文深入研究了 Su-Schrieffer-Heeger（SSH）

条带热扩散结构中的谱结构、边界态及其温度场演化规律。结果表明，随着条带结

构层数增加，体系谱带条数增多，连续谱沿有限方向分裂为多条离散谱带，而由于

本文层间耦合系数是常数，导致均匀条带结构中并不出现边界态。进一步地，通过

构造拓扑界面，对比分析了一维结构和条带结构中的边界态，发现条带结构的边界

态位于体态谱隙内，其温度分布主要局域于界面附近，并表现出不同于体态的衰减

行为。最后，讨论了层间耦合参数对谱结构和边界态行为的影响，发现增大层间耦

合系数会使衰减率谱整体上移，且调整边界态与体态的相对谱位置不会改变边界态

由拓扑界面决定的形成机制。本研究结果为有限宽度拓扑热扩散结构中的边界态调

控提供理论参考，填补了一维和二维结构中拓扑边界态演变的空白。 
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1  引 言   

拓扑能带理论最初建立于凝聚态电子体系，随后逐步推广到光学、声学、

力学及电路等经典物理平台[1,2]。其核心在于：体态的拓扑性质可以决定边界处是
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否出现受保护的局域态。作为研究拓扑边界态的典型模型，Su-Schrieffer-Heeger

（SSH） 模型因其结构简单、物理图像清晰，被广泛用于讨论一维拓扑相变及界

面态形成问题[3]，并进一步推广到二维及更高维体系，用于研究边界态、角态等

高阶拓扑现象[2,4]。 

与电子体系和经典波体系不同，热扩散过程属于耗散动力学过程，不具有

通常意义下的振荡频率和时间相位。已有研究表明，对离散热网络可由导热方程

建立相应的哈密顿量矩阵，其中本征值对应温度模态的衰减率，本征矢对应温度

场的空间分布[5,6]。由此，传统拓扑模型可以映射到热扩散体系中，使拓扑边界态

在热问题中表现为与体态分离的特殊衰减模，并在实空间中对应为局域化的温度

分布[7,8]。近年来，拓扑热扩散问题已在一维和二维体系中得到初步研究。一维热

扩散 SSH 链中已观察到位于体态衰减率间隙内的拓扑边界态[6,9]；在二维热扩散

网络中，边界态与角态等更高阶局域模也相继被讨论[10,11]。随后，相关研究进一

步拓展至多种二维扩散拓扑构型及局域模调控问题[12,13]，并在更复杂的热扩散体

系中得到发展[14,15]。此外，本实验室围绕热晶格局域态的时空调控及周期性对热

扩散拓扑态的影响开展了研究[16,17]，并进一步研究了扩散—平流体系中的可调拓

扑边界态和非互易热链中的稳健温度局域[18,19]。扩散超材料和主动热超材料的发

展也为热输运调控提供了新的实现路径[20,21]。国内相关研究涵盖拓扑声子与热输

运[22,23]、低维声子热传导[24]、一维 SSH 模型的绕数与界面态[25,26]、高阶拓扑及

二维 SSH 角态[27,28]、声学角态[29]，以及耦合 SSH 梯形和双链体系[30,31]。 

不过，现有拓扑热扩散研究主要集中于一维链和二维网络，对于有限宽度 

SSH 条带热扩散结构的讨论则相对较少。与一维链结构相比，条带结构在横向上

引入了额外的层数自由度；而与完全二维周期网络相比，其又在一个方向上保持

周期性、在另一个方向上具有有限宽度。因此，SSH 条带结构在几何尺度和横向
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自由度上处于一维链与二维网络之间，是研究有限宽度条件下拓扑热扩散行为的

重要模型。围绕这一结构，有必要进一步考察其在有限宽度条件下的谱结构特征，

以及在引入不同拓扑区域拼接后所对应的边界态与温度场演化规律。 

基于此，本文以 SSH 条带热扩散结构为对象，研究有限宽度条件下的谱结

构、边界态及其热扩散行为。首先，构建 SSH 热扩散条带结构模型，分析其动

量空间衰减率谱及宽度对谱带离散化的影响；随后，在实空间中通过拼接不同拓

扑区域引入界面，研究一维 SSH 热网络及 SSH 条带结构热网络中的边界态形

成机制与空间局域特征，并进一步明确该类界面态与二维高阶拓扑角态之间的区

别；在此基础上，结合数值模拟，比较边界态与体态在温度场时域演化中的差异，

并讨论层间耦合参数对模态行为的影响。 

2  K 空间中二维 SSH 热扩散模型及其谱结构 

2.1  二维 SSH 热扩散模型的建立及其谱结构分析 

本文首先考虑 x  和 y  两个方向均满足周期性边界条件的二维 SSH 热扩

散网络。该模型的基本原胞包含两个节点，分别记为 a  和 b 。如图 1(a)所

示，在 x  方向上，原胞内两个节点之间通过胞内耦合 W  相连，相邻原胞之

间通过胞间耦合 V  相连；在 y  方向上，相邻层之间通过层间耦合 D  相

连。这里，W 、V  和 D  分别表示三类最近邻连接通道对应的等效归一化扩

散强度。也就是说，在将连续导热方程离散为节点热网络后，原方程中的材料

参数和空间离散信息被吸收到节点之间的连接参数中，并按照连接位置分别写

成胞内耦合 W 、胞间耦合 V  和层间耦合 D 。在此基础上，可进一步建立二

维 SSH 热扩散网络的离散演化方程。[6,8] 
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图 1 （a）二维 SSH 模型原胞示意图；（b）第一布里渊区及高对称路径 Γ → 𝑋 → 𝑀 → Γ 

的示意图；（c）沿高对称路径计算得到的能带结构；（d）两条能带在完整二维布里渊区

(𝑘𝑥, 𝑘𝑦)中的三维分布图。 

Fig. 1. (a) Schematic of the unit cell of the two-dimensional SSH model; (b) schematic of the first 

Brillouin zone and the high-symmetry path; (c) band structure calculated along the high-symmetry 

path; (d) three-dimensional distributions of the two bands in the full first Brillouin zone. 

热扩散过程满足傅里叶导热定律[24] 

𝐉 = −𝜅∇𝑇, (1) 

其中，J  为热流密度，  为热导率，T  为温度场。结合能量守恒关系 

𝜌𝑐
∂𝑇

∂𝑡
= −∇ ⋅ 𝐉, (2) 

可得连续介质中的热传导方程[24] 

𝜌𝑐
∂𝑇

∂𝑡
= ∇ ⋅ (𝜅∇𝑇), (3) 

其中，  为密度，c  为比热容。式(3)表明，温度场的时间演化由空间温度

分布不均匀所驱动，其本质属于耗散过程。对于由离散节点构成的热网络，若每

个节点内部温度近似均匀，且仅考虑最近邻之间的热交换，则可将式(3)离散化为

节点温度的耦合演化方程。设第 n  层中第 m  个原胞内两个节点 a  和 b  上

的温度分别为 ,a mnT  和 ,b mnT ，则有[5,24] 



 

 5 

d𝑇𝑎,𝑚𝑛
d𝑡

= −(𝑊 + 𝑉 + 2𝐷)𝑇𝑎,𝑚𝑛 +𝑊𝑇𝑏,𝑚𝑛 + 𝑉𝑇𝑏,𝑚−1,𝑛 +𝐷𝑇𝑎,𝑚,𝑛−1 + 𝐷𝑇𝑎,𝑚,𝑛+1, (4) 

d𝑇𝑏,𝑚𝑛
d𝑡

= −(𝑊 + 𝑉 + 2𝐷)𝑇𝑏,𝑚𝑛 +𝑊𝑇𝑎,𝑚𝑛 + 𝑉𝑇𝑎,𝑚+1,𝑛 + 𝐷𝑇𝑏,𝑚,𝑛−1 + 𝐷𝑇𝑏,𝑚,𝑛+1. (5) 

式(4)和式(5)中，对角项表示该节点向所有相邻节点的总流出扩散强度，非对

角项表示相邻节点对该节点的热扩散贡献。可以看出， x   方向的 W   和 V   构

成了 SSH 型交替耦合，而 y  方向则由均匀层间耦合 D  给出。将体系全部节

点温度写成列矢量 ( )tT ，则式(4)和式(5)可统一写为[5,6] 

𝑖
d

d𝑡
𝐓(𝑡) = 𝐻𝐓(𝑡), (6) 

其中，H  为描述该离散热扩散体系的哈密顿量。这里的 H  并不表示通常

波动体系中的能量算符，而是对离散热扩散方程所作的线性算符表述。由于体系

在 x  和 y  两个方向上均具有平移对称性，对式(4)和式(5)进行 k  空间表述后，

可将离散热扩散方程写为动量空间中的本征值问题。[5,6] 

𝐻(𝑘𝑥, 𝑘𝑦)𝐮(𝑘𝑥, 𝑘𝑦) = 𝜔(𝑘𝑥 , 𝑘𝑦)𝐮(𝑘𝑥, 𝑘𝑦). (7) 

其中， xk  和 yk  分别为 x  和 y  方向的波矢， ( , )x yk ku  为原胞内温度振

幅列矢量，   为本征值。在原胞基底 ( , )a b   下，二维 SSH 热扩散模型在 K  

空间中的哈密顿量可写为 

𝐻(𝑘𝑥, 𝑘𝑦) = −𝑖 (
𝑊 + 𝑉 + 2𝐷(1 − cos𝑘𝑦) −(𝑊 + 𝑉𝑒−𝑖𝑘𝑥)

−(𝑊 + 𝑉𝑒𝑖𝑘𝑥) 𝑊 + 𝑉 + 2𝐷(1 − cos𝑘𝑦)
) . (8) 

式(8)中，对角项 𝑊 + 𝑉 + 2𝐷(1 − cos 𝑘𝑦) 表示节点总流出扩散强度以及 y  

方向层间扩散引入的修正；非对角项 −(𝑊 + 𝑉𝑒±𝑖𝑘𝑥)  则描述 x   方向由胞内耦

合 W  和胞间耦合 V  共同形成的 SSH 型交替耦合结构。进一步求解式(8)，可

得体系的两条本征值分支 

𝜔±(𝑘𝑥, 𝑘𝑦) = −𝑖 [𝑊 + 𝑉 + 2𝐷(1 − cos𝑘𝑦) ± √𝑊2 + 𝑉2 + 2𝑊𝑉cos𝑘𝑥] . (9) 

由于 𝐻(𝑘𝑥, 𝑘𝑦) 具有纯虚形式，其本征值 𝜔±(𝑘𝑥, 𝑘𝑦) 也为纯虚数。相应地，

可将体系各模态的衰减率定义为 
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𝜆±(𝑘𝑥, 𝑘𝑦) = −Im 𝜔±(𝑘𝑥, 𝑘𝑦), (10) 

即 

𝜆±(𝑘𝑥, 𝑘𝑦) = 𝑊 + 𝑉 + 2𝐷(1 − cos𝑘𝑦) ± √𝑊2 + 𝑉2 + 2𝑊𝑉cos𝑘𝑥. (11) 

式(11)给出了二维 SSH 热扩散模型的两支衰减率谱。其中，W  和 V  决定 

x   方向 SSH 型耦合所引起的谱分裂特征， D   则通过 2𝐷(1 − cos 𝑘𝑦)  项引入 

 方向修正，并使谱面整体上移。因此，该模型在保留一维 SSH 型谱分裂特征

的同时，又由于层间耦合的引入表现出明显的二维特征。 

为进一步说明该模型的拓扑性质，对于给定的 𝑘𝑦，注意到式(8)中的对角项 

𝑊 + 𝑉 + 2𝐷(1 − cos 𝑘𝑦)在两个子晶格上完全相同，即该项与单位矩阵成正比。

去除这一共同对角项以及不影响本征矢的整体因子 −𝑖后，体系的拓扑特征由 𝑥

方向的非对角耦合项决定。 

𝑞(𝑘𝑥) = 𝑊 + 𝑉𝑒−𝑖𝑘𝑥 (12) 

相应的绕数可定义为[25,32] 

𝜈 =
1

2𝜋𝑖
∫

∂

∂𝑘𝑥

𝜋

−𝜋

ln𝑞(𝑘𝑥) 𝑑𝑘𝑥. (13) 

当 𝑘𝑥 遍历第一布里渊区时，𝑞(𝑘𝑥) 在复平面中形成以 𝑊 为圆心、以 𝑉 为

半径的闭合轨迹。当 𝑊 > 𝑉 时，该闭合轨迹不包围原点，绕数为 𝜈 = 0，对应

拓扑平凡相；当 𝑊 < 𝑉 时，闭合轨迹包围原点，绕数的绝对值为 |𝜈| = 1，对应

拓扑非平凡相。绕数的正负取决于动量方向和非对角项的定义，而其绝对值可用

于区分两种拓扑相。当 𝑊 = 𝑉 时，体系在 𝑘𝑥 = 𝜋 处发生谱隙闭合，对应平凡

相与非平凡相之间的拓扑相变。 由此可见，本文模型的拓扑性质由 𝑥 方向胞内

耦合 𝑊 与胞间耦合 𝑉 的相对大小决定。由于 𝑦 方向的均匀层间耦合 𝐷 仅通

过与单位矩阵成正比的对角项改变衰减率谱位置，因此不会改变由 𝑞(𝑘𝑥)  决定

的绕数。 
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由式(11)可知，体系衰减率谱由二维波矢 (𝑘𝑥, 𝑘𝑦) 决定，因此可在第一布里

渊区内进行分析。本文选取高对称路径 

𝛤 = (0,0), 𝑋 = (𝜋, 0), 𝑀 = (𝜋, 𝜋), (14) 

即沿 Γ → 𝑋 → 𝑀 → Γ 计算衰减率谱，对应图 1(b)所示第一布里渊区及高对

称路径。沿该路径求解式(11)，即可得到图 1(c)所示的两条衰减率谱分支；在完整

二维布里渊区内对式(11)进行计算，则可得图 1(d)所示的二维衰减率谱的三维分

布图。 

分析图 1(c)，在 𝛤 点，两条谱分支之间的间隔最大；在 x  点，谱分裂由 

|𝑊 − 𝑉| 决定，表明 x  方向胞内耦合 W  与胞间耦合 V  的相对大小直接控

制谱隙开口；在 𝑀 点，由于 1 − cos 𝜋 = 2，𝑦 方向层间耦合通过 4𝐷 项引入

最大修正，从而使谱整体上移。 

由此，二维 SSH 热扩散模型可由连续导热方程经离散化得到离散节点温度

演化方程，并进一步写成哈密顿量本征问题。其本征值对应温度模态的衰减率，

衰减率谱由 𝑥 方向 SSH 型交替耦合与 𝑦 方向层间扩散共同决定。 

2.2  有限宽度条带结构的衰减率谱分析 

进一步考虑 𝑥 方向保持周期性、𝑦 方向取有限层数的条带结构，如图 2(a)

所示。体系在 𝑥 方向仍具有平移对称性，而在 𝑦 方向表现为有限层自由度，因

此二维周期体系中由 𝑘𝑦 表征的连续自由度转化为有限层数对应的离散模态。 

将第 𝑚 个晶胞内全部温度自由度写为 

𝐓𝑚(𝑡) = (𝑇𝑎,1,𝑚(𝑡),  𝑇𝑏,1,𝑚(𝑡),  𝑇𝑎,2,𝑚(𝑡),  𝑇𝑏,2,𝑚(𝑡),  ⋯ ,  𝑇𝑎,𝑁𝑦,𝑚(𝑡),  𝑇𝑏,𝑁𝑦,𝑚(𝑡))
T

, (15) 

其中，𝑚 表示 𝑥 方向晶胞编号，第二个下标表示 𝑦 方向层编号。由于体系

在 𝑥 方向仍保持周期性，可取 Bloch 形式 

𝐓𝑚(𝑡) = 𝐮(𝑘𝑥)𝑒
𝑖𝑘𝑥𝑚𝑒−𝑖𝜔𝑡, (16) 
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其中，𝐮(𝑘𝑥) 为维数是 2𝑁𝑦，即两倍层数的振幅列矢量，𝜔 为本征值。代入

离散热扩散方程后，可得条带结构的本征值问题 

𝐻ribbon(𝑘𝑥)𝐮(𝑘𝑥) = 𝜔(𝑘𝑥)𝐮(𝑘𝑥). (17) 

其中，𝐻r𝑖𝑏𝑏𝑜𝑛(𝑘𝑥) 为 2𝑁𝑦 × 2𝑁𝑦 维哈密顿量，可写为分块三对角形式 

𝐻ribbon(𝑘𝑥) =

(

 
 

𝐻0(𝑘𝑥) 𝑉𝑐 0 ⋯ 0

𝑉𝑐 𝐻0(𝑘𝑥) 𝑉𝑐 ⋯ 0

0 𝑉𝑐 𝐻0(𝑘𝑥) ⋱ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ 𝑉𝑐
0 0 ⋯ 𝑉𝑐 𝐻0(𝑘𝑥))

 
 
, (18) 

其中 

𝐻0(𝑘𝑥) = −𝑖 (
𝑊 + 𝑉 + 2𝐷 −(𝑊 + 𝑉𝑒−𝑖𝑘𝑥)

−(𝑊 + 𝑉𝑒𝑖𝑘𝑥) 𝑊 + 𝑉 + 2𝐷
) , 𝑉𝑐 = −𝑖 (

−𝐷 0
0 −𝐷

) . (19) 

由此可见，有限宽度条带结构的哈密顿量由单层 SSH 热扩散块沿 𝑦  方向

通过统一层间耦合 𝐷 逐层堆叠而成。求解式(18)可得本征值 𝜔𝑛(𝑘𝑥)，对应衰减

率为[30,31] 

𝜆𝑛(𝑘𝑥) = −Im 𝜔𝑛(𝑘𝑥), 𝑛 = 1,2,⋯ ,2𝑁𝑦. (20) 

因此，对于任意给定的 𝑘𝑥，体系共有 2𝑁𝑦 条离散衰减谱分支。随着 𝑁𝑦 增

大，𝑦 方向允许的离散模态数增加，相应谱带条数也随之增多。也就是说，二维

周期体系中的连续谱面在有限宽度条件下分裂为若干条离散谱带。 
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图 2 （a）𝑁𝑦 = 1,2,3 时 SSH 条带热扩散结构示意图，其中 𝑊、𝑉 和 𝐷 分别表示 𝑥 方

向胞内耦合、𝑥 方向胞间耦合和 𝑦 方向层间耦合，阴影部分表示一个原胞；（b）对应的 

𝑘𝑥-衰减率谱。随着层数增大，谱带条数相应增加。 

Fig. 2. (a) Schematic of the SSH RIBBON thermal diffusion structure for 𝑁𝑦 =; here, W, V, and D 

denote the intracell coupling along the 𝑥 direction, the intercell coupling along the 𝑥 direction, 

and the interlayer coupling along the 𝑦 direction, respectively, and the shaded region represents one 

unit cell; (b) the corresponding 𝑘𝑥-decay-rate spectrum. As 𝑁𝑦increases, the number of spectral 

bands increases accordingly. 

如图 2(b)，当 𝑁𝑦 = 1 时，体系退化为单层情形，仅包含两条衰减分支；当 

𝑁𝑦 > 1 时，每一支原有谱分支均进一步分裂，从而形成更多离散谱带。因此，条

带结构宽度的作用主要体现为谱带数目的增加及连续谱面的离散化，而不改变 𝑥 

方向由 𝑊 和 𝑉 所决定的 SSH 型谱分裂本质。 

需要指出的是，该条带结构虽然在 𝑦  方向具有几何边界，但层间耦合始终

统一为 𝐷，并未在该方向形成 SSH 型交替耦合，因此不会产生由几何边界诱导
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的拓扑边界态。无论结构为平凡态还是非平凡态，该均匀条带结构体系中出现的

均为体态分支，而不会出现与体态分离的边界态。 

因此，有限宽度条带结构的主要特征是将二维周期体系中的连续衰减谱离散

化为多条谱带，并揭示层数对谱带条数的控制作用。 

3  实空间中 SSH 条带结构热网络中的边界态及其热扩散行为 

3.1  拓扑界面的引入及一维 SSH 热网络中的边界态 

为研究拓扑边界态在热扩散体系中的形成机制，本文首先考虑一维 SSH 热

网络，并在实空间中将拓扑平凡区域与拓扑非平凡区域进行拼接，从而在闭合链

中引入两处拓扑界面，如图 3(a)所示。根据前述绕数分析，界面两侧分别对应拓

扑平凡相和拓扑非平凡相，二者的体拓扑不变量不同，拼接后在界面处形成拓扑

不匹配，从而为局域界面态的出现提供拓扑条件。 

 

图 3 （a）由两条由平凡和非平凡单元组成的一维 SSH 模型链构成的热网络结构，红色虚

线位置代表构造的两处拓扑界面；（b）系统的本征值谱，其中蓝色散点和红色散点分别表

示体态与边界态;（c）三个边界态对应的本征矢分量在实空间中的分布，其模态振幅主要局

域于拓扑界面附近。 
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Fig. 3. (a) Thermal network composed of two one-dimensional SSH model chains formed by trivial 

and nontrivial unit cells, where the red dashed lines indicate the two artificially introduced 

boundaries; (b) eigenvalue spectrum of the system, in which the blue and red dots represent the 

bulk states and edge states, respectively; (c) real-space distributions of the eigenvector components 

corresponding to the three edge states, showing that their modal amplitudes are mainly localized 

near the topological interfaces. 

对于该实空间热网络，体系温度场仍满足离散热扩散演化方程 
∂𝐓

∂𝑡
= −𝐻𝑑𝐓,

进一步可写出对应的本征值问题 𝐻𝑎ϕ𝑛 = 𝛾𝑛ϕ𝑛,其中，𝛾𝑛  表示第 𝑛  个模态的衰

减率，𝜙𝑛 表示相应模态的温度空间分布。由此可见，体系的本征衰减谱由 𝛾𝑛 给

出，而模态在实空间中的局域特征则由 𝜙𝑛 决定。 

如图 3(b)，除大量连续分布的体态模之外，谱中还出现了少数边界态。它们

在谱上与体态保持清晰分离，表明这些模态对应的衰减行为不同于普通延展体态，

说明界面的引入改变了整个体系的扩散本征结构。 

进一步结合图 3(c)可以更加清楚地看出边界态的物理性质。边界态温度分布

主要集中在两处拓扑界面附近，而在远离界面后迅速衰减，表现出明显的空间局

域特征。这说明边界态的温度振幅并不会像体态那样分布在整条链中，而是被限

制在界面附近的有限区域内。 

因此，在一维 SSH 热网络中，将绕数不同的拓扑平凡区域与拓扑非平凡区

域进行拼接，可以在体系内部形成拓扑界面。由于界面两侧的体拓扑不变量不同，

根据体–界对应关系，界面附近可形成具有拓扑来源的局域本征模，并在衰减率

谱中表现为与体态谱分支相分离的离散模态。[25,32] 

3.2  两层条带结构网络中的边界态 

在 3.1 的基础上，进一步将一维 SSH 热网络沿 𝑦方向扩展为有限宽度的 
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SSH 条带结构，并取 𝑁𝑦 = 2，即两层条带结构。此时，体系在 𝑥方向仍保持 SSH 

型交替耦合，而在 𝑦 方向仅通过常数层间耦合 𝐷 将相邻链连接起来。因此，与

一维情形相比，条带结构在保留 𝑥  方向拓扑特征的同时，引入了有限宽度所对

应的层自由度和层间扩散通道，从而使边界态的谱结构与空间分布表现出不同于

单链体系的特征。 

图 4(a)给出了两层 SSH 条带热网络的结构示意。由于体系在 𝑥 方向仍存在

平凡区域与非平凡区域的拼接，因此在条带结构内部同样形成了拓扑界面。图 4(b)

给出了相应的本征衰减谱。可以看出，在连续体态之外仍存在与体态分离的离散

模态，说明当体系由一维链推广到有限宽度条带结构后，拓扑界面依然能够支撑

稳定的边界态。 

与 3.1 节中的一维 SSH 热网络相比，当层数增加到 𝑁𝑦 = 2 时，边界态数

目由 3 个增加到 6 个，即增加为原来的两倍。对于双层条带结构，单层结构中的

3 个界面局域模在横向层自由度和层间耦合的作用下发生分裂，分别形成具有不

同层间组合形式的边界态分支。因此，条带结构宽度的增加并不改变边界态来源

于 𝑥  方向拓扑界面的基本机制，但会增加界面态在有限层方向上的组合方式，

从而改变边界态的数量、谱位置及其层间分布特征。 
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图 4 （a）环形 SSH 条带热网络结构示意图，红色虚线表示人工设置的两处边界；（b）

系统的本征值谱，其中蓝色散点和红色散点分别表示体态与边界态；（c）六个边界态对应

的本征矢分量在实空间中的分布，其模态振幅同样主要局域于拓扑界面附近。 

Fig. 4. (a) Schematic of the ring-shaped SSH RIBBON thermal network, where the red dashed 

lines indicate the two artificially introduced boundaries; (b) eigenvalue spectrum of the system, in 

which the blue and red dots represent the bulk states and edge states, respectively; (c) real-space 

distributions of the eigenvector components corresponding to the six edge states, showing that their 

modal amplitudes are mainly localized near the topological interfaces. 

图 4(c)进一步给出了这 6 个边界态在实空间中的温度分布。可以看出，各边

界态的温度振幅仍主要集中在拓扑界面附近，说明其局域性并未随着条带热网络

结构宽度的增加而消失。与此同时，由于双层结构中存在层间耦合，这些边界态
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在两层之间可以呈现不同的分布方式，从而使其空间分布较一维链更加丰富。但

总体而言，这些模态仍然表现为沿 𝑥  方向界面附近的局域温度分布，而不是在

整个二维区域中形成新的局域中心。 

上述结果表明，有限宽度方向引入的横向层自由度会影响拓扑界面态的数量

及其谱分布。当体系由一维 SSH 热网络扩展为双层 SSH 条带结构热网络后，

原有的界面局域态在层间耦合作用下发生分裂和重组，使边界态数量由 3 个增加

至 6 个，并形成具有不同衰减率和层间分布形式的边界态分支。 

这一变化来源于有限宽度方向所引入的横向层自由度。单层 SSH 热网络中

的 3个界面局域态在扩展为双层条带结构后，在层间耦合作用下发生分裂和重组，

从而形成具有不同衰减率和层间分布形式的边界态分支。因此，双层结构主要改

变了边界态的分支数量、谱位置和层间分布，而不会改变其来源于 𝑥  方向拓扑

界面的基本机制。 

本文 SSH 条带结构中的界面边界态与典型二维高阶 SSH 模型中的角态在

拓扑来源和空间局域方式上存在本质区别。对于本文讨论的条带结构，𝑥 方向具

有 SSH 型交替耦合，而 𝑦 方向仅由常数耦合 D  连接，相邻层之间并未形成类

似 SSH 模型中的强弱交替扩散关系。因此，该体系虽然在几何上具有二维有限

宽度，但其拓扑非平凡性仍然主要来自 𝑥  方向，而不是同时来自两个方向的耦

合排布。换言之，本文的 SSH 条带结构热网络本质上仍可看作是一维 SSH 拓

扑结构在有限层数条件下的横向扩展。[30,31] 

这也意味着，本文条带结构中出现的局域模主要是由 𝑥  方向拓扑界面所诱

导的界面边界态，而不是二维 SSH 模型中可能出现的高阶角态。二维 SSH 模

型中，𝑥 与 𝑦 两个方向通常都需要具有 SSH 型交替耦合，体系的拓扑性质由两

个方向共同决定。当两个方向同时满足非平凡耦合构型时，局域模可进一步从一
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维边界收缩到二维角点处，从而形成局域于角点附近的高阶角态。相比之下，本

文的条带结构在 𝑦 方向并不存在 SSH 型二聚化，也就不会在 𝑦 方向上产生额

外的拓扑边界，更不能与 𝑥 方向共同形成角点局域机制。[27,28] 

从空间分布上看，这一区别也十分明显。对于本文 SSH 条带结构热网络，

边界态主要局域在 𝑥 方向的拓扑界面附近，并在 𝑦 方向的有限层之间分布。而

对于二维 SSH 热扩散模型，若在 𝑥 和 𝑦 两个方向同时构造 SSH 型交替耦合，

则局域模可进一步集中在角区，其温度分布呈现更强的二维角点局域特征。由此

可见，SSH 条带结构所对应的是由一维界面态向二维体系扩展的中间过渡情形，

它保留了一维界面边界态的基本特征，但尚未发展到二维高阶角态的情形。 

对于有限宽度 SSH 条带结构热网络，拓扑界面的引入会在衰减率谱中产生

与体态谱分支相分离的离散边界态，并在实空间中表现为界面附近的局域温度分

布。与一维 SSH 热网络相比，条带结构新增的横向层自由度会使原有一维界面

态发生分裂，从而增加边界态分支的数量，并改变其在层间方向上的组合形式。

与真正的二维 SSH 模型相比，由于 𝑦 方向仅为均匀常数耦合，不具有 SSH 型

交替耦合结构，因此该体系不会出现由两个方向共同拓扑化所诱导的角态。由此

说明，SSH 条带结构热网络处于一维界面边界态向有限宽度结构扩展的过渡层次，

其边界态本质上仍属于界面诱导的局域衰减模，而非二维高阶拓扑角态。 

3.3  边界态与体态的温度场演化 

在前两节获得边界态与体态的谱结构及空间分布之后，进一步可通过温度场

的时域演化来比较二者在衰减行为上的差异。图 5 给出了边界态 1、边界态 2 以

及体态在 𝑡 = 0  分钟、𝑡 = 1  分钟和 𝑡 = 2  分钟时的 COMSOL 温度场分布及

其归一化温度随时间的变化关系。 

如图 5(a)所示，边界态 1 在初始时刻主要集中于界面附近的局域区域；随着
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时间推进，到 𝑡 = 1 分钟和 𝑡 = 2 分钟时，其温度幅值逐渐减小，但高温区域仍

主要保持在界面邻域，空间分布轮廓没有发生明显扩展。这说明边界态 1 在演化

过程中仍保持较强的界面局域特征。 

如图 5(b)所示，边界态 2 的演化也表现出类似特征。尽管其初始分布与边界

态 1 有所不同，但温度仍主要集中在界面附近，表明该模态在时间演化中同样具

有稳定的局域轮廓。与边界态 1 相比，边界态 2 的归一化温度衰减更快，说明不

同边界态虽然都具有界面局域属性，但其对应的衰减速率并不相同。这一点也与

前面衰减率谱中不同边界态具有不同本征值的结果相一致。 

 

图 5 （a-c）边界态和体态的温度场分布。温度场分布分别记录于 t = 0 分钟、t = 1 分钟和 

t = 2 分钟；（d）边界态和体态的归一化温度随时间演化。 

Fig. 5. (a–c) Temperature-field distributions of the edge states and bulk states, recorded at (t = 0) 

min, (t = 1) min, and (t = 2) min, respectively; (d) time evolution of the normalized temperature for 

the edge states and bulk states. 

相比之下，体态的温度演化表现出明显不同的特征。如图 5(c)所示，随着时

间增加，体态的温度分布向周围区域展开，空间轮廓变化也比边界态更为明显。

这说明体态对应的是一种更典型的扩展型热扩散过程，其演化过程中不仅温度幅

值不断减小，而且温度场本身也在持续发生空间重分布。 
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图 5(d)中，边界态 1 和边界态 2 对应的归一化温度曲线近似呈线性下降，说

明在半对数象限下它们可以近似由单一衰减率描述。其中，边界态 1 的曲线斜率

较小，表明其衰减较慢；边界态 2 的曲线斜率较大，衰减更快。体态的归一化温

度虽然总体也随时间下降，但其衰减行为与边界态相比对应于更强的扩展特征，

且衰减率持续发生变化。 

边界态与体态在热扩散演化中的主要区别在于边界态的温度场在衰减过程

中能够较好保持界面附近的局域分布，衰减过程主要由模态幅值变化主导且衰减

率恒定，而体态则更倾向于在整个 条带结构中扩展。该结果说明，在 SSH 条带

结构热网络中，边界态不仅在谱上与体态分离，而且在动力学上也表现出区别于

体态的局域热扩散行为。 

3.4  层间耦合 D 对衰减率谱的影响 

为进一步考察层间耦合对 SSH 条带结构热网络衰减率谱的影响，在保持 𝑥

方向胞内耦合 𝑊 = 0.090和胞间耦合 𝑉 = 0.706不变的条件下，仅改变层间耦合 

𝐷，并使归一化层间耦合比 𝐷/𝑉在 0 ∼ 4范围内连续变化。图 6 给出了边界态与

体态衰减率随 𝐷/𝑉变化的演化关系。可以看出，随着 𝐷/𝑉的增大，边界态和体

态对应的 |Im(𝜆)| 随之增大。这表明层间耦合增强后，体系中各模态的衰减过程

整体加快。其原因在于，𝐷 描述不同层之间的热扩散耦合强度；当 𝐷增大时，热

量在层间方向上的交换能力增强，节点与相邻层之间的热扩散通道也随之增强，

因此各模态对应的总扩散强度提高，衰减率谱整体上移。 
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图 6 衰减率谱随层间耦合比 𝐷/𝑉的变化。计算中固定 𝑊 = 0.090、𝑉 = 0.706，仅改变层间

耦合 𝐷；黑色实线表示体态，橙色虚线表示边界态。 

Fig. 6. Evolution of the decay-rate spectrum with the interlayer coupling ratio 𝐷/𝑉 . In the 

calculation, 𝑊 = 0.090 and 𝑉 = 0.706 are fixed, while only the interlayer coupling 𝐷 is varied. 

The black solid lines and orange dashed lines represent the bulk states and edge states, respectively. 

同时，图 6 还表明，在保持 𝑊和 𝑉不变、仅使 𝐷/𝑉由 0 连续增大至 4 的过

程中，边界态分支始终能够与体态分支区分开来，并未完全并入体态谱。这说明

层间耦合虽然会改变边界态和体态的具体衰减率数值，但并不会破坏边界态的谱

分离特征。换言之，𝐷 的主要作用是调节谱的位置和分支间距，而不是改变边界

态的形成机制。边界态是否存在，仍然主要由 𝑥  方向上不同拓扑区域形成的拓

扑界面决定；𝑦 方向均匀层间耦合并不产生新的拓扑界面，因此也不能决定边界

态的产生或消失。 

进一步看，不同分支随 𝐷/𝑉 的变化斜率并不完全相同，这说明层间耦合对
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不同模态的影响程度存在差异。其原因是不同模态在层方向上的分布权重不同：

对层间耦合参与更强的模态，𝐷 的增大会更明显地改变其扩散通道，因此对应衰

减率上升更快；而对主要仍由界面局域结构控制的模态，𝐷 的影响则相对较弱。

类似地，扩散拓扑体系中的参数变化通常首先表现为谱位置、模态间距以及边界

态与邻近体态相对位置的改变，而边界态是否存在仍取决于体系本身的拓扑构型。 

4  结  论 

本文建立了 SSH 条带结构热扩散模型，研究了有限宽度条件下的衰减率谱、

拓扑边界态及其温度场演化。结果表明，𝑥 方向胞内耦合 𝑊 与胞间耦合 𝑉 决

定体系的 SSH 型谱分裂特征，而 𝑦 方向的层间耦合 𝐷  决定了有限宽度条件下

谱带的离散化程度及衰减率谱的整体位置。 

对于均匀 SSH 条带结构，随着层数 𝑁𝑦增加，二维周期体系中的连续谱被离

散为更多谱带。由于 𝑦方向仅存在均匀层间耦合，而未形成 SSH 型二聚化，该

体系不存在独立的 𝑦方向拓扑机制，因此均匀条带结构本身不会产生由有限宽度

几何边界诱导的拓扑边界态。 

通过在实空间中拼接不同拓扑区域构造界面，体系中可出现与体态分离的离

散边界态，其温度分布主要局域于界面附近。当层数为 2 时，边界态数目由一维

情形下的 3 个增加到 6 个，表明边界态数目与层数有关。温度场演化表明，边

界态在衰减过程中保持界面附近局域特征，而体态则表现出更明显的扩展性；增

大层间耦合参数会使衰减率谱整体上移，但不改变边界态来源于拓扑界面的基本

机制。 
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Edge States in Topological Thermal Diffusion Structures 

Based on a SSH RIBBON 
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One- and two-dimensional topological thermal-diffusion structures exhibit 

representative localized states, such as interface states and higher-order 

corner states, respectively. A finite-width ribbon structure lies between 

these two limiting configurations in terms of both geometric dimensionality 

and the number of degrees of freedom. However, how the transverse 

degrees of freedom introduced by the finite width reconstruct the spectral 

branches and spatial distributions of one-dimensional interface states, as 

well as how these states differ from higher-order corner states in two-

dimensional systems, remains to be clarified. 

In this work, the spectral characteristics, edge states, and temperature-field 

evolution of a Su–Schrieffer–Heeger (SSH) thermal-diffusion ribbon are 

systematically investigated. Starting from the discrete heat-conduction 

equation, an SSH-type thermal network is constructed with alternating 

intracell and intercell couplings along the 𝑥 direction and uniform 

interlayer coupling along the 𝑦 direction. The eigenvalues of the 

corresponding evolution operator characterize the decay rates of the 

thermal modes, whereas the eigenvectors describe their spatial temperature 

distributions. 

The results show that, as the number of layers increases, the number of 

spectral bands increases accordingly, and the continuous spectrum of the 

two-dimensional periodic system is discretized into multiple branches 

along the finite-width direction. Because the interlayer coupling is uniform 

and no SSH-type dimerization is introduced along the 𝑦 direction, the 

geometric boundaries of a uniform ribbon do not support additional 

topological edge states. When topologically trivial and nontrivial regions 
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are connected to form interfaces along the 𝑥direction, spectrally isolated 

interface states emerge in both the one-dimensional SSH thermal network 

and the finite-width SSH ribbon. Their temperature distributions are 

strongly localized near the topological interfaces, and the transverse layer 

degrees of freedom split the original one-dimensional interface states into 

multiple branches with different decay rates and interlayer distributions. 

These interface-localized states are fundamentally different from higher-

order corner states, which require nontrivial coupling configurations and 

simultaneous localization along both spatial directions. 

Time-dependent simulations further demonstrate that the edge states retain 

their interfacial localization during thermal decay, whereas the bulk states 

exhibit more extended spatial diffusion. Increasing the interlayer coupling 

shifts the overall decay-rate spectrum upward and modifies the relative 

spectral positions of the edge and bulk states, but does not alter the 

topological-interface origin of the edge states. These results provide a 

theoretical basis for understanding and controlling localized thermal modes 

in finite-width topological thermal-diffusion structures. 

Keywords: SSH, RIBBON structure, topological edge states, decay-rate spectrum, thermal 

diffusion 
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