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外部激励作用下的多稳态忆阻 FitzHugh-Nagumo 神经元电路

的动力学调控* 
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（新疆大学，智能科学与技术学院，乌鲁木齐 830049） 

摘 要 

为揭示外部激励作用下忆阻记忆效应对神经元复杂放电行为及其初值调控

机制的影响，本文以经典 FitzHugh–Nagumo（FHN）神经元电路为基础，采用压

控型多稳态忆阻器替代传统电路中的隧道二极管，构建了一种多稳态忆阻 FHN

神经元电路，并结合哈密顿能量函数分析了此电路的能量调控特性。数值分析结

果表明，该电路能够产生簇发振荡、尖峰放电及混沌振荡等丰富动力学行为，其

中低频驱动条件下更易诱发明显的簇发放电模态。进一步地，通过多种仿真手段

揭示了参数对动力学演化过程的调制作用，揭示了复杂放电行为的形成机制。此

外，研究发现该电路在忆阻内部状态方向上具有周期复制特征，改变忆阻内部状

态初值可诱导多个共存吸引子及其周期性平移分布，表现出显著的多稳态特征。

最后，基于 PSpice 平台完成了电路设计与仿真，验证了所建模型的物理可实现性。

研究表明，外部激励与多稳态忆阻器的耦合作用显著增强了 FHN 神经元电路的

动力学复杂性与放电行为可调控性，为忆阻神经元动力学分析及神经形态电路设

计提供了新的理论参考。 
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1  引 言        

神经元是生物神经系统中实现信息传递和处理的基本单元[1,2]，其放电行为与
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神经信息的产生、编码和传输密切相关。由于实际神经元系统具有结构复杂、影

响因素多和实验分析困难等特点，建立合适的神经元模型就显得尤为重要。神经

元模型能够在保留主要动力学特征的基础上，对神经元的电活动过程进行抽象和

简化，从而为研究神经元的放电规律、振荡特性及其非线性动力学机制提供有效

方法。同时，神经元模型也是连接神经科学、非线性动力学和神经形态电路研究

[3-5]的重要桥梁。经典的神经元模型主要包括 Hodgkin–Huxley（HH）模型[6]、

FitzHugh–Nagumo（FHN）模型[7,8]、Morris–Lecar（ML）模型[9]以及 Hindmarsh–Rose

（HR）模型[10]等。虽然传统神经元模型能够较好地描述神经元的基本放电过程，

但对于神经系统中一些具有记忆特征和复杂反馈特性的动力学现象刻画仍不够

充分，尤其是在表现多稳态、复杂振荡和初值敏感性等方面还存在一定局限。忆

阻器是一种具有非线性和记忆特性的电路元件[11,12]，其状态会随着输入信号的变

化而改变，并能够保存先前的状态信息，这一特点与生物神经系统中的突触可塑

性[13]具有一定相似性。因此，将忆阻器引入神经元模型后，可以在传统神经元动

力学基础上增加记忆效应和非线性反馈作用，使系统表现出更加丰富的动力学行

为。与经典神经元模型相比，忆阻神经元模型在研究复杂放电模式和构建神经形

态电路方面更具优势[14]。 

近年来，围绕忆阻神经元系统的动力学特性，国内外学者开展了广泛研究。

已有研究表明，忆阻器与经典神经元模型耦合后，能够显著丰富系统的非线性动

力学行为[15]。Yan 等[16]提出双稳态局部有源忆阻器，并据此设计神经元电路，在

混沌边缘实现了 24 种神经形态动力学行为。Li 等[17]构建了基于局部有源忆阻器

耦合的三阶忆阻神经元网络，实现了对 Smale 悖论、混沌及倍周期振荡等复杂行

为的调控。Chen 等[18]通过忆阻器双向耦合两个 HR 神经元，揭示了尖峰放电与

簇发振荡等活动特征。文献[19]还报道了一种基于电场—磁场能量交换的荷控忆阻
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器无电容神经元电路，实现了参数可调的放电行为。Chen 等[20]构建了基于局部

有源离散忆阻器的离散忆阻驱动神经元模型，结果能够产生多种的放电模式，表

明忆阻器替代传统恢复变量后可增强神经元模型的放电模式丰富性。Li 等[21]构建

了一种基于电流控制 Chua Corsage Memristor(CCM)的三阶神经元电路，揭示了局

部有源和混沌边缘附近的周期、混沌及尖峰放电行为。上述研究表明，忆阻器的

引入能够为神经元系统提供记忆效应和非线性反馈，从而诱发更加丰富的动力学

现象。在众多神经元模型中，FHN 模型由于能够在较低维度下刻画神经元兴奋、

脉冲发放及振荡演化等基本动力学特征，因而成为研究神经动力学行为的重要理

论模型。基于此，研究人员逐渐将忆阻器引入 FHN 神经元模型，以期在保持模

型简洁性的同时增强系统的非线性调制能力。Feali[22]通过忆阻器构造自突触 FHN

神经元模型，揭示了自突触电导[23]对神经元由周期到混沌等多类放电模式的调控

机制，为理解神经系统中自突触的动态调节功能提供了计算模型基础。进一步地，

Bao 等[24]为表征神经元放电活动并阐明其分岔机制，设计了一种基于忆阻器的非

自治 FHN 神经元电路，通过分析其时变平衡点与分岔机制，揭示了周期与准周

期簇发振荡的产生机理，并经由电路仿真与硬件实验验证了其物理可实现性。在

此基础上，Xu等[25]采用N型局部有源忆阻器替换传统FHN电路中的隧道二极管，

构建了能够复现多种簇发与峰发放电模式的忆阻神经元电路，从理论与实验两方

面揭示了其分岔演化规律，为神经形态工程的生物启发应用提供了硬件实现基

础。此外，Zhang 等[26]进一步结合理论分析、数值仿真与电路实验，系统研究了

忆阻型 FHN 神经元的混沌动力学特性，并阐明了以忆阻器为突触的耦合神经元

实现同步的参数条件，为基于忆阻器的神经形态电路设计提供了重要依据。文献

[27]研究了忆阻耦合 FHN-HR 异质神经元系统，分析了簇发、尖峰及同步动力学行

为，文献[28]进一步构建了电磁感应下的分数阶异构神经网络，利用双局部有源忆
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阻器耦合 HR 与 FHN 神经元，揭示了共存行为、反单调性、瞬态混沌和放电行

为等复杂动力学现象，并通过 ARM 平台验证了模型的可实现性。综上可知，现

有关于忆阻 FHN 神经元的研究已从单一放电行为分析逐步拓展到分岔演化、簇

发机制、电路实现以及耦合同步等多个层面，表明忆阻器的引入显著丰富了 FHN

神经元模型的动力学行为及其应用潜力。 

除忆阻神经元系统丰富的动力学行为外，由初始状态所引起的演化差异同样

值得关注。由于忆阻器具有内部状态变量和记忆特性，不同初始值可能诱导系统

进入不同的稳定状态，表现出显著的多稳态特征[29]，并伴随共存吸引子和轨道位

移等现象。因此，初值调控及共存吸引子的研究对于揭示忆阻神经元系统的多稳

态动力学特征具有重要意义。例如，文献[30]构建了一个具有隐藏吸引子、不稳定

周期轨道以及初始条件依赖超级多稳态特性的四维忆阻超混沌系统，揭示了隐藏

吸引子和无限多共存吸引子等复杂动力学现象。与此同时，文献[31]基于双曲余弦

忆阻器改进蔡氏电路，建立了一个对初始状态敏感的双忆阻混沌系统，揭示了初

始条件变化所引发的多稳态隐藏吸引子共存现象，展现了参数与初值共同作用下

的复杂动力学行为。此外，文献[32]通过忆阻电磁感应耦合 HR 神经元与 Hopfield

神经元[33]，构建了一个异质神经元模型，研究表明该系统在参数和初始状态变化

下可呈现多类吸引子共存与多稳态行为，包括不同周期态之间以及周期态与混沌

态之间的共存现象。另一方面，文献[34]通过忆阻器替代与条件对称性构造，提出

了一个具有初始状态依赖特征的五维超混沌系统，该系统能够产生无限多对极性

对称的共存吸引子，并通过电路仿真验证了其在保密通信等工程领域的应用潜

力。除一般超混沌系统外，相关研究也已拓展到忆阻神经元电路之中，Goufo[35]

通过多稳态忆阻器耦合 Wilson 神经元电路[36]，实现了可模拟生物突触可塑性的

信息传递，并揭示了系统在高、低频刺激下分别呈现混沌动态与簇发放电的响应
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机制，为类脑计算与神经形态工程提供了可数字实现的动力学模型。与此同时，

Tamba 等[37]提出了一种基于分数阶多稳态忆阻器耦合的双 Hopfield 神经元模型，

该模型通过自突触与外部电磁辐射模拟，展现出空间分布多样的同质与异质混沌

吸引子，其动力学行为还在硬件平台上得到了验证，为神经形态计算与类脑信息

处理提供了新的耦合框架。综上可见，现有研究已从一般忆阻混沌系统逐步拓展

到忆阻神经元模型，揭示了初始状态在多稳态形成、共存吸引子分布及轨道演化

中的重要作用，也表明初值调控已成为忆阻非线性系统研究中的一个重要方向。 

现有研究多集中于忆阻神经元系统或忆阻混沌系统的一般动力学行为、分岔

演化及电路实现，虽然关于多稳态、共存吸引子和初值调控的研究已取得一定进

展，但将这些问题与 FHN 神经元模型相结合并进行系统分析的工作仍相对较少。

鉴于 FHN 模型在神经动力学研究中的典型性以及多稳态忆阻器在状态调制方面

的独特优势，本文构建了一种多稳态忆阻 FHN 神经元电路模型。首先，建立相

应的数学模型并分析其平衡结构特征；其次，研究关键参数对系统动力学行为的

影响，揭示系统在不同条件下所呈现的复杂放电模式；然后，重点讨论忆阻内部

状态初值对系统演化的调控作用，分析共存吸引子及初值位移现象的形成规律；

最后，通过 PSpice 电路仿真对理论结果进行验证，以说明所建模型的物理可实现

性。 

2  多稳态忆阻神经元电路 

2.1 多稳态忆阻器模型 

根据忆阻器的建模方法，本节提出了一种压控型多稳态忆阻器模型，其数学

模型为： 
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式中， Ni 、 Nv 分别为忆阻器通过电流及忆阻器两端电压， v 为忆阻器的内部状

态变量，用于表征忆阻器的记忆状态。 1g 和 2g 分别调节端口电流和状态驱动强

度， ME 为直流偏置电压， 1C 表示决定内部状态变量演化时间尺度的电容, 1R 、 2R

和 3R 分别表示调节状态恢复项、输入驱动项和直流偏置项作用强度的电阻， MR 为

控制忆阻器输出电流幅值的电阻。其电路如图 1 所示。 
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图 1 多稳态压控忆阻器电路 

Fig. 1. Multi-state voltage-controlled memristor circuit. 

将忆阻器电路的参数设定为 1 2 1g g= = ， 1 10 kΩR = ， 2 30 kΩR = ， 3 10 kΩR = ，

4 10 kΩR = ， 5 20 kΩR = ， 6 10 kΩR = ， 7 5 kΩR = ， 0.7 kΩMR = ， 10 kΩWR = ，

1 10 kΩWR = ， 2 10 kΩWR = ， 1 10 nFC = 。上述参数的选取主要考虑电路可实现性、

时间尺度匹配和忆阻特性可观测性。所选电阻、电容参数均处于常用模拟电路器

件范围内。当输入电压是 Asin(2π )Nv ft= ， 0.5 VME = ，电压幅值固定为 2 V，分

别调节电压频率为1 kHz、 2 kHz 和6 kHz时，可以得到如图 2(a)所示的紧磁滞回

线。固定电压频率为1 kHz，分别调节电压幅值为1 V、1.5 V 和 2 V，可以得到图
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2(b)的紧磁滞回线。可以看出其他条件不发生改变的情况下，紧磁滞回线的面积

随着频率的升高而变大，随着电压的减小而降低，符合忆阻器的特性[38]。通过图

3 在不同忆阻初值下的紧磁滞回线和状态变量随时间的演化可知：忆阻器电路模

型具有多稳态特性。 
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图 2 忆阻器紧磁滞回线 (a) 2 VA = 时不同频率；(b) 1 kHzf = 时不同幅值 

Fig. 2. Memristor hysteresis loop: (a) Different frequencies when 2 VA = ; (b) Different 

amplitudes when 1 kHzf = . 
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图 3 (a) 不同忆阻初值的紧磁滞回线；(b) 不同忆阻器初值的状态变量变化 

Fig. 3. (a) Hysteresis loops for memristors with different initial values; (b) State variable changes 

for memristors with different initial values. 

为进一步说明多稳态忆阻器自身的能量特征，下面将从状态储能方面对忆阻

器通道的电磁场能量进行估算。由式(1)可知，忆阻器内部状态变量 v 由状态电容

1C 调控，因此忆阻器内部状态支路的电磁场能量[1]可表示为： 

 21 1

2 2
N NW Li i = =  (2) 

磁控忆阻器可以被等效为具有磁场效应的感应线圈，其中公式(2)中的 L 为
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磁控忆阻器等效的感应系数。由于 v为电压型状态变量，为进行等效的电磁场能

量估算，须通过 k v  = 转变为等效磁通， k 是具有时间量纲的转换系数。由

式(1)可知，基于忆阻内部状态恢复支路的特征时间尺度可将等效将
1 1k R C  。联

合式(1)(2)可得： 
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代入电路参数并将忆阻器端电压 Nv 设定为 2V，由图 3(b)可知 v 在不同初始

状态下的变化范围，可近似的表示 10 10  Vv  − ，则忆阻器通道的电磁场能量可

估算为 8 710 10 JW

− − − ，结果表明，忆阻器内部状态变量不仅决定其记忆状态演

化，也对应一定量级的场能量存储。 

2.2 多稳态忆阻神经元电路 

利用多稳态忆阻器替换 FHN 电路中隧道二极管的电路模型如图 4 所示。其

中 sin(2π )S Sv V ft= 为本神经元电路的外部电源激励， SV 和 f 分别为其幅值和频

率，C 是电容，L表示为电感， NR 和 LR 是电路电阻。 NE 为直流电压偏置，用于

表征离子通道的反转电位，同时也作为电路方程转换为等效无量纲理论模型的电

压基准。设定电路参数为 10 nFC = ， 10 mHL = ， 5 kΩNR = ， 1 kΩLR = ，

0.15 VNE = 。通过基尔霍夫电流、电压定律以及电路元件的本构关系，可得式(4)

所对应的电路方程为： 
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
 −

= − + −


 (4) 

为了去除变量的物理单位不一致性对稳定性分析和动力学分析的影响，对式

(4)的物理变量和参数进行如下标度变换： 
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1

1

2

2

2
1 2 3

1 1 2 1 3 1

,  ,  ,  

,  ,  ,  2

,  ,  
2

,  ,  

M L

N N M

SM
M

N N

L

M M M N

M NM M M

R iv t
u w v

E E R C

VR
g F fR C

R E

k gR L

R R C CR E

g R CER C R CE

R C R C R C





 

   

  

  


= = = =




= = = =


 = = =




= = =



 (5) 

则忆阻神经元电路方程可以等效表达为如下的无量纲形式： 

 

 

2

1 2 3

d
sin( ) sin( )( 1)

d

d

d

d
sin cos ( 1)

d

u
F u w u

w u w

u

    




 


    




= − − − −


−

=



= − + − −


 (6) 

其中主要参数 u、w、、 、F 、 和 3 分别表征神经元膜电压、恢复变量、忆

阻非线性反馈强度、忆阻状态变量、外部激励频率、外部激励幅值和忆阻直流偏

置强度。 

VS

RN
RL

L

C

+
v
-

is

iC iL iN
+
vS
-

+
EN

-

+
vN
-

 

图 4 多稳态忆阻 FHN 神经元电路 

Fig. 4. Multi-state Memristor-Based FHN Neural Circuit. 

2.3 无量纲哈密顿能量函数 

神经元的动力学行为会伴随着能量的释放和吸收，因此，有必要进一步揭示

神经元模型的能量演化机制。由图 4、式(2)和(4)可知，本文神经元电路中的能量

主要由主电容储存的电场能量、电感支路储存的磁场能量以及压控忆阻器通道对

应的等效电磁场能量神经元三部分组成，因此多稳态忆阻 FHN 神经元的电路储
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存的能量可表示为： 

 2 21 1 1
=

2 2 2
C L L NW W W W Cv Li i = + + + +  (7) 

选取 2

0 NW CE= ，并结合式(5)中的标度变换，可得到无量纲哈密顿能量函数

( , , )H u w  为： 

 2 2

0

1
( , , ) sin( )( 1)

2 2

W
H u w u w u

W


  = = + + −  (8) 

由此可以得出能量梯度 H 为： 

 

sin( )

( 1)[sin( ) cos( )]

u

H w

u

 



   

+ 
 

 =
 
 − + 

 (9) 

根据赫姆霍兹定理和哈密顿能量[39]可知哈密顿能量函数 ( , , )H u w  需要满足： 

 

T T

T T

( , , ) ( , , ) 0

d
( , , ) ( , , )

d

c

d

H J u w H H F u w

H
H R u w H H F u w

 

 


  = =



=   =


 (10) 

其中 H 为 ( , , )H u w  的梯度矩阵、 ( , , )J u w  和 ( , , )R u w  分别是斜对称矩阵和主对

角矩阵。赫姆霍兹定理指出任何矢量场都可分解为保守项 ( , , )cF u w  和耗散项

( , , )dF u w  。因此式(6)可以分解为： 

 

2

1 2 3

d

d

d
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

d

d

d

sin( ) sin( )( 1)

sin( ) sin( )
         =

0 sin( )cos( ) ( 1)

1
0

         =

c d

u

w
F u w F u w J u w H R u w H

w F u u

u w

u



   






    

    

 

    



 
 
 
  = + =  + 
 
 
 
  

− − − −   
   

+ +
   + −
   
   − + − −   

−

11

22

33

0

0 0
1

0 0 0 0

0 0
0 0 0

R

H R H

R


 
 

  
   + 
  
    

 
    (11) 
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其中 ( , , )R u w  中的具体元素为： 

 

11

22 2

2

1 2 3
33

sin( ) sin( )( 1)

sin( )

sin( )

sin( )cos( ) ( 1)

( 1)[sin( ) cos( )]

F u u
R

u

w
R

w

u
R

u

    

 

  



    

   

− − −
= +


+

= −

 − + − −

=
− +

 (12) 

相应的 ( , , )H u w  关于 的导数为： 

 

1

T

2

2 3

( sin )[ sin( ) sin ( 1)]

      ( sin

)

)

      o

d

( 1)[sin c s ][ sin cos

d

       = ( ,

( 1

,

) ]

d

H

H

u F u u

w w

u u

F u w

      

  

        





= + − − −

− +

+ − + − + − −



 (13) 

由式(12)(13)可知，保守项满足 T ( , , ) 0cH F u w  = ，因此仅描述系统内部能量

交 换 ， 不 改 变 总 能 量 。 而 系 统 能 量 变 化 由 非 保 守 项 决 定 ， 即

T ( , , ) d / ddH F u w H  = 。由此说明，多稳态忆阻器的引入使系统具有状态依赖

的能量调控机制，为后续复杂放电和多稳态共存分析提供了物理依据。 

2.4 平衡性分析 

原系统在外部正弦激励作用下为非自治系统，严格意义下不存在寻常的平衡

点。为了分析系统内部非线性结构对动力学行为的影响，将输入项冻结为常值参

数 B，从而得到对应自治系统，并进一步研究其平衡点分布及零流线结构。定义

多稳态忆阻 FHN 神经元模型的平衡点为 ( , , )E u w = 。当式 (6) 的右端方程等于0

时，可以得到式 (14) 。 

 

 

2

1 2 3

0 sin( ) sin( )( 1)

0

0 sin cos ( 1)

F u w u

u w

u

    





    








= − − − −

−
=

− + − = −

 (14) 

设定参数 3 0.07 = ，其他参数同上一节。因此，式 (14) 可以推导为： 
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2

50
B ( 1)sin 6

7

sin(2 ) 0.015( 1) 2

u u

u






= − +


 = − −

 (15) 

由方程 (15)可知需要满足约束条件： 

 2| 0.015( 1) 2 | 1u − −   (16) 

由式 (15)与式 (16) 分析可得： 

 ( ) 2( 1) π
arcsin(0.015( 1) 2) ,

2 2

k
k k

u k Z
−

= − − +   (17) 

分析可知，平衡方程的公共周期为 2π ，因此对于本模型的平衡点

( , , )
u

E u 


= ， ( , , 2 π),
u

E u n n Z


= +  仍然是平衡点。显然可以得出，系统在完

整状态空间中存在沿 方向周期复制的无穷多个平衡点，相关平衡点分布图如图

5 所示。 

−15 −10 −5 0 5 10 15
-2

-

0



2

(9.2407,-0.8821)

                        USF-ⅠUSF-Ⅱ

(-12.7459,-2.0642)

(-8.0234,-1.1245)

(-12.7459,4.2190)

(-8.0234,5.1587)

(9.2407,5.4011)

(15.0472,-2.2141)

(15.0472,4.0691)

 

图 5 平衡点分布 

Fig. 5. Distribution of equilibrium points. 

可以看出将输入项 B 定为 10，红色线条和蓝色线条分别是 0u = 和 0 = 时的

曲线，而它们的交点即是平衡点，所以系统在一个周期内共有四个平衡点。由于

系统在 方向具有 2π周期复制性，因此完整状态空间中存在无穷多个平衡点，

它们由这 4 个基本平衡点沿 方向周期延拓而成。此参数下的雅可比矩阵为式
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(18)。在此时的四个平衡点以及特征值如表 1。可知其均为不稳定鞍焦点(USF)，

为产生复杂的动力学提供了潜在的可能。 

 

12

sin( ) 1 cos( )( 1)

1
0

( 1) 0 cos(2 2 )

S

u

u

   



 

 

− − − − − 
 
 = −
 
 − − 

J  (18) 

 

表 1 平衡点及其特征值与稳定性类型 

Table 1. Equilibrium Points, Their Eigenvalues, and Stability Classes 

平衡点 特征值  平衡点类型 

( 12.7459, 8.9221, 2.0642)− − −  (0.5334, 0.2270 0.2640i)−   
一维不稳定流形鞍

焦点(USF-I) 

( 8.0234, 5.6164, 1.1245)− − −  (0.1906 0.2539i, 0.2749) −  
二维不稳定流形鞍

焦点(USF-II) 

(9.2407,6.4685, 0.8821)−  (0.0891 0.3544i, 0.2328) −  
二维不稳定流形鞍

焦点(USF-II) 

(15.0472,10.5330, 2.2141)−  (0.5088, 0.2645 0.3195i)−   
一维不稳定流形鞍

焦点(USF-I) 

3  参数驱动下的系统动力学行为分析 

3.1 二维动力学行为分布分析 

固定参数 0.0066F = ，选择可调参数分别为 、  和 3 ，并将参数映射到两

个二维参数空间[ , ]  和 3[ , ]  中。通过计算基于膜电压u 的峰值循环周期数和基

于 Wolf 法的 Lyapunov 指数，多稳态忆阻 FHN 神经元在每组分岔参数控制下产

生的动力学放电行为属性得以区分，如图 6 所示。P1至P8对应周期1至周期8 的

规则放电态，其最大 Lyapunov 指数小于0 ，表征系统的周期振荡行为。标记为MP

的紫色区域表示周期数更高的准周期或多周期放电态，其动力学虽复杂但仍具确

定性，最大 Lyapunov 指数同样小于0 。混沌行为在图中呈现为分布不连续的红色

区域，标志着系统对初值敏感且具有类随机性。此外，灰色区域标记为DI，对应

参数空间中的发散行为，表征模型在该参数下失稳。综上，根据图 6 可以直观的

看出多稳态忆阻FHN神经元动力学行为的参数域，同时反映出参数的微小变化可

以引起系统动力学行为的转变，表明此神经元模型在参数的影响下可以产生极其
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复杂的动力学现象。 

β
 

γ 

η
3

(a1)

(b2)(a2)

(b1)

γ γ 

γ 

β
 η
3

(a1)

 

图 6 神经元参数的二维动力学分布 (a1)  − 平面分岔图；(a2)  − 平面动力学图；(b1) 

3 − 平面分岔图；(b2) 3 − 平面动力学图 

Fig. 6. Two-dimensional dynamical distributions of neuronal parameters: (a1)  −  Planar 

bifurcation diagram; (a2)  −  Planar dynamical diagram; (b1) 3 −  Planar bifurcation 

diagram; (b2) 3 −  Planar dynamical diagram. 

3.2 关键参数的分岔演化分析 

为揭示系统动力学行为对关键参数的敏感性，固定初值为[0.6667, 0, 0.1]，分

别选取参数 、 和 3 作为控制变量，当三个控制参数分别  0,1.5  、  2,15  −

和  3 0.035,0.105  时，绘制了膜电位u 的分岔图以及对应的最大 Lyapunov 指数

谱如图7( ) ( )a c− 所示。 
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图 7 相关参数下的分岔图和 Lyapunov 图 (a) 非线性系数 ；(b) 外部激励幅值 ; 

(c) 忆阻直流偏置 3  

Fig. 7. Bifurcation diagrams and Lyapunov exponent plots for relevant parameters :  

(a) nonlinearity coefficient ; (b) external excitation amplitude ;(c) memristor DC bias 3 . 

由图 7(b)可见，随着  的增大，系统动力学行为依次经历临界过渡区、复杂

振荡区和重新有序区。当 4.24  时，最大 Lyapunov 指数在 0 附近小幅波动，分

岔点已由有限清晰分支逐渐展宽为稠密散点带，说明系统处于规则振荡与复杂振

荡之间的过渡区域。随着  继续增大，系统经历正向倍周期分岔并进入混沌区域，

此时LE1 0 。但当  增大至12.24后，LE1再次跌破 0，系统重新回到较简单的

周期态。由此说明，外部激励幅值  是调控系统动力学复杂程度的重要参数，这

也为后续选取幅值条件研究簇发振荡的演化特征提供了依据。 

3.3 低频驱动下簇发振荡的演化特征及形成机理 

簇发振荡是神经系统中一个重要的放电模态，此类型的动力学行为依赖于具

有快慢时间尺度的神经系统，它的本质是一个非线性动力系统在快慢变量分离的

框架下，由慢变量调制快变量，使其在静息与爆发两种定性不同的动力学状态之

间进行周期性切换的现象。而频率参数 F 表征外部周期激励的时间尺度，其变化

会显著影响系统快慢变量之间的耦合关系。当 F 取较小值时，外部激励变化较为

缓慢，系统在每个驱动周期内具有更充足的时间完成内部状态变量的积累与释

放过程。系统的兴奋性会随内部状态缓慢演化，从而使快变量u 在静息阶段与脉
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冲阶段之间发生交替切换，最终表现出典型的簇发振荡特征。相比之下，当 F 增

大时，外部激励变化速度加快，慢变量难以在较短时间内完成充分响应，其对

快子系统的调制作用减弱，系统中由记忆效应引起的状态切换机制受到抑制，因

此簇发行为逐渐减弱甚至消失，系统响应趋于规则周期振荡。由此可见，低频驱

动更有利于忆阻慢变量与主系统快变量形成有效的时间尺度分离，这是该模型产

生簇发振荡的重要原因。 
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图 8 不同外部激励频率下的簇发振荡演化时域图及相图 (a) 0.0066F = ；(b) 0.0132F = ；

(c) 0.0396F = ;(d) 0.060F =  

Fig. 8. Time-domain and phase-space diagrams of the evolution of burst oscillations under 

different external excitation frequencies: (a) 0.0066F = ; (b) 0.0132F = ; (c) 0.0396F = ;  

(d) 0.060F = . 

设定参数 10 = ， 3 0.07 = ， 1 = ，保持系统初值为[0.6667, 0, 0.1] ，刻画

了簇发振荡的变迁过程以及对应相图如图 8 所示。观察可知在 F 较小时，膜电压

u 在静息态和激发态不断交替切换，证实了簇发振荡。而且随着频率F 的不断增

大，簇发振荡中簇的个数在不断增加但是每个簇的周期尖峰放电次数依次减少，



 

 17 

直至簇发振荡消失只剩下标准的尖峰放电。数值结果表明，外部激励频率 F 是影

响系统放电模式的重要控制参数。 

为进一步揭示外部激励幅值对系统簇发行为的调制作用，在其他条件不变的

情况下，固定 0.0066F = 的驱动条件，分别绘制了  为10、 20 、30的时域响应

图如图 9 所示。可以看出，随着的  增大，系统簇发波形表现出由复杂多尖峰型

向规则平台型逐步演化的规律。在较小幅值条件下，簇发振荡内部包含大量高频

尖峰，且振幅起伏明显，表现为复杂多尖峰簇发；当  进一步增大时，簇内尖峰

数目减少，平台段与跃迁段逐渐清晰，系统演化为较规则的周期簇发；而在更大

幅值下，波形呈现出明显的高低平台交替与快速切换特征，表现为典型的平台型

簇发。该结果与图 7(b)中关于  的的分岔图与 Lyapunov 指数图是一致的。 
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图 9 低频下不同幅值对应的时域图 (a) 10 = ；(b) 20 = ；(c) 30 =  

Fig. 9. Time-domain plots corresponding to different amplitudes at low frequencies:  

(a) 10 = ; (b) 20 = ; (c) 30 = . 

为揭示系统簇发振荡的形成机制，进一步绘制了 ( , )u 平面中的转换相图，

并将系统平衡分支叠加于其上进行分析,由于幅值较低时转换相图较为复杂，不利

于机理展示。因此本文分别绘制了幅值转换相图如图 10 所示，但主要以 30 = 时

阐述簇发振荡的形成过程。如图 10(c)所示，图中红色实线和灰色虚线分别表示

两段稳定平衡分支与不稳定平衡分支，蓝色曲线表示系统在周期外部激励作用下

的实际演化轨迹，随着  的变化，平衡点的稳定性也随之改变。图中

FB1( 7.4407,12.958 )− 和 FB2(19.4407, 10.958)− 表示为系统的 Fold 分岔点，

HB1( 5.3871, 7.2208)− − 和 (17.3871,9.2208)HB2 表示为系统的 Hopf 分岔点。其中
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Fold 分岔改变系统固定参数截面上的平衡点数量导致增加或减少一对不稳定的

平衡点分支，进而影响轨迹跃迁通道以及激发阶段的振荡形态。Hopf 分岔使稳定

平衡点发生振荡失稳或重新获得稳定性，因此决定了系统静息态与振荡激发态之

间的稳定性转换。 

假设系统轨迹以P1( 30) = − 为起始点，随着  的不断增大，u沿着下方稳定

平衡点分支稳定运行，对应着簇发振荡时的静息态。当  增大到点HB1的时候发

生了Hopf 分岔，这时候神经元系统失去稳定，系统开始进入激发态，轨迹在相

空间中发生快速跃迁和大幅振荡，并受到不稳定平衡分支及其 Fold 折叠结构的影

响，进而出现跳跃现象，由于平衡分支的影响，u 趋于稳定。随着  的增大，u 逐

渐稳定到点P2( 30) = 。接着u 做相反的运动，沿着右上稳定平衡点分支遍历至

HB2，系统再次因为Hopf 分岔进入激发态，稳定平衡点又一次失去稳定性，轨

迹在 Fold 分岔的作用下跳跃至下方的平衡点分支并在稳定平衡点的作用下回到

了起始点 P1，即神经元系统完成了一个周期的簇发振荡。因此可知本系统的簇

发振荡由 Fold 分岔塑造不稳定平衡骨架以及Hopf 分岔诱导稳定性转换共同决

定。 

u
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图 10 不同激励幅值下平衡点分布曲线与转换相图叠加 (a) 10 = ；(b) 20 = ； 

(c) 30 =  

Fig. 10. Overlay of the equilibrium point distribution curve and the phase transition diagram for 

different excitation amplitudes: (a) 10 = ; (b) 20 = ; (c) 30 = . 

3.4 高频驱动下尖峰放电的特征 

尖峰放电时神经系统的另一重要模态，由上一节可知，在低频条件下多稳态
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FHN 神经元系统实现的是簇发振荡，为了实现尖峰放电，将参数设置为

0.0660F = ， 10 = ， 3 0.07 = ，保持初值不变，探索非线性反馈调制强度  对

本模型尖峰放电的影响。相关的分岔图以及 Lyapunov 指数图如图 11 所示。 

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

−10

0

10

20

30

40

50

60

u
(m

ax
)

γ

(a)

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0.0

0.1

L
E

s

 LE1

 LE2

 LE3

(b)

γ
 

图 11 高频条件下参数 变化时的动力学图 (a) 分岔图；(b) Lyapunov指数图 

Fig. 11. Dynamical plots of parameter   under high-frequency conditions: (a) Bifurcation 

diagram; (b) Lyapunov exponent plot. 

 

由图中可以看出，在高频率的情况下随着 的不断增大，系统出现了更为复

杂的动力学行为。随着参数数值的不断增大，在 0.95 = 时出现了倍周期分岔，

但是很快又经历了反向倍周期分岔。此时的 Lyapunov 指数LE1一直在0 左右浮

动，说明系统在该区间内存在“周期窗口—混沌窗口”交替演化特征，表明系统在

这一阶段具有较强的参数敏感性和复杂的吸引子重构行为。直到参数

(2.06,2.15)  时，系统经历了最后一次倍周期分岔，分岔图逐渐表现为大范围

连续稠密散点带，此时LE1>0且呈上升趋势,系统进入了稳定的混沌阶段。 

接着分析与非线性增益 相关的高频放电模态，研究表明，参数 是调控多

稳态 FHN 神经元尖峰放电模态的关键参数。如图 12 所示，当 分别为3、1.5和

0.9 时，系统相应呈现出混沌、弱混沌、周期放电行为。这些行为严格按图 11 的

分岔机制演化，从而证明了上述局部动力学分析的有效性。为了量化吸引子的复

杂性，采用Kaplan-Yorke维数 KYD 进行验证，其形式为式 (19) 所示，其中整数 j 需
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要满足
1

0
j

ii


+
 且

1

1
0

j

ii


+

=
 的条件。 

 
KY 1

1

1 j

ii

j

D j 
 =

+

= +   (19) 

通过计算，对于混沌吸引子，Lyapunov 指数分别为 LE1 0.02434= 、

LE2 0.00328= − 和 LE3 0.27728= − ,对于弱混沌吸引子，Lyapunov 指数分别为

LE1=0.00574、LE2= 0.01862− 和LE3= 0.19588− 。因此可以计算出混沌和弱混沌

的 KYD 分别为 2.075和1.029，明显看出混沌吸引子的最大 Lyapunov 数值和 KYD 均

高于弱混沌，可以证明混沌时的吸引子具有更高的复杂度，符合图 12 中的相平

面吸引子的差异。 
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图 12 不同条件下的相平面吸引子与尖峰放电模态 (a) 3 = ；(b) 1.5 = ；(c) 0.9 =  

Fig. 12. Phase-plane attractors and spike discharge modes under different conditions:  

(a) 3 = ; (b) 1.5 = ; (c) 0.9 = . 

4 忆阻初值位移调控的动力学分析 

4.1 忆阻初值调控机制 

在数值仿真中发现，当保持系统参数及外部激励不变、仅改变忆阻内部状态

变量的初始值时，系统可表现出明显的轨道位移现象。进一步分析表明，该现

象并非一般初值扰动引起的轨道偏移，而是由系统内部周期非线性结构所决定的

离散初值位移调控特性。由系统方程可知，状态变量并不是以线性形式直接进
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入系统，而是通过 sin( ) 与 sin( )cos( )  参与系统演化。对于任意整数 k Z ，有 

 
sin( 2 π) sin( )

sin( 2 π)cos( 2 π) sin( )cos( )

k

k k

 

   

+ =


+ + =
 (20) 

因此，系统向量场关于变量具有 2π平移不变性。设 ( ( ), ( ), ( ))u w    为初值

( (0), (0), (0))u w  对应的一组解，则构造新函数 

 ( ( ), ( ), ( )) ( ( ), ( ), ( ) 2 π)u w u w k       = +  (21) 

由于2 πk 为常数，所以有 

 
d d d d d d

, ,
d d d d d d

u u w w  

     
= = =


 (22) 

再结合上述周期关系可知，新函数仍满足原系统方程。因此，在保持 (0)u 与

(0)w 不变的情况下，若仅将忆阻内部状态初值 (0) 改变为 (0) 2 πk + ，则系统在

( , )u w 子空间中的动力学演化保持一致，而在方向上发生等量平移。由此说明，

系统所呈现的初值位移调控现象，本质上来源于忆阻内部状态变量所诱导的 2π平

移对称性[40]。 

4.2 可初值位移调控的多稳态共存吸引子 

为揭示系统的初值调控特性及多稳态动力学特征，令多稳态 FHN 神经元系

统的参数设定为 10 = 、 3 0.07 = 、 1.44 = 和 0.0660F = ，设置初始条件为

[0.6667,0, (0)]，当 (0) 在[0,6π]变化时，分别绘制了关于变量 的分岔图和变

量 (0)u 的吸引盆图如图 13。由图 13(a)可观察发现，随着 (0) 从0 增加到6π， 会

收敛到若干条彼此分离的分支，其周期为 2π。因此可以证明本系统具有明显的共

存吸引子现象且其具有沿着忆阻内部状态方向的周期位移特性，这也与 4.1 节中

所证明具有 2π周期的轨道偏移现象相吻合。图 13(b)吸引盆图进一步揭示了不同

吸引子的初值分布规律，不同颜色区域代表着不同的吸引域。需要指出的是，各

吸引域对应的吸引子具有相似的几何形态和动力学演化特征，其区别主要体现在
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磁通变量的终态偏置位置不同，紫色、蓝色、绿色和黄色区域分别对应系统最

终收敛到位于 0、2 、4 和6 附近的共存吸引子。相应区域呈竖直条带状分

布，说明在所考察范围内，系统最终演化到哪一类吸引子主要取决于忆阻内部状

态初值 (0) ，而对神经元电压初值 (0)u 的依赖较弱。而吸引盆边界较为清晰规则，

表明系统具有较好的初值可控性与状态选择鲁棒性。上述结果表明，该忆阻神经

元系统不仅存在多稳态共存现象，而且可通过调节忆阻初始状态实现吸引子之间

的有效切换。 

ϕ(0) 

u
(0

)

ϕ(0) 

ϕ

 

图 13 关于忆阻初始状态的初值分岔图与吸引盆 (a) 初值分岔；(b) 吸引盆 

Fig. 13. Bifurcation diagrams and attractors for the initial state of memristors (a) Initial state 

bifurcation; (b) Attractor diagram. 

为进一步验证系统中共存吸引子的存在性，设定 10 = 、 3 0.07 = 、 3 = 和

0.0660F = ，固定初值 (0) 0.6667u = ， (0) 0w = ，选取不同的忆阻状态初值

(0) 0.1π / 2.1π / 4.1π = 进行数值仿真，其对应三维平面相图和关于 的时域波形

如图 14 所示。由图 14(a)可以看出，在相同参数条件下，系统能够演化到三个彼

此分离的吸引子，它们分别分布于 =0、 2π和 4π附近。可以看出三者在相平面

中的位置不同，但其几何形态基本一致，表明这些吸引子具有明显的位移复制特

征。进一步结合图 14(b)时域波形可知，三组轨迹均在各自中心值附近保持稳定

振荡，且振荡幅值和波形结构相近，仅平均位置不同。该现象说明，不同初值可
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诱导系统进入不同的平移共存吸引子。 

此外，相邻吸引子在方向上的间距近似为 2π，这与忆阻非线性项所具有的

周期特性一致。因而，该系统所呈现的多稳态并非彼此无关的随机共存，而是一

类由忆阻内部状态周期性引起的规律性位移共存现象。上述结果进一步表明，通

过调控忆阻初始状态可实现对系统最终吸引子的有效选择。 
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图 14 不同忆阻初始状态下的共存吸引子及对应时域波形 (a) 共存吸引子；(b) 时域图 

Fig. 14. Coexisting attractors and corresponding time-domain waveforms for different initial states 

of memristors (a) Coexisting attractors; (b) Time-domain plot. 

5 电路实现与模型讨论 

5.1 PSpice 电路实现 

为验证所建忆阻神经元模型的电路可实现性，并为后续硬件实现提供依据，

本文对系统进行了等效电路设计。如图 15 所示，该电路主要由交流激励源、直

流偏置源、电阻、电容、电感、运算放大器、AD844电流反馈运算放大器、模拟

乘法器以及正弦运算模块构成。其中，忆阻状态电路用于实现忆阻器的状态演化

及非线性特性，浮地非线性模块利用 AD844模块用于完成忆阻器的浮地接入。

各器件参数设置如下：交流激励源 Sv 的幅值为1.5 V 、频率为1500 Hz；电源电压

为 CC 15 VV+ = 、 CC 15 VV− = ；偏置源 0.15 VNE = ， 1 VME = 。乘法器等效增益

1 3g = ， 2 1g = ， 8 10 kR = ， 9 20 kR = ，其他参数均与前文数值仿真一致。 
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分别设定电容 1C 的初始电压 (0) 0.1π / 2.1π / 4.1πv = ，每个初始电压驱动

PSpice 电路产生了忆阻初值相关的动力学吸引子。因为多稳态忆阻 FHN 神经元

模型的初值敏感性以及 PSpice 软件的计算误差，因此存在细小的结果误差是被允

许的，将电路仿真的数据导入到Origin中进行处理，结果如图16所示。可以看出

与图 (14)( )a 中的吸引子只存在微小差别，所以实验结果和数值模拟发现的忆阻初

值位移调控的现象相匹配，也因此证明了数值仿真的有效性。 

浮地非线性模块 电压源

忆阻状态电路主电路

 

图 15 多稳态忆阻 FHN 神经元的 PSpice 等效实现电路图 

Fig. 15. PSpice Equivalent Circuit Diagram of a Multi-State Memristor FHN Neuron. 
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图 16 不同忆阻初始条件下 PSpice 电路仿真的共存吸引子 

Fig. 16. Coexisting attractors in PSpice circuit simulations under different memristor initial 

conditions. 
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5.2 模型特征与相关研究比较 

为进一步说明本文模型的研究定位，表 2 对相关忆阻神经元模型进行了简要

比较。由表 2 可见，已有研究在模型类型、忆阻器作用方式和验证应用方面各有

侧重。相比之下，本文重点关注多稳态忆阻器引入 FHN 电路后产生的初值依赖

共存吸引子及规律性位移调控机制，并结合动力学分析和 PSpice 电路仿真对该机

制进行验证。该对比进一步表明，本文工作可作为现有忆阻神经元模型在多稳态

初值调控研究方面的补充。 

表 2 忆阻神经元模型对比 

Table 2. Comparison of Memristor Neuron Models 

文献 模型对象 忆阻器作用 主要动力学行为 验证/应用 

[20] 
离散忆阻神经

元 
替代恢复变量 

周期、混沌、超混沌及多吸引

子共存 
PSIM、FPGA 

[21] 
CCM 神经元电

路 

电流控制忆阻器

嵌入 LC 网络 

静息、周期、混沌、及类神经

尖峰 

数值分析、分岔验

证 

[22] 
自突触 FHN 神

经元 
自突触反馈调制 周期、准周期和混沌动力学 数值分析 

[24] 
非自治忆阻

FHN 电路 
忆阻非线性通道 簇发振荡与分岔机制 

电路仿真、硬件实

验 

[27] 
FHN-HR 异质

神经元 
忆阻耦合通道 簇发、尖峰与同步动力学 

电路实现、同步控

制 

[35] 
Wilson 耦合神

经元 
多稳态忆阻耦合 簇发、混沌和多涡卷行为 Arduino 实现 

本文 
多稳态忆阻

FHN 电路 
替代隧道二极管 

簇发、尖峰、混沌及平移共存

吸引子 
PSpice 电路实现 

6  结  论 

传统 FHN 神经元电路在表征多稳态及复杂振荡等神经特性方面存在局限，

为此，本文引入压控型多稳态忆阻器替代原电路中的隧道二极管，构建了一种新

型忆阻 FHN 神经元电路。研究结果表明，该电路不仅能产生周期、簇发、尖峰

及混沌等多种放电模式，其低频驱动下更易诱发簇发振荡的特性，与生物神经节

律活动相契合；同时，无量纲哈密顿能量分析表明，多稳态忆阻器的引入使系统

具有状态依赖的能量调控特性，为复杂放电和多稳态共存提供了能量角度的解
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释。更重要的是，忆阻器的引入赋予了电路记忆效应与状态依赖性，使传统 FHN

电路中固定的非线性通道转变为受内部状态变量调制的忆阻通道。由于忆阻器等

效忆导随内部状态变量动态变化，电路响应不仅取决于当前外部激励，还与忆阻

器的历史状态和初始状态有关，因此系统在外部激励频率、激励幅值、忆阻增益

及忆阻初值变化下表现出更强的自适应调节能力。具体而言，系统可在不同参数

条件下实现周期、簇发、尖峰及混沌等放电模式切换，并可通过调控忆阻内部状

态初值诱导多个规律性平移的共存吸引子，实现对最终动力学状态的选择。从应

用角度看，该忆阻 FHN 神经元电路可作为一种可调神经形态信号发生单元，用

于产生不同类型的类神经放电信号；同时，其初值依赖的多稳态共存特性也可用

于多状态存储、初值编码和状态选择等类突触记忆调控场景，从而在硬件层面为

生物神经元突触可塑性及状态依赖计算机制提供一种物理模拟实现途径。此外，

该系统所表现出的混沌放电、初值敏感性和多稳态状态切换特征，也可为伪随机

序列生成以及图像加密中的置乱、扩散过程提供潜在动力学基础，从而拓展其在

信息安全领域中的应用前景。本研究基于标准、易集成的电路元件，在一定程度

上减少了对特殊器件的依赖，为神经动力学研究提供了可调性较强的仿真平台。

所表现出的多稳态、初值依赖和状态可调等特性，也为构建基于忆阻器的高能效

神经形态计算系统提供了参考依据。 
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Dynamic Regulation of a Multistable Memristive 

FitzHugh-Nagumo Neuronal Circuit Under External 
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Abstract 

To reveal how memristive memory, external periodic excitation, and 

initial-state regulation jointly affect the complex dynamics of a 

FitzHugh–Nagumo (FHN) neuronal circuit, a multistable memristive FHN 

neuronal circuit is proposed by replacing the conventional tunnel diode in 

the classical FHN circuit with a voltage-controlled multistable memristor. 

First, the multistable memristor model is established from its port current 

relation and internal state equation. Its memristive and multistable 

properties are verified through pinched hysteresis loops, state-variable 

evolution, and responses under different initial conditions. Based on 

Kirchhoff’s laws, the circuit equations of the proposed neuron are then 

derived and transformed into an equivalent dimensionless model by 

voltage, current, and time scaling, which provides a unified framework for 

stability analysis and numerical simulation. To further clarify the energy 

regulation mechanism, a dimensionless Hamiltonian energy function is 

constructed by considering the electric-field energy of the capacitor, the 

magnetic-field energy of the inductor, and the equivalent electromagnetic 
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energy of the memristive channel. Helmholtz decomposition is used to 

decompose the vector field into conservative and dissipative components, 

showing that the introduced multistable memristor provides a 

state-dependent energy regulation mechanism for the FHN circuit. The 

effects of external excitation frequency, excitation amplitude, memristive 

feedback strength, and DC bias on neuronal firing dynamics are 

systematically investigated using equilibrium distribution, Jacobian 

eigenvalue analysis, two-dimensional dynamical maps, bifurcation 

diagrams, Lyapunov exponents, and phase trajectories. Numerical results 

show that the proposed circuit can generate various firing patterns, 

including periodic oscillations, bursting oscillations, spiking activity, 

weakly chaotic oscillations, and chaotic oscillations. In particular, 

low-frequency excitation promotes time-scale separation between the 

slow memristive state variable and the fast neuronal variables, thereby 

inducing pronounced bursting behavior. The bursting transition is jointly 

governed by stability switching induced by Hopf bifurcations and the 

unstable equilibrium skeleton shaped by fold bifurcations. Under 

high-frequency excitation, the system evolves from periodic firing to 

chaotic firing as the memristive nonlinear feedback strength varies. In 

addition, since the memristive internal state enters the system through 

periodic nonlinear functions, the vector field exhibits 2π translational 

invariance along the memristive state direction. This property enables 

regular translational displacement of trajectories when only the initial 

memristive state is changed, leading to multiple coexisting attractors with 

similar geometric structures but different spatial locations. Basin analysis 

further shows that the final attractor is mainly determined by the initial 

memristive state, and the well-defined basin boundaries indicate effective 

initial-state controllability. Finally, an equivalent PSpice circuit is 

designed to verify the circuit implementability of the proposed model. The 

circuit simulation results under different initial voltages of the memristive 

state capacitor agree well with the numerical results, confirming the 

initial-state-dependent coexistence and translational displacement of 

attractors. These results demonstrate that the multistable memristor not 

only enhances the diversity of firing patterns in the FHN neuronal circuit, 

but also endows the system with regular multistable coexistence that can 

be selected by the memristive initial state. The proposed model provides a 



 

 32 

physically realizable theoretical and circuit framework for studying 

complex firing regulation, multistable state control, and neuromorphic 

circuit design based on memristive neurons. 
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