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随机驱动 Kerr 谐振子的非平衡能量与光子输运 *
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非平衡量子输运是量子热力学与非平衡物理的交叉领域核心课题之一, 其中非线性光学腔中

能量与光子流的调控对量子器件设计具有重要意义. 本文研究随机场驱动下 Kerr 非线性谐振子

的非平衡输运性质. 通过在 Kerr 非线性项中引入随机涨落, 建立随机驱动 Kerr 谐振子模型, 并在

弱系统-环境耦合条件下推导随机平均后的量子主方程. 基于 Matsubara 频率展开方法, 将非相干

跃迁速率中的积分项分解为真空项, 高温项和量子项, 从而解析阐明非平衡交互的物理过程并提高

计算效率. 非线性驱动因为能量输入过程引入跃迁通道的依赖性, 与线性驱动相比在强驱动区域

更有利于能量输运. 研究表明, 驱动输入能流随热库温差和驱动强度增大而增强, 而 Kerr 非线性

会抑制能量注入. 进一步分析发现, 光子流由于随机驱动增强受到抑制,Kerr 谐振子的有效温度升

高形成温度壁垒, 阻碍了光子流的定向输运. 但在强随机驱动和强 Kerr 非线性下, 高激发态的有

效参与可以增强光子流. 本文结果可为随机驱动量子输运调控和量子器件设计提供理论参考.
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1 引 言

量子输运基于量子力学与开放系统框架来研究物质, 能量与信息如何在量子系统中的流动 [1–4]. 与经

典扩散输运不同, 量子输运深刻体现了隧穿, 量子相干与纠缠等纯量子效应, 并因离散能级结构而展现出

显著的非经典响应特征 [5–7]. 非平衡量子输运是量子热力学, 量子光学与凝聚态物理学交叉领域的前沿课

题 [8–10], 致力于探索量子系统在非平衡条件下的交换机制. 具体而言, 非平衡输运过程是由外部热力学差

† Corresponding author. E-mail: wangchen@zjnu.cn
* 浙江省自然科学基金 (批准号：LZ25A050001) 资助的课题.

1



 (温度梯度, 电压差) [3,11–13], 含时驱动 [14–18] 或量子关联 [19,20] 打破系统平衡, 产生可观测物理量 (如热

能) 产生定向净流及其涨落的物理过程 [21].

在量子光学系统中, 量子能量输运的研究近来受到了显著地关注 [8,22–26]. 光子作为能量与信息的理想

载体, 其非平衡流动行为影响着光量子芯片 [23], 量子网络 [27,28] 及精密量子感知 [29] 的性能上限. 特别在

非线性光学微腔中 [30–33],对光子输运的精准调控是实现单光子路由 [27,34],非经典光源制备 [35,36] 等核心

功能的先决条件. 与此同时, 量子热力学致力于在微纳尺度下深入理解热机、制冷机和热泵等量子热器件

的输运工作原理 [37]. 研究表明, 量子相干性, 压缩效应等要素可显著提升热机效率或制冷功率, 甚至有望

突破经典热力学的理论边界 [38–40]. 因此, 深入理解量子光学体系中非平衡输运过程, 为设计量子热阀 [23],

量子热二极管 [24], 量子热晶体管 [41–43], 量子热泵 [17,44] 及量子电池 [45] 等下一代量子能量器件提供了

关键的理论指导.

含时驱动一直是开放量子系统非平衡输运中一个重要的主题 [46]. 当系统处于周期性含时驱动下, 其

输运行为与静态情形存在根本性差异 [17]. 周期性驱动催生了量子输入 [16,47,48], 量子热机器 [49,50], 时间

晶体 [51] 及驱动-耗散量子电池 [52,53] 等前沿成果. 在此类驱动下, 系统打破细致平衡条件 [16], 驱动流甚

至表现出逆热力学差流动 [54], 抑制噪声 [55] 等反常特征, 赋予系统远比静态输运更丰富的物理内涵. 当量

子系统受到随机含时驱动时 [56,57], 随机含时涨落如何与离散能级, 量子相干性及微观散射过程耦合, 仍亟

待系统性理解. 目前关于随机驱动的稳恒态量子输运研究多以二能级系统为典型 [13,58]. 其中在两端口体

系中, 通过唯象调制两个热库的特征频率呈现出显著差异, 可以发现稳恒态泵浦特征. 但是现有解析工作主

要停留在唯象处理系统-环境耦合与采用极端谱特征下 (例如 Einstein 单模) [13], 缺乏描述随机场如何调

制量子跃迁速率的一般性解析表达式, 且难以从微观层面揭示可能存在的的微观物理过程 (例如非弹性散

射).

本文系统研究随机场驱动下 Kerr 非线性谐振子的非平衡能量输运. Kerr 非线性谐振子是研究非平衡

交互过程的一类典型量子光学体系 [61]. Kerr 谐振子近来在耗散量子相变 [59,60], 量子时间晶体 [51], Kerr

频率梳 [62] 等前沿方向得到了广泛的研究. 在量子输运研究中, 单个 Kerr 谐振子在双端热库偏置下的非

平衡稳态输运行为会展现出标度特征与能流的整流效应 [63,64]. 在耦合 Kerr 谐振子阵列中则可以观察到

Thouless 泵浦行为 [65]. 而在本文中, 随机驱动作用于谐振子的 Kerr 非线性项时, 能级间距将受随机过程

非线性调制. 进而可能影响系统的非相干跃迁与能流分配. 在此复杂情况下, 随机驱动如何与系统非线性协

同作用影响热流, 以及其中量子效应对总能流的具体贡献, 是个值得探索的问题. 本文旨在通过建立解析
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 与数值结合的分析方式, 重点探讨随机涨落如何调制 Kerr 谐振子与热库间的能量交换特征. 文中揭示了

Matsubara 频率展开下真空项, 高温极限项, 有限温量子项在非线性与低温区间对能量输运和光子输运过

程的作用. 并定量分析了驱动输入能流 JP,Kerr 谐振子系统与热库之间的能量交换 Jl, Jr 及光子流 Ir 对

驱动强度 γ, 非线性强度 U0 及温度偏差 ∆T 的依赖行为.

2 模型与方法

2.1 非平衡 Kerr 谐振子模型

耗散 Kerr 谐振子已经在量子光学 [60,62], 量子临界 [59], 精密测量 [51] 等领域得到了广泛的研究. 本

文考虑一个受随机场驱动的 Kerr 非线性谐振子与两热库独立耦合的体系, 如图 1(a) 所示. 非平衡系统的

总哈密顿量表示为

Ĥ = Ĥs(t) +
∑
µ=l,r

(
Ĥµ

B + V̂µ

)
. (1)

Kerr 谐振子系统的哈密顿量为 (全文设置 h̄ = 1)

Ĥs(t) = ω0â
†â+ (U0 + δU(t))(â†)2â2. (2)

其中 â† 与 â分别是光子的产生算符和湮灭算符, ω0 为单模光子的频率, U0 表示 Kerr静态作用强度, δU(t)

为随机驱动项, 对应的时间关联函数为

⟨δU(t)δU(τ)⟩ = γδ(t− τ), (3)

γ 表示非线性作用的强度. 两个玻色热库的哈密顿量分别为 Ĥµ
B =

∑
k ωk,µb

†
k,µbk,µ，b†k,µ(bk,µ) 是第 µ 个热

库中频率为 ωk,µ 的玻色模的产生（湮灭）算符. 系统-热库相互作用为 V̂µ =
∑

k(gk,µb̂
†
k,µ + g∗k,µb̂k,µ)Â, 其

中系统算符取为 Â = â†+ â,耦合常数为 gk,µ. 玻色子热库由谱函数表征 κµ(ω) = 2π
∑

k |gk,µ|2δ(ω−ωk,µ).

本文采用 Ohmic-Drude 型谱函数 κµ(ω) = αµω/[1 + (ω/ωc)
2] [66], 其中 αµ 为耗散强度, ωc 为截止频率.

对于 Kerr 谐振子, 在 Fock 基矢下 {|n⟩}, 系统哈密顿量是可以直接对角的. 对应的本征能量方程为

Ĥs(t)|n⟩ = [En + δU(t)n(n− 1)]|n⟩, (4)

En = ω0n+ U0n(n− 1) 为非含时部分.
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(b) (c)
𝐸𝑚+1,𝑚 − 𝜔𝑘𝜇

𝜔𝑘𝜇

𝐸𝑚+1,𝑚 𝐸𝑚+1,𝑚

𝐸𝑚+1,𝑚 − 𝜔𝑘𝜇

𝜔𝑘𝜇

图 1 (a) 随机场驱动的 Kerr 非线性谐振子模型示意图. 中间的量子系统为 Kerr 谐振子, 随机驱动作用在

Kerr 非线性项上. 左右两侧为两个独立的玻色子热库, 平衡态下的温度分别为 Tl 与 Tr. 图 (b) 和 (c) 则基

于公式 (15), 描述在 Fock 态 |m⟩ 和 |m + 1⟩ 之间进行非相干跃迁的能量非弹性散射行为. 其中图 (b) 对

应能量跃迁速率 Γ+
e,µ(Em+1,m), 描述谐振子从 |m⟩ 激发到 |m+ 1⟩ 过程中,µ 热库提供能量 ωk,µ, 同时随机

驱动端补偿剩余的 Em+1,m − ωk,µ; 图 (c) 对应跃迁速率 Γ−
e,µ(Em+1,m), 描述 |m+ 1⟩ 驰豫到 |m⟩ 过程中,µ

热库吸收能量 ωk,µ, 同时随机驱动端吸收剩余的 Em+1,m − ωk,µ.

Fig. 1. A schematic description of the Kerr nonlinear resonator model driven by a stochastic field. The

middle quantum system denotes the Kerr nonlinear resonator, with the stochastic driving acting on the

Kerr nonlinear term. Two independent bosonic thermal reservoirs are located at two sides, with

temperatures characterized by Tl and Tr, respectively. Based on Eq. (15), the incoherent inelastic

scattering processes corresponding to transitions between the Fock states |m⟩ and |m+ 1⟩ are

characterized by the transition rates (b) Γ+
e,µ(Em+1,m), describing the excitation process from |m⟩ to

|m+ 1⟩, where the µ thermal reservoir provides energy ωk,µ while the stochastic driving compensates the

remaining energy Em+1,m − ωk,µ; and (c) Γ−
e,µ(Em+1,m), describing the relaxation process from |m+1⟩ to

|m⟩, where the µ thermal reservoir absorbs energy ωk,µ while the stochastic driving absorbs the

remaining energy Em+1,m − ωk,µ.
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 2.2 量子主方程

在弱系统-热库耦合情况下, 采用 Born-Markov 近似推导非平衡 Kerr 谐振子系统的耗散运动方程. 在

相互作用绘景中, 非线性谐振子系统的约化密度矩阵运动方程为 [66]

dρ̂s,I(t)

dt
= −

∑
µ

∫ ∞

0

dτ TrB
{
[V̂µ(t), [V̂µ(t− τ), ρ̂s,I ⊗ ρ̂B]]

}
, (5)

其中热库的平衡态密度矩阵为 ρ̂B = Πµ=l,r[exp(−βµĤ
µ
B)/Zµ], 逆温度为 βµ = 1/kBTµ, 以及配分函数

为 Zµ = Tr{exp(−βµĤ
µ
B)}. 由于 Ĥs(t) 在 Fock 态基矢下是对角的, 因此 Â(t) 可以等价表述为 Â(t) =∑

m,m′ eiEmm′ t+iδmm′ (t)⟨m|Â|m′⟩|m⟩⟨m′|, 其中能级差为 Emm′ = Em − Em′ , 随机相位表示为

δmm′(t) = [m(m− 1)−m′(m′ − 1)]

∫ t

0

dτδω(τ). (6)

在之前的研究工作中, 随机相位与粒子激发数无关 [13]. 而本文的随机相位显著依赖于光子激发数, 这使得

驱动导致的能级间距扩展不均匀. 进一步, 注意到 ⟨m|Â|m′⟩ 的非零元仅出现在约束条件 m = m′ ± 1 中.

对于噪声，随机相位的系综平均给出
⟨
eiδ(t)

⟩
= exp (−γmm′t/2), 其中随机过程引起展宽系数

γmm′ = [m(m− 1)−m′(m′ − 1)]2γ. (7)

因此随机平均后的系统算符表述为

⟨Â(t)⟩ =
∑
m,m′

eiEmm′ t−γmm′ t/2⟨m|Â|m′⟩|m⟩⟨m′|. (8)

经过长时间演化后，约化谐振子系统的动力学方程简化为

d⟨ρ̂s,I⟩
dt

=
∑

m,m′,µ

Lµ
m,m′ [⟨ρ̂s,I⟩], (9a)

Lµ
m,m′ [⟨ρ̂s,I⟩] =[G−

µ (Em′m)|m⟩⟨m′|⟨ρ̂s,I⟩|m′⟩⟨m| (9b)

−G+
µ (Em′m)|m⟩⟨m|⟨ρ̂s,I⟩] +H.c..

量子主方程中的有效速率 G±
µ 定义为

G±
µ (Em′,m) = |⟨m|Â|m′⟩|2

∫ ∞

−∞

dω

2π
κµ(±ω)

nµ(±ω)

γm′m/2 + i(Em′,m − ω)
, (10)

这里非零跃迁耦合系数 ⟨m|Â|m′⟩ =
√
mδm,m′+1 +

√
m′δm,m′−1,nµ(ω) = 1/(eβµω − 1) 为玻色-爱因斯坦分

布函数. 通过方程 (9a) 可以发现，有效速率 G±
µ 的实部 Γ±

µ (Em′,m) = 2Re{G±
µ (Em′,m)} 决定了布居数的动
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 力学. Kerr 谐振子系统在 Fock 态下布居数 Pm,σ 的演化方程为

dPm

dt
=

∑
m′,µ

[
Γ−
µ (Em′,m)Pm′ − Γ+

µ (Em′,m)Pm

]
, (11)

其中非相干跃迁速率为

Γ±
µ (Em′,m) = |⟨m|Â|m′⟩|2

∫ ∞

−∞

dω

2π

±αµω

1 + (ω/ωc)2
γm′mnµ(±ω)

(γm′m/2)2 + (Em′,m − ω)2
. (12)

2.3 能流与光子流定义

根据能量守恒定律, 在稳态下系统的内能不再随时间变化, 因此从系统流入左侧热库和右侧热库的净

能量流之和等于驱动给系统的能量流. 因此, 随机驱动涌入系统的能量流 JP 可表示为系统与两个热库之间

能量交换的代数和

JP = Jl + Jr. (13)

正如公式 (12) 所描述的, 随机驱动的作用在于通过微观的调制系统和环境的非弹性能量交互过程, 直接影

响系统流入热库和驱动端口的能量流. 基于能量交互过程分析, 从系统流入左侧热库 (µ = l) 和右侧热库

(µ = r) 的能量流分别定义为

Jl =
∑
m,m′

θ(Em′,m)
[
Γ−
e,l(Em′,m)Pm′ − Γ+

e,l(Em′,m)Pm

]
, (14a)

Jr =
∑
m,m′

θ(Em′,m)
[
Γ−
e,r(Em′,m)Pm′ − Γ+

e,r(Em′,m)Pm

]
, (14b)

其中 Pm 为系统处于 Fock 态 |m⟩ 的概率,θ(E) 为 Heaviside 阶跃函数. 表达式 (14a) 与 (14b) 中的能量有

效跃迁速率

Γ±
e,µ(Em′,m) = |⟨m|Â|m′⟩|2

∫ ∞

−∞

dω

2π

±αµω
2

1 + (ω/ωc)2
γm′mnµ(±ω)

(γm′m/2)2 + (Em′,m − ω)2
. (15)

这里非相干跃迁速率 Γ±
e,µ(Em′,m) 展示了能量的非弹性散射过程. 具体而言,Γ+

e,µ(Em′,m) 可以描述

Kerr 谐振子从 |m⟩ 向上激发到 |m′⟩ 时,µ 热库提供 ωk,µ 能量, 而随机作用端则补偿剩余的 Em′,m − ωk,µ,

例如图 1(b) 所示. 而 Γ−
e,µ(Em′,m) 刻画了谐振子从 |m′⟩ 向下驰豫到 |m⟩ 时, 向 µ 热库释放 ωk,µ 能

量, 而随机作用端则吸收剩余的 Em′,m − ωk,µ, 如图 1(c) 所示. 而当随机作用消失时, 能量跃迁速率退化为

Γ+
e,µ(Em+1,m) = (m+1)Em+1,mκµ(Em+1,m)nµ(Em+1,m)和 Γ−

e,µ(Em+1,m) = (m+1)Em+1,mκµ(Em+1,m)[1+

nµ(Em+1,m)] [63]. 需要指出的是, 这里的量子主方程推导已经考虑了 Born-Markov 近似. 所以热库的截止
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 频率 ωc 需要远大于系统的本征能级. 因此, 我们没法像引文 [15] 那样, 通过调节一个热库截止频率小于系

统本征能级, 来实现随机泵浦效应.

而对于光子流, 可以基于耗散方程 (11) 与光子数运动方程 d⟨â†â⟩/dt≡
∑

m mdPm/dt = (Il + Ir) 得到

流出左, 右两端的光子流为

Il =
∑

m′>m

(m′ −m)
[
Γ+

l (Em′,m)Pm − Γ−
l (Em′,m)Pm′

]
, (16a)

Ir =
∑

m′>m

(m′ −m)
[
Γ+

r (Em′,m)Pm − Γ−
r (Em′,m)Pm′

]
. (16b)

光子流中的 Γ±
l (Em′m) 为光子数跃迁速率，其表达式请见公式 (12). 需要说明的是，这与公式 (15) 中的能

量跃迁速率不同. 由于, 随机驱动本身不能注入光子, 所以稳恒态光子流满足粒子数守恒条件 Il + Ir = 0.

需要说明的是, 基于耗散方程 (9a), 能量流 (13, 14a, 14b) 和光子流 (16a, 16b), 笔者具备研究 Kerr 谐

振子瞬态输运行为的能力. 但是当前工作主要集中在稳恒态的输运特征上.

3 Matsubara 频率求和

众所周知, 直接对能量交互跃迁速率 (15) 进行数值积分缺乏物理优化与计算效率. 考虑到跃迁速

率依赖温度和量子效应, 本文采用经典的 Matsubara 频率展开方法对跃迁速率进行分解. 需要指出, 这

是本文的方法创新点之一. 玻色-爱因斯坦分布函数在 Matsubara 展开形式下为 nµ(ω) = 1
βµω

− 1
2
+∑∞

n=1
2ω

βµ(ω2+ν2
n)

[67], 其中 νn = 2πn/βµ 为第 n 个 Matsubara 频率. 将上述展开代入方程 (15), 能量跃迁

速率可解析地表示为

Γ±
e,µ(Em′m) = |⟨m|Â|m′⟩|2{αω

2
c

β

Em′m

E2
m′m + (ωc + γm′m/2)2

∓αω2
c

2

[
1− ωc(γm′m/2 + ωc)

E2
m′m + (ωc + γm′m/2)2

]
+

∞∑
n=1

2αω2
c

β

Em′m

E2
m′m + (νn + γm′m/2)2

[
1− ω2

c (ωc + νn + γm′m)

[E2
m′m + (ωc + γm′m/2)2](ωc + νn)

]
}. (17)

其中等号右边大括号里的第一项表示高温极限贡献, 对应 nµ(ω) 的高温项 1/(βµω); 第二项为真空极限贡

献, 对应 −1/2; 而第三项则为有限温量子贡献, 对应离散项
∑∞

n=1
2ω

βµ(ω2+ν2
n)
. 类似的, 对于光子数跃迁速

率 (12) 通过 Mastubara 频率求和方法可以简化为

Γ±
µ (Em′m) = |⟨m|Â|m′⟩|2

{αµωc

βµ

γm′m/2 + ωc

E2
m′m + (ωc + γm′m/2)2

∓αµω
2
c

2

Em′m

E2
m′m + (ωc + γm′m/2)2

+
2αµω

2
c

βµ

∞∑
n=1

(ωc + νn + γm′m/2)E2
m′m + (γm′m/2)(ωc + γm′m/2)(νn + γm′m/2)

(ωc + νn)[E2 + (ωc + γm′m/2)2][E2
m′m + (νn + γm′m/2)2]

}
.(18)
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 上述两个表达式将复杂的频率积分转化为快速 Matsubara 频率求和, 使得物理计算过程变得清晰. 在实际

计算过程中, 求和截断数取为 Ntr = 5× 104, 足以保证跃迁速率快速收敛.

(a) (b)

图 2 基于 Matsubara 频率展开, 不同展开项对能流 JP 的贡献: (a)U0 = 0.1, (b)U0 = 50. 红色圈

(Semiclassical approximation) 为跃迁速率 Γ±
µ (Em′m) 中保留真空项和高温项得到的 JP; 蓝色三角 (Full

transition rate) 表示跃迁速率完整保留真空项, 高温项以及量子项得到的 JP. 谐振子频率设置为能量单位

ω0 = 1, 其他系统参数设置为 Matsubara 求和的截断数 Ntr = 5× 104, 光子截断数 Nph = 100, 随机驱动强

度 γ = 0.1,系统-热库耦合强度 αl = αr = 0.01,热库截止频率 ωc = 10,热库温度 kBTl = kBTr = kBT0 = 2.

Fig. 2. Based on the Matsubara frequency expansion, the contributions of different expansion terms to

the energy current JP are shown for (a) U0 = 0.1 and (b) U0 = 50. The red circles (semiclassical

approximation) represent JP obtained by retaining only the high-temperature and vacuum terms in the

transition rates , and the blue triangles (full transition rate) represent JP obtained by retaining the full

contributions, including the high-temperature, vacuum, and quantum terms. The resonator frequency is

set as the energy unit ω0 = 1. The other system parameters are set as the Matsubara summation

number truncation Ntr = 5× 104, the photon number truncation Nph = 100, the random drive strength

γ = 0.1, the system-reservoir coupling strengthsαl = αr = 0.01, the reservoir cutoff frequency ωc = 10,

and the reservoir temperatures kBTl = kBTr = kBT0 = 2.

基于 Matsubara 频率展开方法, 本文已经将 (能流, 光子流) 非相干跃迁速率的积分表达式解析地分

解为真空项, 高温项以及量子项. 为了研究有限温量子项对驱动输入能流的贡献, 图 2展示了能量全跃迁速
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 率 (Full transition rate) (17) 与仅保留真空与高温项的半经典近似 (Semiclassical approximation) 下随机

输入能流的对比情况. 研究发现, 在弱非线性区间 (如 U0 = 0.1 下的图 2(a)), 量子项的附加贡献并不显著,

半经典近似与完整跃迁速率的计算结果基本吻合. 这说明谐振子极限下的非平衡输运由真空项和高温项主

导. 然而, 在强非线性极限下 (如 U0 = 50 下的图 2(b)), 量子项对输运过程的贡献变得重要. 需注意的是,

低温下两点的视觉接近源于能流 JP 的较小绝对数值. 事实上, 此时量子项的相对修正率最高. 这一现象的

微观物理机制可归结为 Kerr非线性极大地增加了高阶激发的困难性. 有效抑制了 Kerr谐振子向第二激发

态及更高能级的非相干跃迁. 最终导致多能级谐振子系统在低温条件下实质上退化为有效二能级模型, 此

时系统的非线性特性凸显 [63,68]. 而随着环境温度的升高, 高温热激发逐渐占据主导地位. 跃迁速率中的高

温项贡献随之增大. 强烈的热涨落效应逐渐掩盖了离散能级结构带来的非线性限制 [63]. 因此, 量子项的相

对影响力随温度升高而减小, 系统行为最终又会趋近于半经典极限.

接下来解析分析在弱随机驱动极限 γ/ω0≪1 下, 驱动强度对跃迁速率的影响. 当 γ/ω0 = 0 时, 方程

(17) 中的能量交互跃迁速率与静态光-物质相互作用输运模型中的跃迁速率完全一致, 此时 JP = 0 [63]. 而

对于弱随机驱动情形，跃迁速率可关于 γ 作级数展开.考虑到 γ 为小量，忽略 γ2 及以上高阶项，速率 (15)

近似为

Γ±
e,µ(E) = |⟨m|Â|m′⟩|2[A±

µ +B±
µ γ +O(γ2)], (19)

其中系数 A±
µ 和 B±

µ 分别表示为

A±
µ =

αω2
cE

βDc

∓ αω2
c

2

(
1− ω2

c

Dc

)
+

2αω2
c

β

(
1− ω2

c

Dc

) ∞∑
n=1

E

Dn

, (20a)

B±
µ =− αω3

cE

βD2
c

± αω2
c

2

(
ωc

2Dc

− ω3
c

D2
c

)
− 2αω2

c

β

∞∑
n=1

[
E

Dn

(
ω2
c

Dc(ωc + νn)
− ω3

c

D2
c

)
+

Eνn
D2

n

(
1− ω2

c

Dc

)]
, (20b)

这里 Dc = E2 + ω2
c , Dn = E2 + ν2

n. 线性项 B±
µ γ 则代表了随机驱动引起的物理修正, 其来源于能级差 E

受随机驱动引起的展宽效应. 相应的, 通过驱动涌入谐振子的稳态流满足 JP∝γ, 这一结论经过数值验证.

4 稳恒态输运

4.1 能量流

图 3比较了非线性驱动与线性驱动条件下稳态输入热流 JP 随驱动强度 γ 的变化行为. 其中, 非线性

驱动描述了方程 (8) 中的随机驱动强度 γmm′ = [n(n− 1)− n′(n′ − 1)]
2
γ 依赖于能级结构; 而线性驱动下
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 驱动强度描述成 γmm′ = γ. 两种驱动方式下 JP 均随 γ 增大而增强并最终趋于饱和. 在 γ 较小的区域, 两

曲线几乎重合; 而随着 γ 继续增大, 非线性驱动下的 JP 开始显著高于线性驱动结果. 这种差异主要来源

于非线性驱动引入的跃迁通道依赖性. 对于 Kerr 非线性谐振子, 非线性驱动 δU(t) 对能级差的影响程度不

同, 这种差异由 [n(n− 1)− n′(n′ − 1)]
2 表征. 当 γ 较大时, 激发高占据态跃迁, 更强的涨落作用增强了跃

迁速率, 从而提高了稳态输入能流. 因此, 相比于所有跃迁通道作用强度相同的线性驱动, 非线性驱动更有

利于促进非线性系统中的能量输运.

图 3 输入能流 JP 在非线性随机驱动与线性驱动下调制驱动强度 γ 的变化行为. 蓝色实线表示非线性驱

动下的结果, 不同跃迁通道对应的实际驱动强度不同, 刻画为 γmm′ = [m(m − 1) −m′(m′ − 1)]2γ. 红色虚

线表示线性驱动下的结果, 刻画为 γmm′ = γ. 其他系统参数设置为 ω0 = 1,U0 = 0.2,Ntr = 5 × 104,Nph =

100,αl = αr = 0.01,ωc = 10,kBTl = kBTr = 1.

Fig. 3. The input energy current log10(JP) as a function of the driving strength γ under nonlinear and

linear driving cases. The blue solid line represents the result for nonlinear driving, where the effective

driving strength depends on the specific transition channel, characterized by

γmm′ = [m(m− 1)−m′(m′ − 1)]2γ. The red dashed line represents the result for linear driving,

characterized by γmm′ = γ. Other system parameters are set as ω0 = 1, U0 = 0.2, Ntr = 5× 104,

Nph = 100, αl = αr = 0.01, ωc = 10, and kBTl = kBTr = 1.
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

图 4 驱动输入能流 JP 与平均光子数 ⟨a†a⟩ 随温度偏差 kB∆T ,Kerr 非线性强度 U0 与随机驱动强度 γ

的变化行为. (a) 固定 U0 = 0.1,γ = 0.1,JP 随 kB∆T 的变化行为;(b)JP 随 U0 与 kB∆T 的变化行为, 其

中 γ = 0.1; (c)JP 随 γ 与 kB∆T 的变化行为, 其中 U0 = 0.1; (d) 固定 U0 = 0.1,γ = 0.1 时,⟨a†a⟩ 随

kB∆T 的变化行为;(e)⟨a†a⟩ 随 U0 与 kB∆T 的变化行为, 其中 γ = 0.1; (f)⟨a†a⟩ 随 γ 与 kB∆T 的变化

行为, 其中 U0 = 0.1. 其他系统参数设置为 Ntr = 5 × 104,Nph = 100,ω0 = 1,αl = αr = 0.01,ωc = 10，

kBTl = kBT0 + kB∆T/2，kBTr = kBT0 − kB∆T/2, kBT0 = 1.

Fig. 4. Behaviors of the pump energy current JP and the average photon number ⟨a†a⟩ as functions of

the temperature bias kB∆T , the Kerr nonlinearity strength U , and the random driving strength γ. (a)

JP as a function of kB∆T for fixed U0 = 0.1,γ = 0.1; (b) JP as a function of U0 and kB∆T with γ = 0.1;

(c) JP as a function of γ and kB∆T with U0 = 0.1; (d) ⟨a†a⟩ as a function of kB∆T for fixed

U0 = 0.1, γ = 0.1; (e) ⟨a†a⟩ as a function of U0 and kB∆T with γ = 0.1; (f) ⟨a†a⟩ as a function of γ and

kB∆T with U0 = 0.1. The other system parameters are set as ω0 = 1, Ntr = 5× 104, Nph = 100,

αl = αr = 0.01, ωc = 10, kBTl = kBT0 + kB∆T/2, kBTr = kBT0 − kB∆T/2, and kBT0 = 1.

图 4(a)-4(c) 分析了在稳恒态下, 输入能流 JP 随温度偏差 kB∆T ,Kerr 非线性强度 U0 与驱动强度 γ

的变化行为. 当固定 Kerr 非线性强度与驱动强度时 (如图 4(a) 中的 U0 = 0.1,γ = 0.1), 系统的输入能流

JP 随左右热库温差 kB∆T 的绝对值增大而递增, 且在系统处于热平衡 (∆T = 0) 时, 能流 JP 降至最低.
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 这表明系统偏离平衡态的程度越强, 系统与外部环境的能量交换过程越能被有效激发, 进而驱动能流的能

力也越大. 为进一步揭示 Kerr 非线性和随机驱动对稳态输运的协同作用, 图 4(b) 和 4(c) 展示了能流在不

同参数空间下的三维调制行为. 图 4(b) 中固定了 γ = 0.1, 可以观察到在相同的温度偏差 ∆T 下,Kerr 非

线性强度 U0 越弱, 输入能流 JP 越强, 能流随 kB∆T 变化的曲线有更剧烈的响应幅度. 而固定 U0 = 0.1

时, 图 4(c) 展示了 JP 随 γ 与 kB∆T 的变化. 在相同温度偏置下, 随机驱动强度 γ 越强, 促使 JP 越大. 由

此可得, 较弱的非线性相互作用 U0 与较强的随机场驱动 γ 协同配合, 有利于系统与热库之间的能量交换,

从而能够最大限度地促进外部向系统输入能量.

为了刻画随机驱动对 Kerr 谐振子带来的有效温度影响, 本文通过图 4(d)-4(f) 分析系统的平均光子数

⟨a†a⟩ 来阐明上述能流变化的内在机制. 当固定 U0 = 0.1,γ = 0.1 时, 图 4(d) 显示 ⟨a†a⟩ 随温度偏置 kB∆T

的增大而显著增加, 这对应着驱动端的有效温度也同步提高. 这种由于驱动光子而导致的有效高温, 进一步

加剧了 Kerr谐振子与两侧热库之间的温差偏差,从而强化了外部能量持续注入非线性谐振子的过程. 类似

的行为也可以在图 4(e)(固定 γ = 0.1) 观察到. 此外, 当 Kerr 非线性强度 U0 越大, 腔内累积的平均光子数

⟨a†a⟩ 越少 [63]. 可以预见对应的输入能流也随之减弱. 与之对应, 图 4(f)(固定 U0 = 0.1) 则直观地揭示了

在相同的温度偏差下, 随机驱动强度 γ 的增强会导致平均光子数激增. 进而提升输入能流的强度. 因此, 较

小的非线性强度 U0 与较大的随机驱动 γ 共同促使了大量光子在谐振子内部积聚, 表征了系统的有效温度

的显著升高.

同时, 注意到 ⟨a†a⟩ 与输入能量流 JP 的行为展现出了高度相似性. 具体而言, 考虑弱随机驱动强度

(例如图 4(a)), 谐振子与温度高的玻色子热库有更高效的非弹性交互过程, 表现为更大的非相干跃迁速率.

使得随机驱动可以有效激发谐振子内的光子数. 当刻画系统的有效热态温度 Ts 为

⟨â†â⟩ =
∑

m me−Em/kBTs∑
m e−Em/kBTs

, (21)

其中 Em = ω0m+U0m(m− 1) (m≥0). 可以发现 Ts 随着温差 ∆T 增大而相应升高, 如图 5(a) 所示. 这就

对应了 ⟨â†â⟩ 随温差变大而激发增强的结果, 如图 4(d). 同时, 由于谐振子与低温端口温差不断增大, 提升

了随机端口能量流输入到低温端口, 如图 5(c). 而考虑较强随机驱动的情况时, 类似的, 随机驱动项通过高

温端口的散射交互过程显著增大了谐振子的有效温度, 如图 5(b). 在大温差下, 使得输入流 JP 向两个端口

输入近似等量的能流 Jl(r)≈JP/2, 如图 5(d). 从而解释了平均光子数和驱动输入能量流随着热库温差 ∆T

表现出相似的行为.
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 (a) (b)

(c) (d)

图 5 (a) 弱驱动 γ = 0.01 和 (b) 强驱动 γ = 0.2 时系统的有效温度 kBTs (21), 左侧玻色热库温度 kBTl

及右侧玻色热库 kBTr 随温度偏差 kB∆T 的变化行为. (c) 弱驱动 γ = 0.01 和 (d) 强驱动 γ = 0.2 时驱动

输入能流 JP, 系统流入左侧玻色热库的能流 Jl 及流入右侧玻色热库能流 Jr 随 kB∆T 的变化行为. 其他系

统参数设置为 ω0 = 1,U0 = 0.1,Ntr = 5× 104,Nph = 100,αl = αr = 0.01,ωc = 10，kBTl = kBT0 + kB∆T/2，

kBTr = kBT0 − kB∆T/2, kBT0 = 1.

Fig. 5. (a) Behaviors of the system effective temperature kBTs (21), the left Bose thermal bath

temperature kBTl, and the right Bose thermal bath temperature kBTr as functions of the temperature

bias kB∆T for weak driving γ = 0.01; (b) for strong driving γ = 0.2. Behaviors of the pump energy

current JP, the energy current flowing into the left Bose thermal bath Jl, and the energy current flowing

into the right Bose thermal bath Jr as functions of kB∆T for (c) weak driving strength γ = 0.01 and (d)

strong driving strength γ = 0.2. The other system parameters are set as ω0 = 1,U0 = 0.1, Ntr = 5× 104,

Nph = 100, αl = αr = 0.01, ωc = 10, kBTl = kBT0 + kB∆T/2, kBTr = kBT0 − kB∆T/2, and kBT0 = 1.
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 本文还分析了强 Kerr 非线性极限下的输入能流行为, 如图 6(a) 所示. 结果表明随着驱动强度 γ 增

大,JP 单调增大. 但是相对于近简谐极限而言, 输入能流强度整体减弱, 并且对温差响应比较微弱. 类似的,

图 6(b) 中的光子平均数 ⟨a†a⟩ 也能被随机驱动激发, 但是随温差变化幅度较小. 这与 JP 的调制行为自洽.

(a) (b)

图 6 固定 U0 = 50 时 (a) 输入能流 JP 和 (b) 平均光子数 ⟨a†a⟩ 随 γ 与 kB∆T 的变化行为. 其他

系统参数设置为 ω0 = 1,Ntr = 5 × 104,Nph = 100,αl = αr = 0.01,ωc = 10，kBTl = kBT0 + kB∆T/2，

kBTr = kBT0 − kB∆T/2, kBT0 = 1.

Fig. 6. (a) The input energy current JP and (b) the average photon number ⟨a†a⟩ as functions of γ and

kB∆T with fixed U0 = 50. The other system parameters are set as ω0 = 1, Ntr = 5× 104, Nph = 100,

αl = αr = 0.01, ωc = 10, kBTl = kBT0 + kB∆T/2, kBTr = kBT0 − kB∆T/2, and kBT0 = 1.

此外, 图 7(a)-7(b) 分别展示了输入能流 JP 和从 Kerr 谐振子流向右侧热库的能流 Jr 随着随机驱动

强度 γ 和 Kerr 非线性强度 U0 变化的依赖关系. 从全局参数视角, 可观察稳恒态能量输运的非线性响应.

在对称热库设置下, 从系统流入左右两侧热库的能流展现出高度对称性 Jl = Jr, 故仅以 Jr 为代表展示. 进

一步研究表明, 能流随参数变化呈现出显著的非线性饱和特性: 固定 U0 可以观察到能流 JP 随 γ 变化的

行为, 非线性强度 U0 较小时, 能流随驱动强度 γ 呈现出近线性增长特征; 而当 γ 较大时, 该曲线随 γ 的增

长开始弯曲并趋于平缓, 且随着 U0 的增大, 线性增长的区间越长. 同时, 在固定 γ 后观察能流随 U0 的变

化: 随机驱动强度 γ 较小时, 能流在低 U0 区域快速衰减, 并在进入大 U0 极限后趋于饱和, 且随着 γ 的增

大, 能流衰减的越缓慢. 这进一步印证了弱非线性有利于能量输运的结论, 且在大的非线性强度区间系统的

输运行为对 U0 不敏感.
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 (a) (b)

图 7 (a) 输入能流 JP 及 (b)Kerr 谐振子系统流入右侧热库的能流 Jr 随 γ 与 U0 的变化行为. 其他系统

参数设置为 ω0 = 1, Ntr = 5× 104,Nph = 100,αl = αr = 0.01,ωc = 10,kBTl = kBTr = kBT0 = 1.

Fig. 7. (a) The input energy current JP and (b) energy current Jr flowing from the Kerr resonator

system into the right reservoir, as functions of γ and U0. Other system parameters are set as ω0 = 1,

Ntr = 5× 104, Nph = 100,αl = αr = 0.01, ωc = 10,and kBTl = kBTr = kBT0 = 1.

4.2 光子流

由于稳恒态下光子流守恒关系 Il + Ir = 0, 考虑 Kerr 谐振子系统流出到右侧玻色库的光子流 Ir 在温

度偏差 kB∆T ,Kerr 非线性强度 U0 以及随机驱动强度 γ 的共同作用下展现出的非平衡输运行为. 图 8(a)-

8(c) 描述了当固定 Kerr 非线性强度时 (如图 8(a) 中的 U0 = 0.1), 由于 kB∆T 决定了非平衡输运方向,Ir

关于 kB∆T 则呈现近似反对称分布: 随着 kB|∆T | 的减小,|Ir| 逐渐减小, 并在 kB∆T = 0 时几乎为零. 同

时, 随着随机驱动强度 γ 的增强,Ir 明显减弱并逐渐趋于饱和. 这是由于较强的随机涨落提升了 Kerr 谐

振子的有效温度, 形成了一个较强的温度壁垒, 从而抑制了光子输运. 类似的行为也可以在图 8(b)(固定

γ = 0.1) 观察到. Kerr 非线性强度 U0 的增强会增大系统能级之间的失谐程度, 从而减少了系统与热库之

间的跃迁通道,最终同样的抑制光子输运. 为进一步揭示随机驱动与 Kerr非线性之间存在的竞争与协同关

系, 图 8(c) 展示了光子流 Ir 在 (γ, U0) 参数空间中的三维调制行为. 在弱随机区域,γ 较小时, 光子流 Ir 随

着 U0 的增大而逐渐减小, 表现出与前文类似的非线性抑制行为. 然而, 在较强随机驱动区域, 随着 U0 的增

大, 光子流 Ir 反而逐渐增强. 高占据态被有效的激发参与光子交互过程. 这表明较强的非线性随机驱动结

合适当的 Kerr 非线性有利于光子输运.
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(a) (b) (c)

图 8 Kerr 谐振子系统流出右侧热库的光子流 Ir 随系统参数 γ, U0 及 kB∆T 的变化行为. (a) 光子流 Ir

随 kB∆T 与 γ 的变化行为, 其中 U0 = 0.1. (b) 光子流 Ir 随 kB∆T 与 U0 的变化行为, 其中 γ = 0.1. (c)

光子流 Ir 随 γ 与 U0 的变化行为, 其中 kB∆T = −2. 其他系统参数设置为 ω0 = 1,Ntr = 5 × 104,Nph =

100,αl = αr = 0.01,ωc = 10, kBTl = kBT0 + kB∆T/2, kBTr = kBT0 − kB∆T/2,kBT0 = 1.

Fig. 8. The photon current Ir flowing from the Kerr resonator system into the left reservoir, as functions

of γ, U0, and kB∆T . (a) Ir as a function of kB∆T and γ with U0 = 0.1; (b) Ir as a function of kB∆T and

U0 with γ = 0.1; (c) Ir as a function of γ and U0 with kB∆T = −2. Other system parameters are set as

ω0 = 1, Ntr = 5× 104, Nph = 100, αl = αr = 0.01, ωc = 10, kBTl = kBT0 + kB∆T/2,

kBTr = kBT0 − kB∆T/2, and kBT0 = 1.

5 实验可行性

为了获得正 Kerr 非线性项, 根据之前的超导电路实验, 本文考虑采用微波谐振子耦合超导型非线性非

对称电感式元器件 (SNAIL) 来实现可能的 Kerr 谐振子模型, 其中超导型非线性非对称电感式元器件由 3

个大约瑟夫森结和 1 个小约瑟夫森结构成 [69]. 耦合体系的哈密顿量可以表示为

H = C
Φ2

0

2
ϕ̇2 + US−R, (22)

其中 C 为构成谐振子的电容强度,Φ0 为磁通量子, ϕ 表示正则相位坐标. 耦合系统的势能表示为 US−R =

EL
2
(ϕ− ϕs)

2 − βEJ cos(ϕs)− 3EJ cos(ϕext−ϕs

3
), EL = Φ2

0/L 是电感能量, L 为电感强度, EJ 为约瑟夫森能,

β 是小结与大结的能量之比, ϕext 为外部磁通导致的相位,ϕs 为 SNAIL 内的相位差. 通过对总势能 US−R

在相位极小值点 ϕm 做泰勒展开, 系统在二次量子化后的哈密顿量可以有效表示为 [70]

ĤS−R = h̄ω0â
†â+ h̄g3(â

† + â)3 + h̄g4(â
† + â)4, (23)
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 其中 â† (â) 为谐振子的产生 (湮灭) 算符, h̄ω0 =
√
8ECEJc2 为占据能, h̄g3 = c3

√
ECh̄ω0/6c2 和 h̄g4 =

c4EC/12c2 为非线性耦合强度, EC = e2/2C 为电容能, 系数 ck = 1
EJ

(dkUS−R/dϕ
k)|ϕm. 利用高阶微扰修

正, 耦合系统的本征能量可得 Em/h̄ = mω0 + 6(g4 − 5g23/ωs)m(m+ 1). 因此, 混合系统的 Kerr 非线性强

度 h̄U0 = d2Em/dm2 可以得到为 [70,71]

h̄U0 = 12h̄
(
g4 −

5g23
ω0

)
. (24)

当 g4 > 5g23/ωs 时, 就可以得到 Kerr 光子-光子排斥强度. 此时,Kerr 谐振子的有效哈密顿量表示为

Ĥeff = h̄(ω0â
†â+ U0â

†â†ââ). 如果考虑在 Kerr 非线性作用上加入随机项 δU(t), 例如在 g3 或 g4 上引入随

机过程,则可能得到方程 (2)中的随机驱动 Kerr谐振子的哈密顿量. 实验上, ω0/2π 调制为 4.08−5.0 GHz,

U0 已报道的约为 5.0 MHz [71]. 而通过表达式 (24) 知道 U0∝EC, 如果未来的实验能够调大 EC 并减少

EJ, 则可能进一步增大 U0 并减少 ω0, 可能达到本文的部分参数区间.

此外, 基于电路量子电动力学平台 [8,23], 把 Kerr 谐振子系统两端接入介观玻色子热库. 通过随机驱

动项与热库温差协同作用下, 可以产生能量流和光子流. 从而可能可以利用计数方式, 通过多次非平衡轨迹

测量方式 [22], 统计得到稳恒态能量流与光子流. 而对于平均光子数, 原则上可以基于输入-输出的弱测量

理论 [72], 得到输出功率谱密度. 进而, 可以提取出腔内光子的有源辐射谱 Sa(ω) = 1
2π

∫∞
−∞ dτeiωτ ⟨â†(t +

τ)â(t)⟩ [73]. 从而, 反推腔内的平均光子数为 ⟨â†â⟩ =
∫∞
−∞ dωSa(ω).

6 结论

本文基于系统-环境弱耦合推导出的量子主方程, 利用 Matsubara 频率展开探讨了随机 Kerr 作用驱动

下谐振子的非平衡能量流与光子数流. 文章主要研究结果为:

从方法角度, 在非相干跃迁速率的表达式中引入 Mataubara 频率展开方法, 将速率积分有效分解为真

空项, 高温项和量子项求和. 从而利用 Matsubara 频率展开方法, 解析给出了超越 Einstein 谱函数极限的

跃迁速率 [15], 使复杂的频率积分变为频率求和, 使得物理过程的计算变得清晰. 当随机驱动强度趋于 0,

基于 Matsubara 频率展开的非相干跃迁速率自然退化为引文 [63] 的两端口结果. 具体研究表明, 在近简谐

区域, 真空项与高温项的半经典性对非平衡输运行为起到主要贡献. 而在强 Kerr 非线性作用区间, 由于对

高阶激发的强烈抑制, 离散能级的量子效应凸显, 谐振子系统退化为有效二能级模型. 但随着环境温度升

高, 强烈的热涨落效应逐渐掩盖了量子特性的非线性限制, 系统行为最终又会趋于半经典特征.

从微观交互图像角度, 通过非相干跃迁速率的表达式, 发现由于随机作用引起的跃迁能级展宽效应, 从
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 而揭示了由于随机驱动导致的热库-Kerr 谐振子-驱动端口之间微观非弹性散射能量交互过程, 如图 1(b)

和 1(c) 所示.

从非平衡流角度, 本文发现强随机驱动协同弱 Kerr 非线性作用可以有效向谐振子系统输入能量. 强随

机驱动协同强 Kerr 非线性作用有效增强光子流. 在弱随机驱动近似下解析获得随机驱动强度与稳态输入

能流之间的线性关系. 具体而言, 比较了非线性驱动与线性驱动对稳态输入能流的影响. 发现在较强驱动区

域, 非线性驱动的交互过程由于引入了跃迁通道依赖性, 能够更有效地促进能量传输. 同时, 发现在远离热

平衡条件下,Kerr 谐振腔中的输入能流与平均光子数均显著增强, 系统可表现出有效高温特性; 弱 Kerr 非

线性相互作用与强随机驱动协同作用, 能够很大程度地促进外部输入能量向系统的泵入. 而过强的 Kerr非

线性则会导致光子间强烈的相互排斥, 引发类似能级阻塞的效应, 最终抑制能量的输入能力. 本文还分析了

光子流 Ir 在系统参数共同作用下的变化行为. 结果表明, 随机驱动强度 γ 的增强会有效提升 Kerr 谐振子

的有效温度, 加剧光子输运的壁垒效应, 通常会抑制有效光子输运. 而 Kerr 非线性强度 U0 通常会通过增

大能级失谐和压缩有效跃迁通道抑制光子流. 但在强随机驱动区域,高占据态在较强的 Kerr非线性强度下

又能够有效的参与光子输运过程, 使光子流得到一定增强.

此外, 本文所提出的模型在超导电路量子电动力学平台上可能有一定的实现可行性. 这为实际量子系

统的设计提供了一种可能路径. 本研究对加深非线性光学腔中非平衡能量与光子流动调控的理解和为随机

驱动量子能量器件设计提供了理论参考.
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 Nonequilibrium energy and photon transport in a

stochastically driven Kerr resonator*

LU Yuwei CHEN Yitian LIU Huan WANG Chen†

( Department of Physics, Zhejiang Normal University, Jinhua 321004, Zhejiang, China )

Abstract

Nonequilibrium quantum transport in quantum optical systems has attracted increasing attention in

quantum thermodynamics and nonequilibrium physics. In particular, the regulation of energy flow in Kerr

nonlinear cavities plays an important role in the design and optimization of quantum thermal devices.

Recently, stochastic driving has been recognized as an effective mechanism for inducing nonequilibrium

energy exchange and enhancing transport performance in open quantum systems. To explore the influence

of nonlinear field fluctuations on quantum transport, we investigate the nonequilibrium transport proper-

ties of a Kerr nonlinear resonator under stochastic driving, with particular attention to both energy and

photon currents. In this model, stochastic driving is introduced into the Kerr nonlinear interaction term.

Meanwhile, the resonator is coupled to two bosonic thermal reservoirs. Under the weak system–reservoir

coupling condition, the stochastic-averaged quantum master equation is derived to describe the dissipative

dynamics and steady-state transport behavior of the system. The incoherent transition rates reveal the

inelastic scattering processes associated with energy exchange among the system, thermal reservoirs, and

stochastic driving channel. Based on the Matsubara frequency expansion method, the integral terms in

the transition rates are decomposed into the vacuum term, the high-temperature term, and the quantum

correction term. In the weak stochastic-driving limit, an approximate expansion demonstrates the linear

* Project supported by the Zhejiang Provincial Natural Science Foundation of China (Grant No.
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 dependence of the input energy current on the nonlinear driving strength. Compared with linear driv-

ing, nonlinear driving introduces transition-channel-dependent energy injection processes, which become

more favorable for energy transport in the strong-driving regime. Our results show that the stochastic

input energy current increases with both the temperature bias and the stochastic driving strength, while

stronger Kerr nonlinearity suppresses the input current. The average photon number exhibits similar

behavior, indicating that both the temperature bias and nonlinear driving effectively increase the res-

onator’s effective temperature and induce stochastic energy injection. Further analysis reveals that the

photon current is suppressed as the stochastic driving strength increases because the elevated effective

temperature inside the Kerr resonator forms a thermal barrier that hinders directional photon transport.

However, in the strong stochastic-driving regime, increasing the Kerr nonlinearity can instead enhance the

photon current. Moreover, the studied model in this article may be realized based on the circuit quantum

electrodynamics setup. This may provide a possible route to design the practical quantum system. We

hope that these results can deepen the understanding of stochastic-driven quantum transport in stochastic

quantum systems and provide theoretical insights for the design and optimization of quantum thermal

devices.

Keywords: quantum energy transport, quantum master equation, stochastic driving, open
quantum system
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