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Kitaev 蜂窝模型是严格可解的自旋液体模型，由其催生的外磁场下新奇物态研究是凝聚态物

理的重要前沿热点之一。本文系统梳理 Kitaev 模型及其扩展在磁场中涌现的量子与拓扑相。首先

回顾 Kitaev 模型在 [111] 方向弱磁场下由三阶微扰诱导的手征自旋液体，其陈数为 ±1，能产生

半整数量子化霍尔热导率和手征边缘态。在此基础上，综述一维手性孤子相、准一维涡旋玻璃相

及经典 Kitaev 模型中受约束保护的自旋液体。针对自旋 1/2 反铁磁模型，比较了众多量子多体

方法在揭示中间相本质上的可能性，包括无能隙 U(1) 自旋液体、Majorana 金属与有能隙手征态

等。进一步介绍自旋 1 反铁磁 Kitaev 模型的基态能隙及磁场诱导相变，以及扩展模型中由不同

方向磁场调控的自旋液体、向列顺磁相和自旋转向相等。最后探讨强磁场极化相中拓扑磁子激发

及霍尔热导率的方向依赖性，以及星形晶格中的高陈数与拓扑平带。本综述旨在为理解 Kitaev 磁

体中外磁场诱导的新奇物态提供参考，并为相关量子磁性的实验解释提供借鉴。
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1 引 言

量子自旋液体是一种奇特的量子物态，其自旋即使在零温下也不形成长程磁有序，而是保持高度纠缠

并呈现分数化激发 [1–4]。其中，Kitaev 于 2006 年在蜂窝晶格上提出的自旋模型，因其严格可解性和丰富

的拓扑性质，已成为研究自旋液体的典范 [5]。该模型在零磁场下展现出有能隙与无能隙的 Z2 自旋液体相，

其低能激发由 Majorana 费米子与 Z2 规范场描述，具有非阿贝尔任意子激发的潜力。

Kitaev模型的材料实现早期依赖于 Jackeli与 Khaliullin提出的机理 [6]：在具有强自旋-轨道耦合的过

渡金属化合物（如 Ir4+、Ru3+、Co2+ 等）中，通过特定的八面体配位和边缘共享连接，可将各向同性的
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1



 超交换作用转化为键依赖的 Ising 型相互作用。这一机理催生了大量候选材料，包括 A2IrO3（A=Na, Li）
[7–9]、α-RuCl3 [10–12]、以及 Na2Co2TeO6

[13–18] 等。这一基于有效自旋-1/2 的图像后来被拓展至更高自

旋体系，Stavropoulos 等人 [19] 揭示了 d8 电子构型中通过阴离子强自旋-轨道耦合与洪德耦合产生自旋-1

Kitaev 相互作用的微观机理，并提出了 A3Ni2XO6（A=Li, Na；X=Sb, Bi） [20–24] 和 NiI2 单层 [25,26] 等

候选材料。遗憾的是，这些材料在低温下通常呈现之字形磁有序，而非期待的自旋液体，原因是实际体系

中存在海森堡交换、Γ 项及晶格畸变等扰动 [27]。不过，通过施加外磁场、压力或掺杂等，研究人员可抑制

材料的磁有序并诱导出与自旋液体相关的新奇物态 [28–36]。

实验上，热霍尔效应被认为是探测手征自旋液体的关键手段 [37,38]。Kasahara 等人在 α-RuCl3 中观测

到低温下显著的热霍尔信号，其幅值接近半量子化平台 [39]，被初步解读为手征 Majorana 费米子的证据。

然而，后续研究发现该信号对磁场方向敏感、与磁有序共存、且在更高纯度样品中消失。相关实验引发了

激烈争议 [40]，部分研究转而将热霍尔效应归因于声子或磁子贡献 [41]。钴基材料中亦观察到磁场诱导的自

旋液体行为，但尚未见明确的热霍尔量子化报道 [42–46]。这些不一致性表明，Kitaev 候选材料的磁场响应

极为复杂，亟需系统的理论梳理。

外磁场作为打破时间反演对称性的常规调控手段，可在 Kitaev 体系中诱导出丰富的新奇物态。经典

Kitaev 模型在弱磁场中可形成受局域约束保护的自旋液体，其具有线性磁化曲线和恒定磁化率，为理解

量子体系中的约束动力学提供了经典类比 [47]。在 [111] 方向弱磁场下，三阶微扰可产生有效三自旋相互

作用，进而打开狄拉克点能隙，使系统进入陈数为 ±1 的手征自旋液体相 [5]。这一理论预言激发了大量数

值研究，但结果却不尽如人意。即使对于纯反铁磁 Kitaev 模型，不同方法给出的中间相本质也存在分歧
[48–69]，如无能隙 U(1) 自旋液体、Majorana 金属、有能隙阿贝尔手征自旋液体等不同的可能性，反映了

该问题的高度非微扰性。自旋 1 反铁磁 Kitaev 模型在零磁场下被认为是量子自旋液体，但其激发是否存

在能隙存在争议 [70–74]。此外，其磁场诱导的相变过程与自旋 1/2 情形有一定的相似性 [75–77]。

扩展 Kitaev 模型在磁场下展现出更加丰富的涌现相 [78–84]。在 Kitaev-Γ 模型中，面内磁场可诱导无

能隙狄拉克自旋液体，面外磁场则诱导有能隙手征自旋液体 [78]。Γ-Γ′ 模型中存在磁场诱导的自旋翻转相

和自旋手征相 [79,80]。多节点量子自旋液体拥有多个受对称性保护的 Majorana 锥，磁场可打开能隙并产

生不同陈数的手征自旋液体，覆盖 Kitaev 十六重分类中的多个成员 [83,84]。

在强磁场极化相中，磁子激发可携带非零陈数，产生热霍尔效应 [85,86]；面内磁场下霍尔热导率对方

向敏感 [87,88]。星形晶格上甚至可出现高陈数拓扑磁子与拓扑平带 [89]。在拓扑磁结构中，非共线自旋排列

可诱导有效规范场。例如，面外磁场下的磁涡旋液体产生平坦拓扑能带与巨大霍尔热导率 [90]，三重麦韧

晶体则呈现非互易磁子及无磁相变的拓扑相变 [91]，面内磁场下的自旋转向相展现丰富拓扑相变与热导率

符号变化 [92]。

因此，在本课题组前期针对零磁场下 Kitaev 磁体中新奇物态综述的基础上 [93]，本文聚焦于外磁场下

涌现的新奇量子态与拓扑相。通过总结一维孤子相和准一维涡旋态、二维经典自旋液体、自旋 1/2 和自旋

1 的中间相、扩展模型中的手性态与向列相、以及强场拓扑磁子等理论进展，旨在为理解 Kitaev 候选材

料中复杂的磁场响应提供理论参照。
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 2 Kitaev 蜂窝模型

2006年，Kitaev提出了具有里程碑意义的严格可解模型——Kitaev蜂窝模型 [5]。如图1(a)所示，该模

型是由依赖于键方向的各向异性伊辛相互作用组成，且对于自旋 S = 1/2 严格可解。记 Sj = (Sx
j , S

y
j , S

z
j )

为无量纲的自旋角动量算符，则该模型的哈密顿量可写为：

H0 = Kx

∑
⟨j,k⟩x

Sx
j S

x
k +Ky

∑
⟨j,k⟩y

Sy
j S

y
k +Kz

∑
⟨j,k⟩z

Sz
jS

z
k (1)

其中 Kα (α = x, y, z) 为各向异性耦合常数，三个键方向对应于蜂窝晶格上三个不同的最近邻键取向。

Kitaev 模型的可解性依赖于足够多的守恒量。定义蜂窝晶格上的六边形算符 Wp = 26Sx
1S

y
2S

z
3S

x
4S

y
5S

z
6（自

旋编号见图1(b) 所示），可以验证 [Wp,H0] = 0，且 W 2
p = 1，故其本征值 wp = ±1 标记了 Z2 磁通的配

置。通过引入四个 Majorana 费米子 cj 和 bαj，自旋算符可分数化为 Sα
j = i

2
bαj cj。该表示满足自旋对易关

系，并满足物理子空间约束 Dj = bxj b
y
j b

z
jcj = 1。在此基础上，哈密顿量(1)等价为

H0 =
i

4

∑
⟨j,k⟩α

Kαûjkcjck, (2)

其中 ûjk = ibαj b
α
k 与 H0 对易，取值 ±1，构成静态 Z2 规范场。基态对应于所有六边形磁通为零的构型

（wp = +1），取规范 ûjk = 1 后，得到自由 Majorana 费米子的紧束缚模型，并可以通过傅里叶变换求得

能谱

ϵq = ±|f(q)| = ±1

2

∣∣Kxe
iq·n1 +Kye

iq·n2 +Kz

∣∣ , (3)

其中 f(q) = 1
2
(Kxe

iq·n1 +Kye
iq·n2 +Kz)，n1 = (

√
3/2, 1/2)a，n2 = (

√
3/2,−1/2)a 为晶格基矢。在各向

同性极限 Kx = Ky = Kz ≡ K 下，能带在第一布里渊区的顶点（K 和 K′ 点）形成无能隙的狄拉克锥，满

足线性色散关系：ϵq ≈ ±
√
3
4
K|q − qK/K′ |。

图 1 (a) 交换耦合阻挫示意图，(b) 蜂窝晶格示意图，(c) Kitaev 模型的相图 �

Fig. 1. (a) Schematic of exchange coupling frustration, (b) Schematic of honeycomb lattice, (c) Phase

diagram of the Kitaev model.

在零磁场下，能隙闭合条件为 |Kα| ≤ |Kβ|+ |Kγ |（α, β, γ 循环）。该不等式将参数空间划分为两个区

域，如图1(c) 所示。当三个 Kα 均满足三角不等式时，能谱存在狄拉克点，对应无能隙自旋液体（B 相）。

当某个 |Kα| > |Kβ| + |Kγ | 时，能隙打开，系统进入有能隙自旋液体（A 相），其低能有效理论等价于环

面码。
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 与之相对应，施加 [111] 方向磁场 h = (h, h, h) 会破坏时间反演对称性。在微扰论下，一阶和二阶微

扰不改变通量构型或仅重正化耦合常数。最低阶非零贡献来自三阶过程，产生有效三自旋相互作用：

Heff = − h3

∆2
F

∑
⟨j,k,l⟩

Sx
j S

y
kS

z
l (4)

其中 ∆F ≈ 0.065|K| 为双通量能隙 [94]。在 Majorana 表示下，利用 Sx
j S

y
kS

z
l = i

8
ûjlûklcjck（在物理子空

间内），该项对应次近邻跳跃，在 B 相的狄拉克点处打开能隙。此时准粒子能谱为：

ϵq = ±
√
|f(q)|2 +∆2

q, (5)

其中 f(q) = 1
2
K(eiq·n1 + eiq·n2 + 1)，∆q = κ (sin q · n1 − sin q · n2 + sin q · (n2 − n1))，κ = 3

√
3

4
h3

∆2
F
。可见，

∆q 的引入在原本的狄拉克点处打开了一个能隙，且破坏了时间反演对称性。

对于有能隙的无相互作用系统，其拓扑性质由陈数 C 刻画，陈数的符号由 sgn(hxhyhz) 决定。在弱

[111] 磁场下，系统进入陈数为 ±1 的手征自旋液体相。根据体边对应原理，非零陈数意味着系统在边界上

存在受拓扑保护的单向传播手征边缘态。对于 |C| = 1 的体系，每条边界上存在一支手征 Majorana 费米

子模式。这些手征边缘态在温度梯度下会产生热霍尔效应，贡献霍尔热导率 κxy。在低温极限下，精确的

计算结果表明

κxy =
C

2
· π

2k2BT

6h̄
, (6)

即半整数量子化霍尔热导率。

因此，Kitaev 蜂窝模型及其弱磁场响应为研究分数化和拓扑序提供了理想平台。零磁场下，基态相图

由各向异性参数控制，分为有能隙（A 相）和无能隙（B 相）Z2 自旋液体。施加 [111] 方向弱磁场后，三

阶微扰产生有效三自旋相互作用，在狄拉克点打开能隙，系统进入陈数为 ±1 的手征自旋液体相。该相支

持非阿贝尔任意子激发，并产生半整数量子化的霍尔热导率 κxy，成为实验上探测 Kitaev 自旋液体的关

键信号。这些发现不仅深化了对量子自旋液体的理解，也为拓扑量子计算提供了可能的物理载体。

3 一维和准一维 Kitaev 体系

3.1 面内磁场下的手性孤子态

在自旋 S = 1/2 的反铁磁 Kitaev 自旋链中，当施加沿对角线方向（hx = hy）的面内磁场时会出现一

个非常规中间相——手性孤子相 [95]。如图2所示，该相位于临界场 hc1xy = 0.511K 与 hc2xy = 0.726K 之间。

手性孤子相的特征在于非零的交错矢量手性 χz，其定义为 χα = (−1)j⟨(Sj × Sj+1)
α⟩，而 χx,y = 0。

场诱导孤子相具有独特的物理特性。在开放边界条件下，体系基态支持一个拓扑孤子，它连接了两种

简并的交错自旋序，即从左侧的 |Y ′X ′⟩ = |y′x′y′x′ · · ·⟩ 构型平滑过渡到右侧的 |X ′Y ′⟩ = |x′y′x′y′ · · ·⟩ 构

型，从而在链中心形成一个空间扭结。这里，|x′⟩ 与 |y′⟩ 是在 Sz 表象下定义的 xy 面内自旋相干态，其

显式形式为：

|x′⟩ = 1√
2

eic
1

 , |y′⟩ = 1√
2

e−i(π/2+c)

1

 , (7)

其中参数 c = cos−1(hxy/K) − π/4 由外场 hxy 的强度决定。在这一定义下，两个态的期望自旋在 xy 平

面内的实际指向夹角为 π/2 + 2c（略大于 90◦），这确保了孤子两侧序参量之间的几何失配。该孤子降低
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 系统能量，其质量 ∆b 为负值（如 ∆b = −0.2044K 在 hxy = 0.7），表明孤子使能量降低。相反，反孤子

具有正质量 ∆B，能量较高。在周期性边界条件下，孤子和反孤子必须成对出现，导致一个小的有限能隙

∆PBC ≈ ∆b +∆B。变分计算表明，系统基态可由单缺陷态 |Ψb⟩ =
∑

k ak|ψb(k)⟩ 描述，其中 |ψb(k)⟩ 为在

特定键上发生模式转换的直积态。当 hxy = hc1xy 时，∆b = −∆B，孤子-反孤子对激发能量为零，标志着

相变发生。该孤子相不携带确定的自旋量子数，且其质量不对称性源于 Kitaev 链的非对称空间群对称性。

此外，该相在二维 Kitaev 梯子中亦有对应，表明其可能关联更高维度的场诱导自旋液体行为。

作为对比，整数自旋 Kitaev 链的孤子相与自旋 1/2 情形存在本质差异。Sørensen 等人发现 [96]，整

数自旋（S = 1 ∼ 5）孤子相仅出现在 hx = hy 对称线上，且以“孤岛”形式被极化相包围（如图2所示），

而自旋 1/2 链的孤子相则连续存在。周期边界下整数自旋基态二重简并且有限能隙，开放边界下基态必

含一个孤子，其质量 ∆b < 0，反孤子质量 ∆B > 0，二者不对称性导致能隙。孤子尺寸随 S 增大而锐化

（S = 1 时 120 晶格，S = 2 时 60），质量 ∝ S2，并伴随非零矢量手性。

在整数自旋 Kitaev 链中，通过计算能量磁化率 χe
h 标定了孤子相的上下临界场，证实其孤岛结构；积

分局域能量密度偏离直接提取了孤子质量 ∆b 与尺寸 ξS，揭示了质量随 S2 标度及尺寸随 S 锐化的规律。

对比开放与周期边界的能谱发现，开放边界下大量带内低能态源于单孤子激发，而周期边界下孤子-反孤

子对的能隙反映了二者不对称性。矢量手性 χc 的计算表明孤子相具有明确手性序，比热计算则进一步区

分了单孤子与孤子-反孤子对的热力学信号。这些物理量的分析系统刻画了整数自旋 Kitaev 链中孤子的能

隙、空间结构及手性特征。

图 2 (a) 自旋 1/2 Kitaev 自旋链外磁场下的手征孤子相 [95]，(b) 自旋 S Kitaev 自旋链外磁场下的手征

孤子相 [96]。

Fig. 2. (a) Chiral soliton phase of a spin-1/2 Kitaev spin chain under an external magnetic field [95], (b)

Chiral soliton phase of spin-S Kitaev spin chains under an external magnetic field [96].
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 3.2 面外磁场下的涡旋气体和涡旋玻璃

Sørensen 等人 [97] 与 Yogendra 等人 [98] 分别采用密度矩阵重正化群方法研究了自旋-1/2 Kitaev 梯子

模型在 [111]磁场下的基态相图。两篇独立研究呈现高度一致的相演化路径。Yogendra等人识别出五个相：

均匀通量相（h/K < 0.416）、涡旋气体相（0.416 < h/K < 0.485）、涡旋晶体相（0.485 < h/K < 0.52）、

涡旋玻璃相（0.52 < h/K < 0.745）及极化相（h/K > 0.745）。这些相与 Sørensen 等人在反铁磁 Kitaev

区域发现的反铁磁 K 相、交错手征相、γ 相、η 相及极化相一一对应。

涡旋气体相（对应 Sørensen 等人的交错手征相）中，Z2 通量稀薄且成对出现，标量手性呈交错模式

（净通量为零），无长程磁序，能隙有限（∆1 < 0.019K），链端存在激发。涡旋晶体相（对应 Sørensen 等人

的 γ 相）中，通量达到半填充并形成有序超晶格，对应短周期（五格点）磁序。涡旋玻璃相（对应 Sørensen

等人的 η 相）是最为新颖的物态：通量分布完全随机，局域磁化呈现非公度调制，量子保真度 F = 0，不

同初始计算运行得到相互正交的基态，且能量差在磁场涨落尺度内。Yogendra 等人将这些特征归因于内

禀玻璃相，其源于 Z2 通量受局域约束而动力学受阻，导致慢弛豫与遍历性破缺。综上，Sørensen 等人与

Yogendra 等人的研究表明，Kitaev 梯子在 [111] 磁场下展现出从稀薄通量气体到有序晶体、再到无序玻

璃的非平庸演化路径。

4 经典 Kitaev 模型

Liu 等人采用可解释的张量核支持向量机方法，研究了经典 Kitaev-Γ 模型在 [111] 外磁场下的相

图 [99]。针对纯 Kitaev 模型（Γ = 0），铁磁 Kitaev 自旋液体在任意微小磁场下立即完全极化；反铁磁

Kitaev 自旋液相则可稳定存在至 h ∼ 0.14，随后进入一个具有全局 U(1) 对称性的中间区域（U(1)g），最

终极化至高场顺磁态。该 U(1)g 区域的具体本质尚有待澄清。近期 McClarty 等人对经典 Kitaev 模型在

外磁场下的研究揭示，这一中间区域实质上对应于一种稳定的经典自旋液体相 [47]。

经典 Kitaev 蜂窝模型在外磁场中展现出自旋液体相的核心原因在于其基态能量可被重新整理为多个

平方项之和，并由此衍生出严格的局域约束条件。该模型的反铁磁耦合（K > 0）能量表达式为

E =
K

2

∑
i∈A

∑
µ

(
Sµ
i + Sµ

i+µ − Bµ

K

)2

− 1

2

(
K +

|B|2

2K

)
N, (8)

其中 i 遍历 A 子格，µ = x, y, z 对应三种 Kitaev 键，B 为外磁场。由于平方项非负，基态必须同时满足

线性约束 Sµ
i + Sµ

i+µ = Bµ/K 和自旋长度归一化条件。当场强 |B| < 2K 时，这一线性约束与单位长度

条件共同构成一个可解的多约束系统，使得基态具有宏观简并性。与通常的序磁体不同，该系统并不通过

“受阻挫”来产生简并，而是通过每个键上的线性关系将自旋分量锁定到磁场指定的值上，从而形成一整

个低能流形。系统共有 3N 个自旋变量，N 个长度约束和 N/2 个线性约束，因此残留 N/2 个零模，正是

这些软模式支撑了经典自旋液相的存在。

该自旋液体相在热力学与关联特性上展现出几个有趣的特征。首先，基态能量对磁场的导数直接给

出线性磁化曲线 M = B/(2K)，直至饱和场 Bs = 2K；相应地，磁化率在自旋液体区内保持恒定值

χ = 1/(2K)，并在饱和场处发生跃变。零温下每个自旋的热容趋于 3/4，而非极化相中的 1，这恰与 N/2

个零模不贡献比热的等分结果一致。零场时四极矩结构因子在动量空间原点呈现尖锐的尖点，对应无质量
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 的库伦相；而外加磁场会诱导出涨落的等效电荷，使高斯定律变为 ∇·E = ρ，从而为规范场引入质量，导

致尖点展宽，该展宽宽度（即倒空间关联长度的倒数）随磁场强度线性增加 1/ξ ∝ |B|/K，与粗粒化理论

的预言高度吻合。此外，系统对非磁性掺杂表现出完美的补偿效应，总磁化强度仅在阈值场略有下降。这

些结果表明，经典 Kitaev 模型在外磁场中并非被简单破坏，而是转变为一个受约束保护、无长程序且具

有四极矩关联的有能隙自旋液体。

5 自旋-1/2 的 Kitaev 模型

Kitaev 模型在 [111] 外磁场下的哈密顿量由式(9)给出：

H = K
∑
⟨ij⟩∥γ

Sγ
i S

γ
j − h

∑
i

1√
3
(Sx

i + Sy
i + Sz

i ) (9)

铁磁型（K < 0）和反铁磁型（K > 0）Kitaev 模型在外磁场下展现出截然不同的相变情况。对于前者，

强度为 0.035|K| 的外磁场即可破坏 Kitaev 自旋液体进而将体系带进极化相中 [100]。相较之下，反铁磁

Kitaev 自旋液体的临界磁场高出约一个数量级，表现出更强的稳定性。此外，体系在极化前会经历一个有

趣的中间相区域。不过，中间区域中究竟包含多少个中间相，以及这些相的微观本质尚无定论，相关研究

仍然是重要的前沿课题。

5.1 精确对角化

精确对角化方法因其无偏差且不依赖于特定参考态的特点，成为研究量子自旋液体等强关联体系中量

子相变的首选工具。Zhu 等人利用该方法 [48]，系统计算了反铁磁 Kitaev 模型在尺寸为 2× 4× 3 环面几

何下的低能谱、磁化强度、磁化率以及 Wilson 环算符等关键物理量。通过分析低能激发态在动量空间的

分布以及基态能量对磁场的二阶导数，他们确定了中间相的磁场范围约为 0.35 < h/|K| < 0.62。与铁磁情

形不同，该中间相表现出稠密的低能谱和显著的纠缠熵增大，且 Wilson 环算符的量子化特征在此区域内

已明显消失。结合这些数值特征，他们认为该中间相属于无能隙相，并推测其可能蕴含长程量子关联或非

平庸的临界行为，为进一步理解磁场诱导的自旋液体相变提供了重要线索。

Hickey 和 Trebst 针对具有 C3 对称性的蜂窝团簇的计算确认在 0.36 < h/|K| < 0.63 磁场范围内确

实存在一个无能隙的 U(1) 自旋液体 [49]。在从低磁场 Kitaev 自旋液体到无能隙中间相的转变过程中，静

态自旋结构因子未出现新的布拉格峰，整体保持平坦且无明显特征，仅在 Γ 点（对应总磁化强度）处观

测到强度的显著变化。这表明中间相仍保持自旋液体的基本属性，未形成长程磁有序。同时，通量期望值

⟨Wp⟩ 在中间相中连续变化，且取值介于 0 与 1 之间，进一步支持该相中规范场存在强烈涨落，系统处于

无序但具有分数化激发的状态。进入无能隙自旋液体中间相后，低能态密度急剧上升，超过零场情形约一

个数量级，Z2 规范通量涨落显著增强。动态自旋结构因子显示，自旋谱权重在全体动量空间向零能区转

移，表明 Z2 通量能隙已闭合。比热计算进一步揭示，低温比热峰随磁场增强向更低温度漂移，反映规范

场的能标降低；而高温峰几乎不变，暗示巡游马约拉纳费米子未直接参与该相变过程。

然而，我们课题组最近细致的精确对角化计算揭示中间区域中标量手性相与矢量手性相的存在 [50]。

这些手性序可以由标量手性序参量 χs 与矢量手性序参量 κν 来识别。其中，标量手性基于三自旋标量
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 三重积构建，并引入累积量以扣除低阶关联贡献，从而提取纯粹的三体量子关联；矢量手性则通过相邻

格点自旋的非对易关联定义，并考虑基态简并度进行平均。计算结果表明，在纯 Kitaev 极限下，随磁场

增加，系统依次经历 Kitaev 自旋液体相、标量手性相（0.385 < h/|K| < 0.540）、二重简并矢量手性相

（0.540 < h/|K| < 0.595）、三重简并矢量手性相（0.595 < h/|K| < 0.640）以及高场极化相。标量手性相

中 χs 峰值约为 0.04，而矢量手性相中 κν 呈现两个平台，分别约为 0.055 和 0.095。

不过，矢量手性相相对脆弱，对几何结构和磁场方向等因素较为敏感（见图3所示）。一方面，通过

2 × 4 × 3 环面几何下 Wilson 环算子的计算发现，在 h/|K| ∈ (0.595, 0.620) 范围内仍存在一个窄的矢量

手性相，但该相区宽度极窄，此前因计算分辨率不足而被忽略。另一方面，在 24 格点 C3 团簇的基础上，

当磁场偏离 [111] 方向超过约 5◦ 时多重中间相合并为单一相；当磁场方向主要沿 [111] 方向且角度偏差控

制 4◦ 以内可以解析出更精细的相结构。这一研究表明，高精度的磁场方向控制、高分辨率的参数扫描以

及合适的团簇几何，是成功解析这些窄手性相的关键因素。

图 3 自旋 1/2 反铁磁 Kitaev 模型外磁场下的严格对角化计算 [50] (a)-(b) 2× 4× 3 环面几何下的Wilson

环算符，以及标量和矢量手征序，(c)-(d) 具有 C6 对称性 24 格点团簇下的六边形算符和量子相图 �

Fig. 3. Exact diagonalization calculations of the spin-1/2 antiferromagnetic Kitaev model under an exter-

nal magnetic field [50] (a)-(b) Wilson loop operators and scalar and vector chiral orders on a 2×4×3 torus

geometry, (c)-(d) hexagon operators and quantum phase diagram on a 24-site cluster with C6 symmetry.

5.2 密度矩阵重正化群

基于密度矩阵重正化群方法，Gohlke 等人采用最大宽度为 5 的圆柱几何，通过能量二阶导数、纠缠

熵、关联长度及规范通量期望值等物理量标定相边界 [51]。他们发现，在 0.38 < h/|K| < 0.62 范围内存在

一个中间相。该相在有限纠缠标度下呈现无能隙特征，其中心电荷拟合值约为 4，且对圆柱周长和边界条

件高度敏感。通量期望值 ⟨Wp⟩ 与 ⟨Wl⟩ 在此区间连续趋近于零，两个拓扑扇区（Wl = ±1）的简并性持续

至相变点附近，暗示相变为连续。动力学自旋结构因子的计算进一步揭示：在中间相附近，从高场极化相

逼近时，单磁子分支频率降低并显著展平，与多磁子连续谱合并，在 Γ 和 Γ′ 点附近几乎闭合。然而，由
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 于中间相基态纠缠过大，直接模拟其动力学仍具挑战。综上，该工作确认了反铁磁 Kitaev 模型在磁场下

存在一个宽泛的中间无能隙区，但其精确性质尚需更高精度计算予以澄清。

Patel 和 Trivedi 采用密度矩阵重正化群方法，对 [111] 磁场下 Kitaev 模型的中间相进行了系统研

究 [52]。通过计算磁化率、自旋-自旋关联函数、比热容及热熵等物理量，他们确认中间相存在于 0.35 <

h/|K| < 0.61 的磁场区间。在该相内，自旋-自旋关联函数呈现幂律衰减 C(R) ∝ R−1.5，比热容在低温下

呈线性行为，两者共同表明该相具有无能隙激发特征。为进一步揭示中间相的费米子激发结构，作者计算

了总自旋结构因子 Stot(k) 与子晶格内结构因子 Str(k)。结果显示，Str(k) 在第一布里渊区的M 点出现显

著峰值，Stot(k) 则在扩展布里渊区的 Me 点呈现高强度信号。基于此，作者提出中间相存在自旋子费米

面，其费米口袋位于 Γ 点和M 点附近，且具有相反的粒子-空穴特性。通过构建散射函数，该费米面模型

成功复现了 M 点主峰和 K/K′ 点三瓣结构，与数值结果定性一致。

图 4 自旋 1/2 反铁磁 Kitaev 模型外磁场下的张量网络态计算。左图：自旋-自旋结构因子 S1(k, ω) 和二

聚化-二聚化结构因子 S2(k, ω) [53]，右图：态密度、能带和结构因子 [54]�

Fig. 4. Tensor network state calculations of the spin-1/2 antiferromagnetic Kitaev model under an ex-

ternal magnetic field. Left panel: spin-spin structure factor S1(k, ω) and dimer-dimer structure factor

S2(k, ω) [53], right panel: density of states, band structure, and structure factor [54].

5.3 张量网络态

基于无限投影纠缠对态方法，Zhu 等人与 Wang 等人分别从不同角度揭示了反铁磁 Kitaev 模型在外

加 [111] 磁场下的中间相本质上是一种由通量涨落诱导的零温 Majorana 金属 [53,54]，该相具有无能隙激

发、对数发散的态密度以及随磁场可调的费米面结构，如图4所示。

Zhu 等人提出，在中等磁场下，系统基态中开始出现 π 通量，每个 π 通量束缚一个 Majorana 零

模 [54]。随着磁场增强，通量密度增大，零模之间的波函数发生重叠，形成跨越整个体系的零能带，从而

进入无隙的 Majorana 金属相。通过将通量构型作为静态无序进行系综平均，他们建立了有效紧束缚模型，

并发现该金属相的态密度在低能处呈现 ln |E| 发散行为，这是 Majorana 金属的典型特征。此外，他们计

算了 Majorana 谱函数，并与无限投影纠缠对态方法获得的自旋-自旋及二聚化-二聚化动力学谱进行对比，

二者在低能区定性一致，验证了该理论图像的可靠性。
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 Wang 等人则直接采用无限投影纠缠对态方法计算了不同磁场下的自旋-自旋与二聚化-二聚化动力学

结构因子 [53]。结果表明，在中间相内，单自旋谱在低能区呈现无隙连续谱，且无隙模式随磁场从M 点逐

渐向 K 点移动；而二聚化-二聚化谱则在 Γ 和 K 点附近表现出清晰的无隙信号。为了进一步确认通量涨

落的关键作用，他们在哈密顿量中引入通量惩罚项 −µ
∑

pWp，精确对角化显示，随着 µ 增大（即通量激

发被抑制），中间相区间逐渐缩小直至消失，从而直接证明了通量涨落是中间相形成的核心机制。同时，无

限投影纠缠对态计算的低能态密度同样显示出 logE 发散行为，与 Majorana 金属的理论预期一致。

5.4 平均场 + 变分蒙特卡洛

与前述大多数研究不同，Jiang 等人的工作最早指出中间区域中存在两种不同的中间相 [55]。他们发展

了一种适用于有限磁场的 Z2 平均场理论，该方法以马约拉纳费米子表示为基础，通过强制局域电荷中性

条件构建可数值求解的有效哈密顿量，在零场极限下渐近精确。

结合变分蒙特卡洛方法，他们发现随磁场增大，系统依次经历四个拓扑相区。低场区（0 < h < hc1）

为非阿贝尔手征自旋液体（陈数 C = 1）；中间窄区（hc1 < h < hc2）为新颖的阿贝尔手征自旋液体（陈数

C = 4）；随后（hc2 < h < hc3）为平庸相；高场进入极化相。临界场分别为 hc1/|K| ∼ 0.83、hc2/|K| ∼ 0.92、

hc3/|K| ∼ 1.83，能隙在临界场处闭合-再开启。与先前认为中间相为无能隙 U(1)自旋液体的结论不同，该

工作通过变分蒙特卡洛优化后的能带计算，明确揭示了中间相的有能隙特征，为理解 Kitaev 模型中磁场

诱导的拓扑相变提供了新的实例。

5.5 低能有效场分析

无独有偶，Zhang等人利用场论的方法也揭示中间相是有能隙的 [56]。基于零场 Kitaev模型的精确解，

他们发展了一种变分方法研究 [111] 磁场下的反铁磁 Kitaev 模型。该方法将磁场效应处理为通量对与马

约拉纳费米子的杂化及通量对跃迁，通过投影到低能子空间构建可对角化的有效模型，并进一步导出了描

述临界行为的低能有效场论。

他们发现，在临界场 hc ≈ 0.50处，系统发生连续相变，从低场非阿贝尔手征自旋液体（陈数 C = ±1）

转变为高场阿贝尔手征自旋液体（陈数 C = ±4）。需要强调的是，该高场中间相是有能隙的，其低能激发

谱在 Γ 点附近呈现能量极小环，能隙 ∆ ∝ (h−hc)
3/2。尽管能隙极小，但严格非零，导致低能态密度显著

增大，这一特征极易在有限尺寸模拟中被误判为无能隙 U(1) 自旋液体。低能有效场论分析表明，相变由

Γ 点模软化驱动，陈数变化 ∆C = 3，由矢量场的斯格明子数表征。基态能量二阶导数和通量期望值的磁

场依赖关系与无限密度矩阵重正化群结果定量吻合。然而，该有效模型在 h 显著大于 hc 时不再适用，因

此对中间相的估计范围可能偏高。

关于这几个不同组的研究结果汇总在表1中。
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 表 1 不同方法获取的自旋 1/2 反铁磁 Kitaev 模型磁场诱导中间相的磁场区间与特征

Table 1. Summary of the field range and characteristics of the magnetic-field-induced intermediate phase

in the spin-1/2 antiferromagnetic Kitaev model obtained by different methods.

参考文献 方法 ht,l ht,h 中间相特征
Zhu et al. [48] 严格对角化 0.35 0.62 无能隙

Hickey and Trebst [49] 严格对角化 0.36 0.63 无能隙 U(1) 自旋液体
Liu et al. [50] 严格对角化 0.38 0.64 标量和矢量手征关联

Gohlke et al. [51] 密度矩阵重正化群 0.38 0.62 无能隙
Patel and Trivedi [52] 密度矩阵重正化群 0.35 0.61 无能隙 U(1) 自旋液体

Wang et al. [53], Zhu et al. [54] 张量网络态 0.39 0.61 无能隙 Majorana 金属
Jiang et al. [55] 变分蒙特卡洛 0.83 1.83 手征自旋液体
Zhang et al. [56] 场论分析 0.43 1.32 有能隙

6 自旋-1 的 Kitaev 模型

6.1 零磁场基态

Ma 采用 Majorana 部分子构造方法，将自旋 S 算符表示为 8S 个 Majorana 费米子，系统研究了高

自旋 Kitaev 蜂窝模型 [70]。研究发现，局域守恒量对应于 Z2 规范通量，且存在奇偶效应：半整数自旋模

型的 Z2 规范荷为费米子并始终退禁闭，导致非平庸自旋液体基态；整数自旋模型的规范荷为玻色子，可

凝聚形成平庸顺磁态。然而，多体计算结果倾向于认为自旋 1 Kitaev 模型的基态依然是一种自旋液体，但

其是否存在能隙存在争议。

早期的小尺寸精确对角化研究提供了无能隙的证据。Koga 等人对最多包含 24 个格点的团簇进行了

计算，发现基态属于零通量子数子空间，且最低激发态与基态处于同一子空间 [71]。他们观察到激发能隙

随体系尺寸增加而单调减小，因此推断在热力学极限下基态可能是无能隙的。该工作还利用热纯量子态方

法计算了比热，发现类似于自旋-1/2 Kitaev模型的双峰结构，但低能峰强烈依赖于团簇尺寸，暗示可能存

在无能隙的低能激发。此外，Oitmaa 等人通过高温级数展开和热纯量子态计算了各向同性自旋-S Kitaev

模型的熵，发现熵在 Smax/2 附近出现“萌芽平台”，这被认为与无能隙的连续经典简并有关，且该平台在

自旋-1 情形下依然存在，表明低能态密度可能随体系增大而发散 [72]。

张量网络方法的最新进展则支持有能隙基态。Lee 等人构造了自旋-1 Kitaev 模型的投影纠缠对态，通

过环气（loop gas）投影算子确保涡旋自由，并采用虚时演化优化波函数。他们计算了最大关联长度，发现

其收敛于有限值，从而证明基态是有能隙的 Z2 自旋液体，与自旋-1/2 情形下无能隙的 Majorana 费米子

激发形成鲜明对比 [73]。进一步，Chen 等人利用对称张量网络和转移矩阵谱分析，系统研究了激发谱。他

们发现电荷任意子激发具有色散关系，其最小值位于布里渊区的 K 和 K′ 点，对应的关联长度约为 6.7 个

晶胞，与有能隙体系的性质一致 [74]。

6.2 磁场诱导的中间相

针对 S = 1 反铁磁 Kitaev 蜂巢模型在磁场下的量子相变，Zhu 等人采用密度矩阵重正化群方法进行

了系统研究 [75]。计算中使用了两种几何：周期边界条件的 4× 3 个晶胞环面（共 24 个格点）以及开放边
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 界条件的 8× 4 圆柱（共 64 个格点）。通过磁化强度、磁化率、Wilson 环算符、纠缠熵及自旋关联等物理

量的分析，作者发现弱磁场区（h < 0.42）存在一个有能隙的 Kitaev 自旋液体相，其特征包括近量子化的

Wilson 环算符、纠缠谱的四重简并以及明显的边界模，表明体系具有 Z2 规范结构。随着磁场增强，磁化

率出现双峰结构，揭示了一个中间相（0.42 < h < 0.57），该相中 Wilson 环算符值趋于零，纠缠谱简并消

失，但自旋关联仍呈指数衰减，暗示其为无能隙量子自旋液体。更高磁场下系统进入极化顺磁相。相关相

变过程如图5所示。

与上述结果相呼应，Hickey 等人采用精确对角化方法，在采用保持蜂窝晶格全部对称性的 18 格点团

簇上，研究了倾斜磁场（偏离 [111] 方向 π/24）下的基态与热力学性质 [76]。通过计算基态能量二阶导数、

低能谱、动力学自旋结构因子、比热及六边形算符 Ŵp，作者同样识别出三个相区：低场 Kitaev 自旋液体

（h < 0.64）、中间无能隙相（0.64 < h < 1.16）和高场极化相（h > 1.16）。在中间相中，低能谱呈现密集连

续态，动力学结构因子的能隙完全闭合，比热低温峰向更低温移动，表明 Ŵp 对应的自由度逐渐软化。这

些特征与 S = 1/2 反铁磁 Kitaev 模型高度相似，作者据此提出该中间相为 U(1) 量子自旋液体，具有中

性费米面。该工作从热力学和动力学角度为无能隙中间相提供了独立证据。

图 5 自旋 1 铁磁和反铁磁 Kitaev 模型外磁场下的磁化强度、磁化率和 Wilson 环算符 [75]�

Fig. 5. Magnetization, magnetic susceptibility, and Wilson loop operator of the spin-1 ferromagnetic and

antiferromagnetic Kitaev model under an external magnetic field [75].

进一步地，Khait 等人利用密度矩阵重正化群方法在多种圆柱几何上进行了更细致的有限尺寸分

析 [77]，计算尺寸包括 Ly = 2 和 3 的长梯子，以及 Ly = 4 和 6 的短梯子。零场下，两腿梯子表现出

对称性保护拓扑相特征，纠缠谱呈现 2-4-2 简并模式，基态二重简并；而多腿梯子（Ly ≥ 3）中 Wilson 环

本征值出现奇偶效应（奇数腿为 +1，偶数腿为 −1），暗示热力学极限下不同拓扑子空间可能简并，恢复

Z2 自旋液体的二重简并基态。磁场响应方面，反铁磁模型在 hc1 ≈ 0.34 和 hc2 ≈ 0.48 处出现两次相变，

中间相为无能隙自旋液体。关于这三个不同组的研究结果汇总在表2中。
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 表 2 不同方法获取的自旋 1 反铁磁 Kitaev 模型磁场诱导中间相的磁场区间与特征

Table 2. Summary of the field range and characteristics of the magnetic-field-induced intermediate phase

in the spin-1 antiferromagnetic Kitaev model obtained by different methods.

参考文献 方法 ht,l ht,h 中间相特征
Zhu et al. [75] 严格对角化 (N = 24) 0.42 0.57 无能隙自旋液体

Hickey et al. [76] 严格对角化 (N = 18) 0.64 1.16 无能隙 U(1) 自旋液体
Khait et al. [77] 密度矩阵重正化群 (两条腿梯子) 0.34 0.48 无能隙自旋液体

7 扩展 Kitaev 模型

7.1 Dirac 和手征自旋液体

利用变分蒙特卡罗方法，Liu 和 Normand 研究了 Kitaev-Γ 模型在外磁场下的量子相变 [78]，其中

模型参数 K = −6.8 meV、Γ = 9.5 meV [101,102]。通过变分蒙特卡罗计算，在 128 个格点的体系上采用

Gutzwiller 投影波函数，优化参数包括跃迁振幅、化学势及之字型磁序参量。研究发现，磁场方向对诱导

的无序相性质起决定性作用。当面内磁场沿特定方向（如 B ∥ (x̂− ŷ)）时，系统进入无能隙狄拉克量子自

旋液体相，其自旋子激发谱呈现八个受对称性保护的狄拉克锥；当磁场沿面外方向（如 B ∥ ĉ）时，系统

进入有能隙手征量子自旋液体相，总陈数 C = ±2，并具有整数量子化热霍尔效应。其他磁场方向则导致

平庸的有能隙顺磁相。

7.2 手征自旋相和自旋转向相

反铁磁蜂窝 Γ 模型的经典基态是自旋液体 [103]，量子基态也被认为是一种量子自旋液体 [104]。在 Γ-Γ′

模型中，当反铁磁 Γ 相互作用占主导且 Γ′ 为小的正值时，零磁场下可自发形成手性自旋有序态 [79]。该态

具有自发时间反演对称性破缺，基态二重简并，并在两个子晶格上呈现交错的标量自旋手性分布。以格点

为中心的三角形手性 χp 与以六边形中心为顶点的三角形手性 χn 在各自子晶格内符号相同，但子晶格间

符号相反。静态结构因子在第二布里渊区角点 Γ′ 处呈现软峰，且随体系增大磁有序参量外推至零，表明

该态无长程磁有序。能隙随尺寸增大而趋于闭合，三腿圆柱上的纠缠熵定出中心荷 c ≈ 1，动态结构因子

在低频区呈连续谱特征，暗示其为无能隙激发。施加沿 [111] 方向的外磁场后，手性自旋态的区域被扩大，

但最终在临界场处进入自旋翻转相或顺磁相，如图6(a) 所示。该手性态究竟是无能隙量子自旋液体还是具

有短程纠缠的对称性保护相，尚需进一步研究。

磁场诱导的自旋转向相出现于 Γ-Γ′ 模型沿 [111] 方向施加外磁场时，位于反铁磁相与高场顺磁相之

间 [80]。经典分析表明，磁场平行于反铁磁 c 相的磁矩方向，弱场下能量不变，当磁场超过临界值 ht1 =
√
3S(Γ + 2Γ′) 后，自旋偏离 c 轴倾角 θ，获得均匀的面内磁化分量，且面内磁化在 â 与 b̂ 方向大小相等，

涌现出连续的 U(1) 对称性。进一步的计算表明，低能激发谱在区间 ht1 < h < ht2 内非常密集且能隙极

小，呈现无能隙特征；面内磁化均匀分布，显示出涌现的 U(1) 对称性。然而，量子涨落通过“序由无序”

机制将该连续对称性破缺至分立的 C3 旋转对称性，使面内方位角 ϕ = 0, 2π/3, 4π/3 成为能量极小值。当

Γ′/Γ = 1 时，模型等价于纵场下的易轴 XXZ 反铁磁体，进而映射为硬核扩展 Bose-Hubbard 模型，此时

自旋转向相即对应超流相。
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 7.3 近邻自旋液体相和自旋转向相

在 Kitaev-Γ 模型的 [111] 磁场下，当 Kitaev 相互作用为反铁磁且 Γ 为负值时，低场区间出现近邻量

子自旋液体相 [50]，如图6(b) 所示。该相的特征在于静态结构因子呈现弥散分布，无长程磁有序峰；动态

结构因子在低频区具有连续谱权重，暗示分数化激发；拓扑纠缠熵 γE 显著高于平庸相，且比热出现罕见

的三峰结构，对应热熵的三步释放。这些特征表明该相是 Kitaev 自旋液体的邻近相，但其本质尚待进一

步研究。

磁场进一步增大时，体系进入自旋转向相。该相表现出自旋的重取向行为。面外均匀磁化强度 M(Γ)

随磁场阶梯式上升，面内反铁磁序参量 M(Γ′) 在中等场区间显著且沿 â、b̂ 方向强度相等，体现了涌现的

U(1) 对称性。动态比热容呈现两个分离良好的峰，低温峰服从激活型行为 Cv ∼ e−∆/T /T 1/2，而中温区间

比热容呈对数温度标度 Cv ∼ lnT，后者是超流相的典型标志。值得指出的是，双峰比热并非量子自旋液

体的独有特征，自旋转向相亦可产生此类热力学信号。

7.4 向列顺磁相

在 KΓΓ′ 模型沿 [111] 方向磁场的相图中，发现了一种新颖的向列顺磁相，该相自发破缺晶格 C3 旋

转对称性，但保持平移对称性，且无长程磁有序 [81,82], 如图6(c) 所示。向列顺磁相出现在中等磁场区间，

介于低场之字型磁序与高场极化顺磁相之间，并在很大参数范围内稳定存在，而 Kitaev 自旋液体仅占据

相图极小角落。该相的起源可追溯到对应经典模型中的受抑铁磁体相，后者具有连续的 U(1) 简并基态流

形；量子涨落通过“序由无序”机制改变该简并，选择出离散的 C3 对称构型，从而产生向列顺磁相 [82]。

在激发谱上，向列顺磁相表现出赝 Goldstone 模，其动态自旋结构因子在 Γ 点呈现增强的低能谱权重，而

较高能量处则呈现连续谱特征。该相的发现为理解 α-RuCl3 等 Kitaev 候选材料在磁场中的中间相行为提

供了新的理论视角，并为实验上通过测量面内磁化率各向异性或非弹性中子散射来探测该相提供了明确预

言。

图 6 扩展 Kitaev 模型在外磁场下的新奇物态 (a) 自旋手征相和自旋转向相 [79]，(b) 近邻自旋液体和自

旋转向相 [50]，(c) 向列顺磁相 [81]�

Fig. 6. Novel phases of the extended Kitaev model under an external magnetic field (a) chiral-spin

phase and spin-flop phase [79], (b) proximate spin liquid and spin-flop phase [50], (c) nematic paramagnetic

phase [81] .
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 7.5 多节点量子自旋液体相

在扩展Kitaev蜂窝模型的变分蒙特卡罗研究中，Wang等人发现了一系列多节点量子自旋液体相 [83,84]。

这些相具有涌现的 Z2 规范结构，其低能激发谱中包含受对称性保护的多个 Majorana锥。根据投影对称群

分类，这些多节点量子自旋液体属于不同的家族：与 Kitaev 自旋液体相同投影自旋群的家族包含 6n+ 2

个锥（n = 0, 1, 2 分别对应 2、8、14 个锥），而另一类 π-通量量子自旋液体则包含 4(6n+ 2) 个锥（例如

32 个锥） [83]。这些节点的位置和数量由时间反演与空间反演联合对称性保护，除非通过节点合并与消失，

否则无法被微扰打开能隙 [84]。

多节点量子自旋液体的自旋子能谱中丰富的节点结构导致其动态自旋结构因子在低频区呈现连续的

谱权重，且比热容等热力学量表现出多峰结构，可作为实验区分的特征 [84]。在磁场作用下，所有锥均被打

开能隙，体系转化为具有不同陈数（C = ±1,±2,±4,±5,±8 等）的手征自旋液体，覆盖了 Kitaev 十六重

分类中的多个成员，包括阿贝尔与非阿贝尔任意子激发 [83,84]。多节点量子自旋液体的存在极大地丰富了

Kitaev 模型的物态，为在近 Kitaev 材料中寻找新型量子自旋液体和拓扑量子计算平台提供了理论依据。

8 强磁场下的拓扑相图

8.1 蜂窝晶格面外磁场

当强磁场垂直作用于蜂窝晶格平面（即 [111] 方向）时，扩展 Kitaev 模型会进入完全极化的顺磁相。

此时，基于 Holstein-Primakoff 变换的线性自旋波理论表明，哈密顿量可以改写成如下形式 [105,106]：

H = NS(S + 1)ecl +
S

2

∑
k

Ψ†
kHkΨk, (10)

其中 ecl 表示单位格点的经典能量，Ψk = (ak, bk, a
†
−k, b

†
−k)

T，Hk 是一个 2 × 2 的块对角矩阵。磁子激发

谱由两支能带构成，其能隙由哈密顿量中的“非粒子数守恒”反常项打开。这些反常项源自 Kitaev 及各

向异性交换相互作用，并破坏了有效的时间反演对称性，使得两支磁子能带分别携带非零的陈数，通常为

±1 [85,86]。因此，在具有锯齿形边界的有限尺寸体系中，两支能带之间的体带隙内会出现手性边缘态，其

传播方向与边缘位置锁定。

进一步，磁子能带的非零贝里曲率直接导致有限的热霍尔效应。霍尔热导率 κxy 与贝里曲率和玻色子

分布函数相关，即

κxy = − k2BT

4π2h̄

2∑
n=1

∑
k∈FBZ

c2
[
g(ωnk)

]
Ωnk, (11)

其中 g(x)是玻色爱因斯坦分布，c2(x) = (1+x)ln2[(1+x)/x]−ln2x−2Li2(−x)，其中 Li2(x)代表多对数函

数 [107]。在低温下，κxy 的符号通常与下能带陈数 C1 相反，故陈数可作为热霍尔信号符号的指示器。此外，

借助 Schrieffer-Wolff 变换将反常项高阶投影至粒子数守恒子空间，可得到等效的次近邻 Dzyaloshinskii-

Moriya 型跃迁，从而直观理解拓扑磁子的起源 [85]。值得注意的是，即使考虑磁子-磁子相互作用，在强场

下多磁子态被推至高能区，单磁子能带的拓扑保护性依然得以保持。
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 8.2 蜂窝晶格面内磁场

与面外磁场的情形不同，面内磁场诱导的极化顺磁相在霍尔热导率与陈数分布上表现出显著差异。霍

尔热导率沿 a 方向和 b 方向呈现不同的符号与大小。具体而言，记磁场沿 a 方向与沿 −a 方向极化态的

霍尔热导率分别为 κ
(a)
xy 和 κ

(−a)
xy ，则两者满足

κ(−a)
xy = −κ(a)xy . (12)

在极化态下，通过全局自旋旋转可将 h ∥ a 与 h ∥ −a 两个体系的线性自旋波哈密顿量联系起来，由此导

出贝里曲率关系 Ωā
n,−k = −Ωa

n,k。由于能谱在 k → −k 下不变，且 κxy 表达式中对 k 的求和可等价变换为

对 −k 的求和，故有 κ
(−a)
xy = −κ(a)xy

[87]。另一方面，当磁场沿 b 方向时，霍尔热导率严格为零：

κ(b)xy = 0. (13)

此时体系具有绕 b 轴的 C2 旋转对称性，该对称性在自旋全部沿 b 轴排列时退化为纯空间操作。进而，贝

里曲率成为 kx 的奇函数：Ωb
n(−kx,ky)

= −Ωb
n(kx,ky)

。由于布里渊区关于 kx = 0 对称，积分后总贝里曲率为

零，故 κxy = 0，且两支磁子能带的陈数均为零 [87]。

在稳定极化相内，磁子能带的陈数以及能隙闭合条件均与磁场强度无关，仅取决于交换耦合参数和面

内磁场方向角 β。因此，拓扑相图可在高场极限下通过解析求解能隙闭合条件得到 [88]。分析表明，能隙

闭合由若干类代数条件刻画，其中关键的一类为 K − Γ+ Γ′ = 0。在此条件下，高场有效模型退化为平面

内赝磁场，陈数恒为零，从而在参数空间中产生大范围的拓扑平庸区域。当磁场沿 a 轴（β = 0）时，拓

扑非平庸（陈数 C = ±1）区域覆盖参数球面最大面积；随 β 增大，该面积先减小后回升；当磁场沿 b 轴

（β = π/2）时，体系具有 C2 旋转对称性，强制所有参数下陈数为零，整个相图拓扑平庸。这些拓扑相图

特征揭示了面内磁场极化相中拓扑磁子的普适条件，为实验选择磁场方向及材料参数提供了明确指导。

8.3 星形晶格面外磁场

针对拓扑磁子性质的研究也从蜂窝晶格扩展至其它体系中。例如，星形晶格上扩展 Kitaev 模型在强

面外磁场（[111] 方向）极化相中拓扑磁子的性质呈现出与蜂窝晶格显著不同的特征 [89]。星形晶格可视为

将蜂窝晶格的每个顶点替换为一个三原子三角形团簇而得到，文献中亦称为修饰蜂窝晶格。由于星形晶格

原胞包含六个磁性子格，磁子能带共有六支，陈数分布构成六元组。在极高磁场下，拓扑相图主要由两种

拓扑相构成，其陈数元组分别为 (−1, 1,−1, 0, 2,−1) 与 (1,−2, 0, 1,−1, 1)，呈数值逆序、符号相反的特征。

两者均含有高陈数 ±2，而蜂窝晶格仅出现 ±1。随着磁场降低，两种主相之间涌现出数十个狭窄的中间拓

扑相，其最高陈数绝对值可达 5，且各相区域随磁场增强而逐渐收缩直至消失，如图7所示。这表明星形晶

格上可发生多次磁场诱导的拓扑相变，与蜂窝晶格中拓扑相图与场强无关的特性形成鲜明对比。此外，在

特定交换参数下，部分能带带宽变得极窄，形成拓扑平带，其陈数分别为 ±1。这些平带具有极高的态密

度，且与热霍尔电导率在平带参数点趋近于零的现象相关联。综上，星形晶格的几何阻挫与 Kitaev 相互

作用的协同效应，为在极化相中实现高陈数拓扑磁子与拓扑平带提供了理想的研究载体。
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图 7 星形晶格上 Kitaev-Γ 模型在外磁场下的拓扑相图和拓扑平带 [89]�

Fig. 7. Topological phase diagram and topological flat bands of the Kitaev-Γ model on a star lattice under

an external magnetic field [89].

9 结论与展望

Kitaev 磁体在外磁场下的新奇物态研究已从零磁场严格可解模型拓展至包含多种相互作用的扩展模

型，形成以量子自旋液体、分数化激发和拓扑相变为核心的研究主题。外磁场通过破坏时间反演对称性，

可诱导手征自旋液体、Majorana 金属、涡旋玻璃、向列顺磁相及拓扑相等丰富物态，为探索分数化准粒

子和拓扑量子计算提供了理想平台。

在数值多体计算方面，精确对角化、密度矩阵重正化群、变分蒙特卡洛及张量网络态等方法相互补充，

共同揭示了自旋 1/2 反铁磁 Kitaev 模型在 [111] 磁场下中间相的存在。然而，不同方法对中间相本质的

刻画存在明显分歧。精确对角化发现标量与矢量手征相，密度矩阵重正化群支持无能隙 U(1) 自旋液体或

自旋子费米面，张量网络态提出 Majorana 金属，而平均场 + 变分蒙特卡洛及低能有效场论则预言有能隙

阿贝尔手征自旋液体。这些分歧反映了该体系高度非微扰的特性，也表明不同数值方法的有限尺寸效应、

边界条件及纠缠截断可能影响对能隙大小的判断。值得注意的是，部分看似对立的结论（如无能隙与极小

能隙）在热力学极限下可能趋于一致，因为极小的能隙在有限尺寸模拟中极易被误判为无能隙。未来需发

展更精确的有限尺寸标度方法，并推动不同方法在相同几何和参数下的直接对比。

与自旋 1/2 情形不同，自旋 1 Kitaev 模型的基态在零磁场下被张量网络方法一致确认为有能隙的 Z2

自旋液体，而早期精确对角化暗示的无能隙行为源于有限尺寸效应。这一对比凸显了大尺度张量网络在判

定能隙问题上的优势。扩展 Kitaev 模型中，多节点量子自旋液体相与向列顺磁相等的发现进一步丰富了
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 磁场调控的物态，后者可通过“序由无序”机制理解，并与经典模型的约束动力学相联系。

在数值与实验对照方面，Kitaev 模型预言的半整数量子化霍尔热导率在 α-RuCl3 中曾被报道，但后

续实验对其起源存在争议（声子或磁子贡献）。这一分歧提示理论计算需进一步纳入真实材料参数及有限

温度效应，以建立更直接的实验可比较量。目前数值研究多集中于以 Kitaev 相互作用为核心的扩展，对

材料中实际存在的晶格畸变、堆垛缺陷及无序效应的模拟仍十分有限。此外，星形晶格中预测的高陈数拓

扑磁子与拓扑平带，以及面内磁场下霍尔热导率的方向选择性，均为未来中子散射和热输运实验提供了明

确的理论预言。

展望未来，以 Kitaev 物理为核心的量子磁性领域可从以下方面协同推进。其一，发展更高效的多体

数值方法，实现更大尺寸和更真实参数下的精确模拟；其二，建立不同数值方法间的基准比对，统一对中

间相本质的认识；其三，将理论计算与具体候选材料（如 α-RuCl3、Na2Co2TeO6）的实验测量直接对接，

计算动力学结构因子和热霍尔系数等可观测量的定量预测；其四，探索磁场与其他调控手段（压力、掺杂、

应变）的协同效应以实现更稳定的新奇物态。综上，Kitaev 磁体的研究正从模型驱动的理论探索走向材料

与实验驱动的综合前沿，这一进程不仅深化了对量子磁性中分数化激发与拓扑序的理解，也为拓扑量子计

算和低耗散自旋电子学开辟了新路径。
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Abstract
The exactly solvable Kitaev honeycomb model has inspired extensive research on novel states of

matter induced by external magnetic fields, representing a major frontier in condensed matter physics,

with candidate materials such as α-RuCl3, Na2Co2TeO6, and A3Ni2XO6 (A = Li, Na; X = Sb, Bi). This

review provides a systematic overview of the quantum and topological phases emerging in the Kitaev

model and its extensions under magnetic fields. We first revisit the chiral spin liquid generated by a

weak [111] magnetic field via third-order perturbation theory. The review then surveys exotic phases

in low-dimensional Kitaev systems, including chiral solitons in one-dimensional chains characterized by

staggered vector chirality, vortex gases and vortex glasses in quasi-one-dimensional ladders exhibiting

random flux distributions, and a constrained classical spin liquid phase protected by local constraints.

For the spin-1/2 antiferromagnetic Kitaev model, we compare predictions from various quantum many-

body methods, which reveal divergent interpretations of the intermediate field-induced phase—ranging

from a gapless U(1) spin liquid, a Majorana metal with logarithmically divergent density of states, to a

gapped Abelian chiral spin liquid. We further discuss the spin-1 Kitaev model, where the zero-field ground

state is consistently identified as a gapped Z2 spin liquid by tensor-network methods, and its magnetic-

field-induced phase transitions. Extended Kitaev models exhibit even richer phenomena, such as Dirac

and chiral spin liquids, a nematic paramagnet breaking C3 lattice rotational symmetry, and field-induced

spin-flop transitions with emergent U(1) symmetry. In the high-field polarized phase, topological magnon

excitations emerge, giving rise to a finite thermal Hall conductivity that exhibits a strong dependence

on the in-plane field direction, with sign changes and vanishing under certain symmetries. Moreover, the
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 star lattice hosts high-Chern-number magnon bands and topological flat bands; notably, the thermal Hall

conductivity exhibits nodal behavior with sign reversal at phase-transition points and approaches zero

without sign change at flat-band points. This review provides a theoretical reference for understanding

field-induced phenomena in Kitaev candidate materials and offers guidance for future experimental and

numerical investigations.

Keywords: Kitaev model, quantum spin liquid, external magnetic field, quantum many-
body calculations, topological magnons
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