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内生热与纳米增强对环形 PCM 凝固的竞争效应 *

滑名杰 范海龙 †

(内蒙古工业大学理学院, 呼和浩特 010051)

为揭示纳米增强复合相变材料中内生热效应对凝固动力学的调控机制, 本文以环形区域内相

变材料的凝固过程为研究对象, 基于热传导理论与渐近分析方法, 对小 Stefan 数条件下含对流边

界的 Stefan问题进行了系统研究. 通过多尺度渐近分析, 刻画了四个空间尺度与五个时间尺度, 并

在平衡凝固主导尺度上引入物性平均法, 建立了同时考虑内生热强度、纳米颗粒类型、纳米颗粒体

积分数、环形几何参数及边界换热条件的统一数学模型. 在此基础上, 系统分析了内生热与纳米颗

粒导热增强之间的竞争调控机制, 以及环形几何构形和边界对流换热对凝固过程的影响. 研究结

果表明内生热作为热源项虽可补偿系统热损失, 但会削弱固–液界面温度梯度, 从而降低界面传热

驱动力并延缓凝固前沿推进; 相比之下, 高导热纳米颗粒（如 copper nanoparticles）能够显著提

高复合材料的等效导热性能, 加速界面迁移并缩短完全凝固时间, 且随着纳米颗粒体积分数增加,

这种强化作用也同步增强. 进一步分析发现, 完全凝固时间随内生热强度单调增加, 而随纳米颗粒

体积分数单调降低, 表明内生热迟滞效应与纳米颗粒导热增强效应之间存在明显的竞争关系, 其中

Cu 纳米颗粒表现出最优的导热强化能力, 能够有效削弱内生热引起的凝固迟滞. 此外, 增大环形

半径比可有效缩短导热路径, 当 β 由 0.05 增加至 0.5 时, 不同内生热工况下完全凝固时间均降低

90% 以上; 提高 Bi 数能够增强边界散热能力, 当 Bi 数由 10 增加至 100 时, 完全凝固时间进一步

降低约 50%–60%, 但当 Bi 继续增大时, 其强化作用逐渐减弱. 上述结果表明, 合理优化环形几何

构形、边界换热条件及纳米颗粒参数, 可有效抑制内生热带来的不利影响, 显著提高相变材料的释

热性能. 本文从多物理场耦合角度阐明了内生热、纳米颗粒导热增强、环形几何构形及边界换热

共同作用下环形复合相变材料的凝固动力学机制, 为热能存储与热管理系统中纳米复合相变材料

的结构设计与参数优化提供了可靠的理论依据和定量设计框架.
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 1 引 言

相变材料 (PCM) 是一类典型的潜热储能材料, 在相变过程中能够吸收或释放大量潜热, 因而被广泛应

用于热能存储 [1–3]、电子设备热管理 [4–6]、建筑节能 [7,8] 和冷链物流 [9,10] 以及可再生能源利用 [11,12] 等领

域. 与传统显热储能材料相比, PCM 具有储热密度高、相变温度稳定等优势. 然而, 由于 PCM 导热系数

较低导致其传热效率受限, 进而影响相变速率与其整体性能. 因此, 如何从理论层面揭示相变过程中的热

传输机制及界面演化规律, 成为当前研究的关键科学问题之一. 相变过程本质上属于典型的移动边界问题,

其动力学行为可由非线性 Stefan 问题描述. 在多物理场耦合作用下, 固–液界面的演化不仅取决于热扩散

过程, 还受到内热源项、材料非均匀性及边界条件等因素的共同影响. 已有研究表明, PCM 相变过程的演

化会受到内生热强度、纳米颗粒特性、封装几何形状以及固-液界面动力学机制等因素的影响 [13,14]. 其中,

固-液界面的推进机制在多因素耦合作用下主导着相变过程中的热梯度、溶质浓度分布及相变速率等关键

物理量, 从而对相变动力学与温度场演化起决定性作用. 通过调控相变过程中的热量输运路径与速率, 可

在特定区域实现热量的高效传递与均匀分布, 进而有效抑制相变滞后, 促进液相向固相的有序、均匀转变,

优化整体温度场分布, 实现对相变过程的精准调控. 为提高 PCM 的传热性能, 研究者提出了多种强化手

段, 其中引入高导热纳米颗粒构建纳米增强复合相变材料是一种有效方法. 例如, Aziz 等 [15] 通过实验方

法研究了巴西棕榈蜡与石蜡基纳米复合相变材料的凝固问题, 发现添加氧化石墨烯等纳米颗粒可显著提升

复合材料的热导率与传热性能. Ismail 等 [16] 研究发现将高热性能纳米颗粒复合至相变材料中, 可有效提

升储热介质的热物性与系统储能效率, 使储热充能时间缩短, 显著增强聚光太阳能系统的运行效率与稳定

性. Kittusamy 等 [17] 研究发现在相变材料中加入不同体积分数的石墨烯纳米颗粒, 可以显著提升材料热

导率, 缩短熔化时间. 在理论建模方面, 纳米增强 PCM 的热物性通常采用有效介质理论进行描述. 经典的

Maxwell 有效导热模型及其修正模型能够较好地预测低体积分数纳米颗粒复合材料的等效导热系数, 已成

为纳米增强相变材料理论分析中应用最广泛的导热模型之一 [18–20]. 因此, 将有效导热模型与 Stefan 移动

边界理论相结合, 为建立纳米增强 PCM 凝固过程的解析模型提供了重要理论基础.

随着高端储能技术的发展, 对 PCM 相变过程中温度场与界面形貌控制提出了更高要求. 单一强化手

段在应对多物理因素耦合作用引发的复杂相变行为时存在一定局限. 近年来, 多因素协同强化方法逐渐受

到关注. 例如, Zhang 等 [21] 通过实验方法, 将新型分支结构翅片与纳米颗粒相结合, 揭示了该复合效应对
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 三管热交换器中相变材料在凝固过程中的性能影响. Yang 等 [22] 通过实验分析了纳米颗粒类型和金属泡

沫的协同作用对复合 PCM 存储效率的影响, 结果表明两者的协同作用可显著增强热量传递效率并优化温

度场分布. Bondareva 和 Sheremet [23] 通过数值模拟, 研究了纳米增强和金属泡沫协同作用对复合 PCM

的影响, 结果表明两者的协同作用可显著提高相变材料热导率, 加速相变材料熔化, 为储能技术的热能调控

提供了理论支持. Selim 和 Alqahtani [24] 通过建立多物理因素耦合模型, 系统揭示了容器形状、翅片和纳

米颗粒对相变材料凝固过程中的演化规律, 为多物理因素协同作用优化技术奠定了基础.

目前关于含内生热 Stefan 问题的解析研究主要集中于平板、球形等简单几何, 并多采用单区域导热

模型进行分析. Saad 等 [25] 研究了球坐标系下内生热对相变材料凝固过程的影响, McCord 等 [26] 则给出

了内生热作用下平板 Stefan 问题的解析结果, 为含内生热移动边界问题的理论研究奠定了基础. 然而, 与

经典平板 Stefan 问题相比, 环形结构具有显著的几何特性, 导致其温度场分布及界面演化规律均表现出不

同于平板结构的动力学特征. 针对环形区域相变问题, Kothari 等 [27] 和 Azad 等 [28] 系统分析了环形区域

PCM 熔化与凝固过程中的传热特性; Lipnicki 和 Małolepszy [29] 建立了环形空间 PCM 凝固过程的解析

模型, 为环形 Stefan 问题的理论分析提供了参考. 与此同时, 环形结构广泛应用于管壳式潜热储能器、电

池热管理系统、电子器件散热封装以及核能蓄热组件等工程领域, 建立其凝固解析理论具有重要的理论意

义和工程价值. 然而, 现有关于环形 PCM 凝固的研究主要集中于数值模拟或单一物理机制分析, 尤其是

内生热诱导凝固迟滞效应与纳米颗粒导热增强效应之间竞争机制的理论分析尚未形成统一框架. 需要指出

的是, 本文控制方程中的内生热项采用一般体积热源形式表示, 其符号决定热源性质, 因此所建立模型既适

用于体积放热过程, 也适用于吸热过程. 鉴于本文主要关注内生热对凝固过程的热补偿作用及其引起的凝

固迟滞机制, 结合电池热管理、核能蓄热等典型工程应用背景, 本文重点研究均匀放热型内生热工况. 文

中纳米颗粒类型、体积分数及内生热强度均依据已有实验研究和理论分析中的典型参数范围选取, 并作为

控制参数用于揭示不同因素对凝固动力学的影响规律, 而非针对某一特定材料体系进行参数拟合. 基于此,

本文建立了含内生热纳米增强相变材料环形 Stefan 问题数学模型, 将内生热效应与纳米增强效应统一纳

入移动边界分析框架. 依托小 Stefan 数理论, 构建包含四个空间尺度和五个时间尺度的多尺度渐近分析体

系, 系统揭示凝固全过程不同阶段的固–液界面演化规律, 进一步获得固–液界面位置、温度场分布及完全

凝固时间的解析表达式, 构建凝固动力学解析预测手段, 阐明内生热迟滞效应与纳米颗粒导热强化效应之

间的竞争调控机制, 为环形储热装置中纳米增强相变材料的优化设计提供理论依据, 同时为复杂几何条件

下 Stefan 问题的多尺度解析研究提供参考.
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 2 理论模型

考虑如图1所示环形容器内纳米增强相变材料的凝固问题. 为建立导热主导的理论模型, 作如下假设:

凝固过程中体系体积保持不变, 且相变材料在固、液两相中的密度保持恒定; 单位体积内的内生热均匀分

布, 且纳米颗粒在基液中均匀分散. 同时以小尺寸环形封装内的高粘度相变材料为研究对象, 此时液相流动

受黏性作用抑制, 对应工况下的 Rayleigh 数远低于自然对流发生的临界值, 因此热量传递主要由导热机制

控制, 自然对流效应可忽略. 基于上述假设, 本模型适用于低 Rayleigh 数条件下导热主导的凝固过程, 如小

尺寸封装相变储热单元及高粘度相变材料体系.

纳米

颗粒

图 1 纳米增强相变材料凝固过程.

Fig. 1. Solidification process of nano-enhanced phase change materials.

2.1 控制方程

环形容器内纳米增强复合相变材料在相变过程中, 热输运以满足傅里叶定律的导热机制为主导 [30,31].

在此基础上, 可在圆柱坐标系下建立如下的数学模型.

液相传热方程表示为

1

αL

∂TL

∂t
=
∂2TL

∂r2
+

1

r

∂TL

∂r
+

q

kL
, b < r < ri(t), t > 0, (1)

固相传热方程表示为

1

αS

∂TS

∂t
=
∂2TS

∂r2
+

1

r

∂TS

∂r
+

q

kS
, ri(t) < r < a, t > 0. (2)

在界面 r = ri(t) 上, 满足 Stefan 条件和温度连续性条件

kS
∂TS

∂r

∣∣∣∣
r=ri(t)

− kL
∂TL

∂r

∣∣∣∣
r=ri(t)

= ρL
dri
dt
, (3)

TL(ri(t), t) = TS(ri(t), t) = Tf . (4)
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 在模型的内边界 r = b 和外边界 r = a 上分别满足广义对流边界条件和绝热条件

− k
∂T

∂r

∣∣∣∣
r=b

= h(T∞ − T (r = b, t)), (5)

∂T

∂r

∣∣∣∣
r=a

= 0. (6)

此外, 模型还满足下面的初始条件

TL(r, t = 0) = Tinit, ri(t = 0) = b. (7)

其中 T 为温度, 下标 L 和 S 分别表示液相和固相. r 为径向坐标, ri(t) 表示由内壁向外推进的固–液界面

位置, a 和 b 分别表示内半径和外半径. t 表示时间, α 为热扩散系数, 其定义为 α = k/(ρcp). k 为热传导

系数, ρ 为密度, cp 为比热容, L 为潜热, h 为对流换热系数, T∞ 为环境温度, 其值低于相变材料的熔化温

度 Tf . q 表示单位体积内生热强度, 其符号决定热源性质. 当 q > 0 时表示体积放热过程, 当 q < 0 时表示

吸热过程. 本文主要关注内生热对凝固迟滞的影响, 因此重点研究 q > 0 的均匀放热工况. 同时由于内边

界为对流冷却边界而外边界绝热, 体系热量仅能通过内壁向环境散失, 因此凝固过程中径向热流方向由相

变材料指向冷却壁. 内生热项仅改变热源强度及界面温度梯度, 而不改变本模型中的热传导方向.

根据界面位置 ri(t), 可以直接计算出固相分数

ΦS =
r2i − b2

a2 − b2
. (8)

因此, 液相分数为 ΦL = 1− ΦS .

2.2 无量纲化

选取长度尺度为圆环外半径 a, 时间尺度采用热扩散时间尺度 a2/αS , 温度尺度取为 ∆T = Tf − T∞.

据此, 引入如下无量纲变量

ξ =
r

a
, ξi =

ri
a
, τ =

αSt

a2
, θ =

T − Tf

△T
. (9)

同时定义主要无量纲参数为

β =
b

a
, Bi = ha

kS
, Ste = cp,S∆T

L
, Q =

qa2

kS∆T
, α̃ =

αS

αL

, k̃ =
kS
kL
, c̃p =

cp,S
cp,L

. (10)

将 (9)-(10) 式代入无量纲前的方程 (1)-(8), 可得无量纲后的传热方程为

∂θL
∂τ

=
1

α̃

(
∂2θL
∂ξ2

+
1

ξ

∂θL
∂ξ

+
Q

k̃

)
, (11)
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 ∂θS
∂τ

=
∂2θS
∂ξ2

+
1

ξ

∂θS
∂ξ

+Q. (12)

在界面和边界上满足下面的方程

∂θS
∂ξ

∣∣∣∣
ξ=ξi(t)

− 1

k̃

∂θL
∂ξ

∣∣∣∣
ξ=ξi(t)

=
1

Ste
dξi
dτ
, (13)

θL(ξ = ξi(τ), τ) = θS(ξ = ξi(τ), τ) = 0, (14)

− ∂θ

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=β

= Bi(−1− θ(ξ = β, τ)), (15)

∂θ

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=1

= 0. (16)

初始条件为

θL(ξ = ξi(τ), τ) = θinit, ξ(τ = 0) = β. (17)

固相分数为

ΦS =
ξ2i − β2

1− β2
. (18)

2.3 纳米增强复合材料建模

纳米增强复合相变材料的等效热物性采用经典有效介质理论进行描述 [32]. 其中, 密度、比热容和潜热

采用混合规则计算, 而热导率则采用考虑纳米颗粒与基体界面热阻修正的 Maxwell 有效介质模型. 相应热

物性参数表示如下

ρnpcm = (1− ψ)ρpcm + ψρn, cnpcm =
(1− ψ)(ρcp)pcm + ψ(ρcp)n

ρnpcm
, (19)

Lnpcm =
(1− ψ)(ρL)pcm

ρnpcm
, αnpcm =

knpcm

ρnpcmcnpcm
. (20)

由于纳米颗粒尺度较小, 纳米颗粒与基液之间的界面热阻 (Kapitza thermal resistance) 会对热传递过

程产生不可忽略的影响, 进而改变纳米复合材料的有效导热性能 [33]. 因此, 本文采用考虑界面热阻修正的

等效颗粒导热率模型 [34], 即

k∗n =
dn

Rk +
dn
kn

. (21)

而纳米增强相变材料热导率和内生热可以表示为

knpcm = kpcm

(
k∗n + 2kpcm − 2ψ(kpcm − k∗n)

k∗n + 2kpcm + ψ(kpcm − k∗n)

)
, Qnpcm =

qa2

knpcm△T
. (22)
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 其中, 下标 n、pcm 和 npcm 分别表示纳米颗粒、相变材料和纳米增强相变材料; dn 表示纳米颗粒直径,

Rk 表示 Kapitza 界面热阻. 本文取 dn = 20 nm, Rk = 0.2× 10−8 m2K/W [35]. 上述有效热物性模型假设

纳米颗粒呈球形, 并均匀分散于基体相变材料中, 颗粒之间不存在明显团聚现象. 同时, 通过引入 Kapitza

界面热阻修正纳米颗粒等效热导率, 以考虑纳米颗粒与基体界面对热传递过程的影响. 该模型适用于低体

积分数纳米增强复合材料体系 (通常 ψ < 0.2）的预测.

Cu、CuO和Al2O3三种典型高导热纳米颗粒作为增强相, 其热物性参数如表1所示. 由于三种纳米颗粒

的热导率均高于基体相变材料 (kn > kpcm), 因此能够有效提高复合材料的等效热导率, 从而强化热扩散过

程并加快凝固界面的推进.

表 1 纳米颗粒的热物理性质表

Table 1. Table of Thermophysical Properties of Nanoparticles

物性 Cu [36] CuO [37] Al2O3
[37]

密度（kg/m3) 8954 6510 3970

比热（J/kg K） 383 540 525

热导率（W/m K） 400 33 17.65

热膨胀系数（K−1） 1× 10−4 9× 10−6 8× 10−6

3 模型分析

下面从相变前、凝固中、凝固后三个阶段讨论环形 PCM 系统的凝固过程.

3.1 阶段 1: 相变前

在等温或恒定热流边界条件下, 相变材料通常会在初始时刻瞬间产生固相. 然而, 在实际对流换热边界

条件下, 由于内表面存在有限的对流热阻, 体系在初始阶段会经历一段尚未发生相变的时间区间. 该时间尺

度的存在与表面传热系数密切相关, 通常可由无量纲 Bi 数表征. 基于上述特征, 本文将这一无固相生成的

初始阶段定义为第一区域 (Region I). 为刻画该阶段的主导物理过程, 将移动固-液界面缩放至内表面位置,

即 ξi = β, 对应的空间尺度记为 A 层. 在此尺度下, 相变尚未发生, 系统可等效为单相区域内的瞬态热传导
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 过程. 因此, 该阶段的控制方程及其相应的边界条件与初始条件为

∂θL
∂τ

=
1

α̃

(
∂2θL
∂ξ2

+
1

ξ

∂θL
∂ξ

+
Q

k̃

)
, (23)

−1

k̃

∂θL
∂ξ

∣∣∣∣
ξ=β

= Bi(−1− θ(ξ = β, τ)), (24)

∂θL
∂ξ

∣∣∣∣
ξ=1

= 0, (25)

θL(ξ = ξi(τ), τ) = θinit, ξ(τ = 0) = β. (26)

为了求解该问题, 把 θL 分解为瞬态和准稳态分量, 即

θL = θL,ss(ξ) + θL,tr(ξ, τ). (27)

把 (27) 代入表达式 (23)-(26), 解得

θL = θL,ss(ξ) + θL,tr(ξ, τ)

= −1 +
Q

2k̃2Bi

(
1

β
− β

)
+
Q

2k̃
(ln ξ − lnβ)− Q

4k̃
(ξ2 − β2)−

∞∑
n=1

CnRn(λnξ) exp
(
− 1

α̃
λ2
nτ

)
,

(28)

其中

Rn(λnξ) = Y0(λnξ)

[
BiJ0(λnβ) +

1

k̃
λnJ1(λnβ)

]
− J0(λnξ)

[
BiY0(λnβ) +

1

k̃
λnY1(λnβ)

]
, (29)

Y1(λn)

[
BiJ0(λnβ) +

1

k̃
λnJ1(λnβ)

]
− J1(λn)

[
BiY0(λnβ) +

1

k̃
λnY1(λnβ)

]
= 0, (30)

Cn =

∫ 1

ξ̃=β
ξ̃(θL,ss(ξ̃)− θinit)Rn(λnξ̃)dξ̃∫ 1

ξ̃=β
ξ̃R2

n(λnξ̃)dξ̃
. (31)

当内表面温度达到相变温度, 即 θL(β, τ0) = 0 时, 第一区域（Region I）结束. 此时刻 τ0 标志着固液

界面开始产生并向外移动. 随着界面的启动, 内表面附近首先形成一层极薄的固相层. 然而, 在该阶段的传

热过程中, 体系整体仍以液相导热为主导. 因此, 这一时间尺度可归类为第二区域（Region II）. 在该区域

内, 由于界面附近存在显著的空间非均匀性, 问题呈现出多尺度特征, 可划分为两个典型空间尺度: 远离固

液界面的外层 (B 层) 以及靠近固液界面的内层 (C 层). 具体而言, B 层描述的是远离界面的主体液相区

域, 其物理行为可近似为单相液体的瞬态热传导过程, 与 A 层类似, 但此时边界条件简化为常数. 相比之

下, C 层聚焦于界面邻域, 在该尺度下必须同时考虑固液两相耦合及移动边界条件.

进一步地, 对于 B 层而言, 当 τ > τ0 后, 其亦可视为界面启动后外区域的主导层. 从物理上看, 该区域

仍由占主导体积的液相控制, 而固相仅局限于内表面附近的薄层. 为准确刻画该阶段的热传导行为, 需对相
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 关无量纲变量进行重新标度, 具体如下:

τ = τ̃ + τ0, ξi = β + Ste1/2ξ̃i, (32)

然后, 将温度 θ 展开为

θL = θL,0 + Ste1/2θL,1 +O(Ste2), (33)

θS = θS,0 + Ste1/2θS,1 +O(Ste2), (34)

ξi = ξi,0 + Ste1/2ξ̃i,1 +O(Ste2). (35)

在首阶 O(1) 下, 固相被消除. 由于 Ste1/2 在 ξi 中, Stefan条件也被移除, 因此留下 θL(β, τ̃) = 0 作为

内表面边界条件. 此时, 系统满足下面的控制方程、边界条件和初始条件

∂θL,0

∂τ̃
=

1

α̃

(
∂2θL,0

∂ξ2
+

1

ξ

∂θL,0

∂ξ
+
Q

k̃

)
, (36)

θL,0(ξ = β, τ̃) = 0, (37)

∂θL,0

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=1

= 0, (38)

θL,0(ξ, τ̃ = 0) = f(ξ), (39)

其中 f(ξ) 为 τ = τ0 时的温度.

为求解该模型, 把 θL,0 分解为瞬态和准稳态分量, 即

θL,0 = θL,0,ss(ξ) + θL,0,tr(ξ, τ). (40)

采用类似 A 层的求解方法, 可解得

θL,0(ξ, τ̃) = θL,0,ss(ξ) + θL,0,tr(ξ, τ̃)

=
Q

2k̃
(ln ξ − lnβ)− Q

4k̃
(ξ2 − β2) +

∞∑
n=1

C̃nR̃n(λ̃nξ) exp
(
− 1

α̃
λ̃2
nτ̃

)
,

(41)

其中

R̃n(λ̃nξ) = J0(λ̃nξ)Y0(λ̃nβ)− J0(λ̃nβ)Y0(λ̃nξ), (42)

J1(λ̃n)Y0(λ̃nβ)− J0(λ̃nβ)Y1(λ̃n) = 0, (43)

C̃n =

∫ 1

ξ̃=β
ξ̃(f(ξ̃)− θL,0,ss(ξ̃))Rn(λnξ̃)dξ̃∫ 1

ξ̃=β
ξ̃R2

n(λnξ̃)dξ̃
. (44)
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 该区域的另一空间尺度为 C 层, 其位于移动界面附近. 与 B 层不同, C 层聚焦于界面邻域内更小尺度

的区域, 在该尺度下需要以更高的空间分辨率同时刻画固液两相及移动边界的耦合作用. 为此, 对时间与空

间变量进行局部重标度, 引入以下伸缩变换

τ = τ̃ + τ0, ξ = β + Ste1/2ξ̃, ξi = β + Ste1/2ξ̃i. (45)

在上述标度下, 系统需满足下面的方程

βSte∂θL
∂τ̃

+ Ste3/2ξ̃ ∂θL
∂τ̃

=
1

α̃
β
∂2θL

∂ξ̃2
+

1

α̃
Ste1/2ξ̃ ∂

2θL

∂ξ̃2
+

1

α̃
Ste1/2 ∂θL

∂ξ̃
+

1

α̃

Q

k̃
, (46)

βSte∂θS
∂τ̃

+ Ste3/2ξ̃ ∂θS
∂τ̃

= β
∂2θS

∂ξ̃2
+ Ste1/2ξ̃ ∂

2θS

∂ξ̃2
+ Ste1/2 ∂θS

∂ξ̃
+Q, (47)

∂θS

∂ξ̃

∣∣∣∣
ξ=ξi(t)

− 1

k̃

∂θL

∂ξ̃

∣∣∣∣
ξ=ξi(t)

=
1

Ste
dξ̃i
dτ
, (48)

− ∂θS

∂ξ̃

∣∣∣∣
r̃=0

= Ste1/2Bi(−1− θS(ξ̃ = 0, τ̃)), θS(ξ̃i, τ̃) = 0, (49)

θL(ξ̃i, τ̃) = 0,
∂θL

∂ξ̃

∣∣∣∣
ξ̃=Ste−1/2(1−β)

= 0, (50)

ξ̃i(0) = 0, θL(ξ̃, 0) = f(ξ̃). (51)

下面求解如下形式的渐近解

θL = θ̃L,0 + Ste1/2θ̃L,1 +O(Ste2), (52)

θS = θ̃S,0 + Ste1/2θ̃S,1 +O(Ste2), (53)

ξ̃i = ξ̃i,0 + Ste1/2ξ̃i,1 +O(Ste2). (54)

在首阶近似下, 系统满足

β
∂2θ̃S,0

∂ξ̃2
+Q = 0, (55)

β
∂2θ̃L,0

∂ξ̃2
+
Q

k̃
= 0, (56)

∂θ̃S,0

∂ξ̃

∣∣∣∣∣
r̃=0

= 0, θ̃S,0(ξ̃i,0) = 0, (57)

θ̃L,0(ξ̃i,0) = 0, θ̃L,0(∞) ∼ 0. (58)

容易求得

θ̃S,0 = − Q

4β
(ξ̃ − ξ̃i,0), θ̃L,0 = 0. (59)
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 在一阶近似下，系统控制方程可写为

β
∂2θ̃S,1

∂ξ̃2
+
∂θ̃S,0

∂ξ̃
= 0, (60)

β
∂2θ̃L,1

∂ξ̃2
+
∂θ̃L,0

∂ξ̃
= 0, (61)

相应的边界与界面条件为

− ∂θ̃S,1

∂ξ̃

∣∣∣∣∣
r̃=0

= Bi(−1− θ̃S,0(ξ̃ = 0, τ̃)), (62)

∂θ̃S,0

∂ξ̃

∣∣∣∣∣
ξ̃=ξ̃i,0

ξ̃i,1 + θS,1(ξ̃i,0, τ̃) = 0, (63)

∂θ̃L,0

∂ξ̃

∣∣∣∣∣
ξ̃=ξ̃i,0

ξ̃i,1 + θ̃L,1(ξ̃i,0, τ̃) = 0, (64)

θ̃L,1(∞, τ) ∼ ã(τ̃)(ξ̃ − ξ̃i,0). (65)

求解上述方程可得固相与液相的一阶解分别为

θ̃S,1 = (ξ̃ − ξ̃i,0)

[
Q

8β2
(ξ̃ + ξ̃i,0)− Bi

(
−1− Qξ̃i,0

4β

)]
+
Qξ̃i,1
4β

, (66)

θ̃L,1 =(ξ̃ − ξ̃i,0)
Q(1− β2)

2k̃β

+ (ξ̃ − ξ̃i,0)
∞∑

n=1

C̃nλ̃nξ̃
[
J0(λ̃nβ)Y1(λ̃nβ)− J1(λ̃nβ)Y0(λ̃nβ)

]
exp

(
− 1

α̃
λ̃2
nτ̃

)
.

(67)

由外层（B 层）与内层（C 层）的匹配条件可确定出表达式 (67) 中的 ã 为

ã(τ̃) =
Qξ̃(1− β2)

2k̃β
+

∞∑
n=1

C̃nλ̃nξ̃
[
J0(λ̃nβ)Y1(λ̃nβ)− J1(λ̃nβ)Y0(λ̃nβ)

]
exp

(
− 1

α̃
λ̃2
nτ̃

)
. (68)

3.2 凝固中

此前获得的渐近解主要适用于较短时间尺度下液相温度场的演化. 然而, 随着固液界面的持续推进, 在

更长时间尺度内, 伴随潜热的不断释放, 固相迅速增长并逐渐占据主导地位. 此时, 原有时间标度已不足以

刻画系统的演化特征, 因此有必要对控制相变过程的时间尺度进行重新标度. 为此, 引入新的慢时间变量

τ̃ = Ste(τ − τ0), 从而将问题转化为描述界面演化主导过程的时间尺度. 在该尺度下, 系统的模型化为

Ste∂θS
∂ξi

=
∂2θS
∂ξ2

+
1

ξ

∂θS
∂ξ

+Q, (69)

− ∂θS
∂ξ

∣∣∣∣
ξ=β

= Bi(−1− θS(ξ = β, τ̃)), (70)
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 ∂θS
∂ξ

∣∣∣∣
ξ=ξi

=
dξi
dτ
, (71)

θS(ξi, τ̃) = 0, (72)

ξ(0) = β. (73)

需要指出的是上述模型忽略了液相显热对界面推进的贡献. 为提高模型精度, 下面采用物性平均法，

将液相效应通过等效参数引入模型中. 定义平均标度

τ̄ = S̄te
(
ᾱt

a2
− τ̄0

)
, S̄te = c̄p△T

L
, (74)

其中平均物性参数为

ᾱ =
αS + αL

2
, c̄p =

cp,S + cp,L
2

. (75)

据此, 可将原问题转化为等效的物性平均 Stefan 问题, 其控制方程可重写为

S̄te∂θS
∂ξi

(
dτ̄

dξi

)−1

=
∂2θS
∂ξ2

+
1

ξ

∂θS
∂ξ

+Q, (76)

并满足

− ∂θS
∂ξ

∣∣∣∣
ξ=β

= Bi(−1− θS(ξ = β, τ̄)), (77)

∂θS
∂ξ

∣∣∣∣
ξ=ξi

=

(
dτ̄

dξi

)−1

, (78)

θS(ξi, ξi) = 0, (79)

τ̄(β) = 0. (80)

进一步, 引入渐近展开形式

θS = θS,0 + S̄teθS,1 +O(Ste2),

τ̄ = τ̄0 + S̄teτ̄1 +O(Ste2).
(81)

由此可求得凝固中固相温度分布及界面演化时间的首阶解分别为

θS,0 =
−β {−4Bi+Q [Bi(β2 − ξ2i )− 2β]}

4 [1 + Biβ(ln ξi − lnβ)] (ln ξ − ln ξi)−
Q

4
(ξ2 − ξ2i ), (82)

τ̄0 =

∫ ξi

β

4ξ̃i

[
1 + Biβ(ln ξ̃i − lnβ)

]
4Biβ −Q

{
Biβ(β2 − ξ̃2i )− 2β2 + 2ξ̃2i

[
1 + Biβ(ln ξ̃i − lnβ)

]}dξ̃i. (83)
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 3.3 凝固后

当液相完全消失时, 凝固过程宣告结束. 此时移动界面推进至外边界, 即 ξi = 1, 体系中不再存在液相

区域. 对应的时间称为总凝固时间 (或临界时间), 记为 τc. 为描述凝固完成后的热行为, 引入平移时间变量

τ = τ̃ + τc. 在该阶段, 由于体系仅由固相组成, 模型退化为无相变的纯导热问题, 其数学形式与 A 层类似,

但物理性质对应于固相区域. 控制方程及边界条件为

∂θS
∂τ̃

=
∂2θS
∂ξ2

+
1

ξ

∂θS
∂ξ

+Q, (84)

− ∂θS
∂ξ

∣∣∣∣
ξ=β

= Bi(−1− θS(ξ = β, τ̃)), (85)

∂θS
∂ξ

∣∣∣∣
ξ=1

= 0, (86)

θS(ξ, 0) = g(ξ). (87)

将上述问题的解分解为准稳态解与瞬态解之和, 可解得

θ̃S(ξ, τ̃) =θ̃S,ss(ξ) + θ̃S,tr(ξ, τ̃)

=− 1 +
Q

2Bi

(
1

β
− β

)
+
Q

2
(ln ξ − lnβ)

− Q

4
(ξ2 − β2)−

∞∑
n=1

C̃nR̃n(λ̃nξ) exp(−λ̃2
nτ̃).

(88)

其中展开系数 C̃n 为

C̃n =

∫ 1

ξ̃=β
ξ̃(θS,ss(ξ̃)− g(ξ̃))R̃n(λ̃nξ̃)dξ̃∫ 1

ξ̃=β
ξ̃R̃2

n(λ̃nξ̃)dξ̃
, (89)

径向特征函数满足

R̃n(λ̃nξ) = −J0(λ̃nξ)
[
BiY0(λ̃nβ) + λ̃nY1(λ̃nβ)

]
+ Y0(λ̃nξ)

[
BiJ0(λ̃nβ) + λ̃nJ1(λ̃nβ)

]
, (90)

特征值 λ̃n 由如下特征方程确定

Y1(λ̃n)
[
BiJ0(λ̃nβ) + λ̃nJ1(λ̃nβ)

]
− J1(λ̃n)

[
BiY0(λ̃nβ) + λ̃nY1(λ̃nβ)

]
= 0. (91)

该结果表明, 在凝固完成后, 系统温度场将逐渐趋近于由内生热与边界传热共同决定的准稳态分布, 而

瞬态项以指数形式衰减, 其衰减速率由特征值 λ̃n 控制.

需要指出的是，本文的渐近解是在 Ste ≪ 1 的假设下推导出来的. 在物理上可以理解为潜热释放

占主导地位, 而显热变化仅作为高阶修正项参与能量传递. 对于纳米增强相变材料, 其 Stefan 数定义为
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 Ste = cnpcm∆T

Lnpcm
. 其中, cnpcm 和 Lnpcm 分别由式 (19) 和式 (20) 给出. 为验证本文渐近分析的适用性, 以

工程中广泛应用的石蜡基 PCM 为例, 其典型热物性参数取为 ρpcm = 760 kg/m3, cpcm = 2400 J/(kg ·K),

Lpcm = 1.79× 105 J/kg [32]. 对于典型储热工况, 取特征温差 ∆T = Tf − T∞ = 2 K. 此时纯 PCM 对应的

Ste = 0.0268. 进一步利用式 (19)–(20) 计算不同纳米颗粒体积分数下复合 PCM 的 Stefan 数，结果如表 2

所示.

表 2 不同纳米颗粒体积分数下的 Stefan 数

Table 2. Stefan numbers for different nanoparticle volume fractions

ψ Cu CuO Al2O3

0.0 0.0268 0.0268 0.0268

0.1 0.0324 0.0326 0.0302

0.15 0.0357 0.0359 0.0322

0.2 0.0394 0.0397 0.0345

由表2可以看出, 在本文研究范围 0 ≤ ψ ≤ 0.2 [38,39] 内, 不同纳米颗粒体系对应的 Stefan 数均小于

0.04. 而当 Stefan 数增大至 O(1) 阶时, 显热贡献将显著增强. 此时本文的渐近解可能失去足够精度, 这时

需要采用高阶渐近方法或其它方法求解.

4 讨论

4.1 内生热对凝固过程的影响

选取无量纲内生热参数 Q 的取值范围为 0.00–1.50 [40,41], 以表征凝固过程中不同内生热强度对凝固动

力学的影响. 图2展示了不同内生热强度 Q 条件下, 固–液界面位置 ξi 随无量纲时间 τ 的演化规律. 可以观

察到, 界面位置 ξi 随时间单调增加并最终趋近于 ξi = 1, 表明体系最终仍将完全凝固, 即内生热并不改变

相变过程的终态, 而主要调控其动力学路径. 进一步比较不同 Q 的演化曲线可以发现, 随着内生热强度的

增加, 界面推进曲线的斜率显著降低, 界面到达外壁所需时间明显延长. 特别是在中后期阶段 (ξi > 0.6), 曲

线之间的分离程度明显增大, 表明内生热的抑制作用具有随时间累积增强的特征. 定量结果显示, 当 Q 每

增加 0.2时,完全凝固时间约增加 20%,说明内生热对界面推进具有持续且显著的抑制作用. 由表达式 (82)

易得 ∂θS
∂ξ

∣∣∣
ξ=ξi

= A
ξi
− Q

2
ξi. 这表明内生热项 −Q

2
ξi 的存在直接降低了固–液界面附近的径向温度梯度. 当内
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 生热强度 Q 增大时, 该负项进一步增强, 使界面处的导热通量持续减小, 从而削弱了凝固过程的相变驱动

力. 根据 Stefan 条件, 界面推进速度与界面温度梯度成正比，因此温度梯度的减小必然导致界面迁移速率

降低, 最终表现为凝固时间的显著延长. 此外, 随着界面不断向外壁推进, 界面位置 ξi 逐渐增大, 内生热项

−Q
2
ξi 的影响同步增强, 使温度梯度进一步减弱. 因此, 内生热对界面迁移的抑制作用在凝固后期更加显著,

这与图2中不同曲线在中后期逐渐分离的演化规律完全一致. 图3给出了固相分数 Φs 随时间 τ 的变化规律.

可以看到, Φs 同样呈现单调增长并逐渐趋近于 1, 对应液相向固相的持续转化过程. 随着内生热强度的增

大, Φs 的增长速率明显降低, 且不同 Q 曲线之间的差异随时间逐渐扩大. 这一趋势与界面位置 ξi 的演化

规律高度一致, 表明内生热不仅延缓界面推进, 还在整体尺度上抑制固相生成速率, 从体积分数角度进一步

验证了其对相变动力学的迟滞效应. 图4展示了不同内生热强度 Q 下体系温度随时间 τ 的演化行为. 结果

表明, 随着 Q 的增加, 温度衰减速率显著降低, 体系在较长时间内维持较高温度水平. 对应地凝固完成时间

明显延长, 其变化趋势与界面位置及固相分数的演化结果保持一致. 这说明内生热通过持续向体系补充热

量, 有效抵消了外界散热及相变潜热释放所引起的温度下降, 从而延缓了系统进入完全凝固状态的进程.

综合图2–图4可以看出, 内生热对相变过程的影响体现出显著的热–动力学耦合特征. 在热力学层面, 内

生热通过补偿系统热损失, 减缓整体温度衰减; 在动力学层面, 其改变了内部热流分布并削弱界面处的温度

梯度, 从而降低相变驱动力并延缓界面推进. 两者共同作用, 使得相变过程整体呈现“温度维持-驱动力削

弱-界面迟滞”的演化模式.

从定量角度来看, 当内生热强度 Q 每增加 0.2 时, 完全凝固时间可延长约 30–50 个无量纲时间单位.

这表明内生热是调控相变过程时间尺度的关键参数: 在需要延缓相变或延长热释放过程的应用中, 可通过

提高 Q 实现; 而在需要快速凝固的场景下, 则应尽可能降低内生热效应. 上述结果为含内生热相变材料系

统的性能调控与工程优化提供了明确的理论依据与定量指导. 值得注意的是, 内生热对相变过程的影响并

非线性叠加, 而是在界面推进后期表现出更强的调控能力, 这一特征表明其作用机制与界面位置及温度场

分布密切耦合.
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图 2 不同内生热强度 Q 条件下, 固–液界面位置 ξi 随时间 τ 的演化曲线. 参数取值为 θinit = 1, β = 0.1,

∆T = 2K, h=200W/(m2 K).

Fig. 2. Evolution of the solid–liquid interface position ξi with time τ under different internal heat

generation intensities Q. The parameters are set as θinit = 1, β = 0.1, ∆T = 2K, h=200W/(m2 K).
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图 3 不同内生热强度 Q 条件下, 固相分数 ΦS 随时间 τ 的演化曲线. 参数取值为 θinit = 1, β = 0.1,

∆T = 2K, h=200W/(m2 K).

Fig. 3. Evolution of the solid fraction ΦS with time τ under different internal heat generation intensities

Q. The parameters are set as θinit = 1, β = 0.1, ∆T = 2K, h=200W/(m2 K).
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图 4 不同内生热强度 Q 条件下, 温度 θ 随时间 τ 的演化曲线. 参数取值为 θinit = 1, β = 0.1, ∆T = 2K,

h=200W/(m2 K).

Fig. 4. Evolution of temperature θ with time τ under different internal heat generation intensities Q.

The parameters are set as θinit = 1, β = 0.1, ∆T = 2K, h=200W/(m2 K).

4.2 不同类型纳米颗粒对凝固过程的影响

为系统揭示纳米颗粒本征热物性对相变材料凝固行为的影响, 在固定纳米颗粒体积分数与内生热强度

的条件下, 对添加 Cu 、CuO 和 Al2O3 三类纳米颗粒的体系进行了对比分析.

图5给出了不同体系中固–液界面位置 ξi 随时间 τ 的演化规律. 可以观察到, 所有工况下界面均由内

壁向外壁单调推进并最终趋近于 ξi = 1，表明纳米颗粒类型不会改变凝固过程的终态, 但显著影响其动

力学过程. 不同体系之间的界面推进速率存在明显差异: Cu 体系的界面曲线最为陡峭, 对应最快的推进

速度; CuO 次之; Al2O3 体系最为平缓, 凝固最慢. 该大小规律与三种纳米颗粒的热导率 (400W/m·K、

33W/m·K 和 17.65W/m·K) 高度一致. 结合公式 (22) 可知, 复合材料的等效导热系数随颗粒导热率的

提高而增强, 高导热的 Cu 纳米颗粒显著提升了体系的整体传热能力, 从而增强了界面处的热通量与相变

驱动力,导致界面推进加速. 图6进一步给出了固相分数 Φs 的演化过程. 作为宏观凝固进程的直接表征, Φs

随时间单调增加并最终趋近于 1. 不同纳米颗粒体系下, Φs 的增长速率呈现出与界面推进一致的大小规律:

Cu 体系增长最快, 最早完成凝固; CuO 次之; Al2O3 最慢. 该结果表明, 导热性能的提升不仅加速了局部

界面移动, 还促进了潜热在更短时间尺度内向外传递, 从而在整体尺度上加快了相变过程. 图7从热力学角

度展示了体系温度 θ 随时间 τ 的演化行为. 在凝固过程中, 由于潜热释放的存在, 温度曲线通常表现出一
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 段下降速率减缓的“平台区间”. 可以看出, Cu 纳米颗粒体系的温度下降最快, 其平台期最短甚至不明显,

表明潜热能够被迅速导出; 相比之下, CuO 和 Al2O3 体系的温度衰减较缓, 平台期更为显著. 这一差异来

源于复合材料等效热物性的综合影响. 除导热系数外, 纳米颗粒还通过式 (21)–(23) 改变体系的等效密度

与比热容, 进而影响热扩散系数及 Stefan 数. Cu 纳米颗粒兼具高导热率、高密度及相对较低比热容, 使其

复合体系具有更大的热扩散能力和更快的热响应速度; 而 CuO 与 Al2O3 纳米颗粒虽能一定程度改善导热

性能, 但整体热扩散能力提升有限. 综合图5–图7可以看出, 纳米颗粒类型通过其本征热物性对凝固过程产

生主导性影响, 其中热导率是决定界面推进速率的关键因素, 而密度与比热容则通过影响热扩散过程进一

步调制相变动力学. 在相同体积分数条件下, Cu 纳米颗粒表现出最优的传热强化效果, 具体体现为更快的

界面推进、更短的完全凝固时间以及更迅速的温度响应.

上述结果表明, 通过合理选择纳米颗粒类型, 可以实现对相变材料凝固动力学的有效调控. 对于高功率

密度储/放热应用, 应优先选用高导热纳米颗粒（如金属颗粒）以强化传热过程并缩短响应时间; 而对于需

要延缓相变过程的应用, 则可选用导热性能较低的颗粒体系. 本文所建立的模型实现了从颗粒尺度热物性

到宏观相变行为的跨尺度关联, 为纳米增强相变材料的设计与优化提供了可靠的理论依据. 值得注意的是,

不同纳米颗粒体系之间的差异在凝固后期更加显著, 表明热扩散过程在界面推进后期逐渐成为主导机制.
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图 5 添加不同种类纳米颗粒时, 固–液界面位置 ξi 随时间 τ 的演化曲线. 参数取值为 Q = 0.2, ψ = 0.1,

θinit = 1, β = 0.1, ∆T = 2K, h=200W/(m2 K).

Fig. 5. Time evolution of the solid–liquid interface position ξi with time τ for different nanoparticle

materials added. Parameters are Q = 0.2, ψ = 0.1, θinit = 1, β = 0.1, ∆T = 2K, h=200W/(m2 K).
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图 6 添加不同种类纳米颗粒时, 固相体积分数 ΦS 随时间 τ 的演化曲线. 参数取值为 Q = 0.2, ψ = 0.1,

θinit = 1, β = 0.1, ∆T = 2K, h=200W/(m2 K).

Fig. 6. Time evolution of the solid fraction ΦS with time τ for different nanoparticle materials added.

Parameters are Q = 0.2, ψ = 0.1, θinit = 1, β = 0.1, ∆T = 2K, h=200W/(m2 K).
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图 7 添加不同种类纳米颗粒时, θ 随时间 τ 的演化曲线. 参数取值为 Q = 0.2, ψ = 0.1, θinit = 1, β = 0.1,

∆T = 2K, h=200W/(m2 K).

Fig. 7. Time evolution of temperature θ with time τ for different nanoparticle materials added.

Parameters are Q = 0.2, ψ = 0.1, θinit = 1, β = 0.1, ∆T = 2K, h=200W/(m2 K).

19



 4.3 纳米颗粒体积分数的调控效应

在固定内生热强度 Q 和纳米颗粒种类 (Cu) 的条件下, 考察体积分数 ψ 对复合相变材料凝固行为的

影响. 选取 ψ = 0、ψ = 0.1、ψ = 0.15、ψ = 0.2 四种工况进行对比分析. 如图8和9所示, 固-液界面位置 ξ

与固相分数 ϕs 随无量纲时间 τ 的演化均表现出显著的 ψ 依赖性. 随着 ψ 增大, 界面推进速率与固相生成

速率单调上升, 对应曲线斜率持续增大. ψ = 0.2 时凝固过程最为迅速, 最早达到完全凝固 (ϕs = 1); 而纯

相变材料 (ψ = 0) 凝固最为缓慢. 结果表明, 引入高导热纳米颗粒可显著强化凝固动力学过程. 图10中温

度 θ 随时间 τ 的变化曲线揭示了其内在的热力学机制. 随着 ψ 的增加, 体系整体降温速率显著提高; 同时,

由潜热释放引起的“温度平台期”明显缩短, 且平台温度有所降低. 根据式 (22), 复合材料的等效导热系数

随纳米颗粒体积分数 ψ 的增加而单调提升. 更高的导热性能增强了系统内部及边界的热量传输能力, 使相

变过程中释放的潜热能够更快地导出, 从而抑制界面附近的热量积聚, 维持较大的温度梯度并强化传热驱

动力, 最终表现为凝固过程的整体加速.

综上, 纳米颗粒体积分数 ψ 是决定复合相变材料凝固性能的关键控制参数. 提高 ψ 可通过增强等效导

热能力, 在动力学上加速界面迁移, 在宏观上缩短凝固时间, 并整体提升储/放能过程的响应速率.
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图 8 添加不同比例 Cu 纳米颗粒时, 固–液界面位置 ξi 随时间 τ 的演化曲线. 参数取值为 Q = 0.2,

θinit = 1, β = 0.1, ∆T = 2K, h=200W/(m2 K).

Fig. 8. Time evolution of the solid–liquid interface position ξi with time τ for different nanoparticle

volume fractions ψ (copper nanoparticles). Parameters are Q = 0.2, θinit = 1, β = 0.1, ∆T = 2K,

h=200W/(m2 K).
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图 9 添加不同比例 Cu 纳米颗粒时, 固相体积分数 ΦS 随时间 τ 的演化曲线. 参数取值为 Q = 0.2,

θinit = 1, β = 0.1, ∆T = 2K, h=200W/(m2 K).

Fig. 9. Time evolution of the solid fraction ΦS with time τ for different nanoparticle volume fractions ψ

(copper nanoparticles). Parameters are Q = 0.2, θinit = 1, β = 0.1, ∆T = 1K, h=200W/(m2 K).
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图 10 添加不同比例 Cu 纳米颗粒时, 温度 θ 随时间 τ 的的演化曲线. 参数取值为 Q = 0.2, ψ = 0.1,

θinit = 1, β = 0.1, ∆T = 2K, h=200W/(m2 K).

Fig. 10. Time evolution of temperature θ with time τ for different nanoparticle volume fractions ψ

(copper nanoparticles). Parameters are Q = 0.2, ψ = 0.1, θinit = 1, β = 0.1, ∆T = 2K, h=200W/(m2 K).
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 4.4 内生热与纳米颗粒对凝固的竞争调控

为揭示多参数耦合作用下相变材料的凝固行为, 图11到图13系统展示了内生热强度 Q 与纳米颗粒体

积分数 ψ 对凝固时间 τ 的协同影响. 总体而言, 三类纳米颗粒体系均呈现出一致的变化规律: 凝固时间 τ

沿 ψ 方向显著降低, 而沿 Q 方向单调增加, 表明内生热的抑制效应与纳米颗粒的促进效应之间存在着一种

典型的竞争耦合关系. 对于 Cu 纳米颗粒体系 (图11), 由于其具有最高的导热系数, 凝固时间 τ 沿 ψ 方向

下降最为陡峭, 体现出最强的导热强化能力. 随着体积分数增加, 复合材料的等效导热性能显著提高, 从而

增强界面处的热通量并加速凝固前沿推进. 值得注意的是, 即使在较高内生热强度条件下, 较大的 ψ 仍能

够有效缩短凝固时间, 说明 Cu 纳米颗粒能够显著削弱内生热所引起的凝固迟滞效应, 在三种体系中表现

出最优的调控能力. 对于 CuO 纳米颗粒体系 (图12), 其整体变化趋势与 Cu 体系一致, 但凝固时间曲面整

体上移, 表明在相同参数条件下其凝固过程更为缓慢. 这主要归因于 CuO 较低的导热系数, 其对复合材料

等效导热性能的提升有限, 从而削弱了对内生热效应的抵消能力. 因此, 在相同体积分数条件下, 其对凝固

过程的加速作用明显弱于 Cu 体系. 相比之下, Al2O3 纳米颗粒体系 (图13) 表现出最为平缓的曲面变化及

最高的凝固时间水平, 说明其导热增强作用最弱. 在相同 Q 与 ψ 条件下, 该体系的凝固时间始终最大. 即

使提高体积分数, 其对等效导热能力的改善仍较为有限, 难以有效补偿内生热导致的界面温度梯度减弱, 从

而进一步延缓凝固过程.

综合三类纳米颗粒体系可以看出, 凝固过程本质上受内生热与纳米增强效应之间的竞争耦合作用所主

导: 一方面, 内生热通过削弱固–液界面温度梯度延长凝固时间; 另一方面, 纳米颗粒通过提高等效导热系数

强化界面传热并加速凝固过程. 同时, 纳米颗粒类型决定了该竞争机制的调控强度, 其导热系数越高, 对内

生热迟滞效应的抵消能力越强, 从而表现出更显著的协同强化效果. 因此, 图11到图13所揭示的三维响应关

系不仅直观刻画了参数耦合对凝固时间的影响规律, 也从机理层面明确了不同纳米颗粒体系的调控能力差

异. 上述结果为多物理场耦合条件下复合相变材料凝固过程的定量预测与参数优化提供了可靠的理论依据.
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图 11 内生热强度 Q 与 Cu 纳米颗粒体积分数 ψ 对凝固时间 τ 的影响.

Fig. 11. Effect of internal heat generation intensity Q and Cu nanoparticles volume fraction ψ on the

solidification time τ .
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图 12 内生热强度 Q 与 CuO 纳米颗粒体积分数 ψ 对凝固时间 τ 的影响.

Fig. 12. Effect of internal heat generation intensity Q and CuO nanoparticles volume fraction ψ on the

solidification time τ .
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图 13 内生热强度 Q 与 Al2O3 纳米颗粒体积分数 ψ 对凝固时间 τ 的影响.

Fig. 13. Effect of internal heat generation intensity Q and Al2O3 nanoparticles volume fraction ψ on the

solidification time τ .

4.5 环形几何构形和 Bi 数对凝固时间的影响

结合图14和图15可以看出, 环形几何参数 β、Bi 数以及内生热强度 Q 共同决定了环形纳米增强 PCM

的凝固过程. 增大 β(减小 PCM 层厚度) 和提高 Bi 均能够有效缩短完全凝固时间, 而增大内生热强度则

会延长凝固过程. 具体而言, 当 β 由 0.05 增加至 0.5 时, 不同内生热工况下的完全凝固时间均降低约 90%;

当 Bi 由 10 增加至 100 时, 完全凝固时间降低约 50%–60%, 表明合理优化环形几何构形和强化边界换热

均能够显著提高体系的凝固效率. 另一方面, 内生热始终表现出抑制凝固的作用. 随着 Q 由 0 增加至 0.6,

在相同 β 或 Bi 条件下, 完全凝固时间均明显增加. 这是由于内生热作为体热源持续向 PCM 内部释放热

量, 提高了固相内部的整体温度水平, 削弱了固液界面附近的温度梯度, 最终导致凝固过程延长. 值得注意

的是, 内生热的影响与几何参数及边界换热条件之间存在明显的耦合特征. 如图14所示当 β 较小时, 不同

内生热对应曲线之间的间距较大, 说明较厚的 PCM 层使内生热更容易在体系内部积聚, 其迟滞作用更加

明显; 随着 β 增大, 导热路径缩短, 不同 Q 对应曲线逐渐靠近, 表明优化环形几何构形能够在一定程度上

削弱内生热的不利影响. 类似地, 图15表明当 Bi 较小时, 由于外壁面对流换热能力有限, 体系释放热量主

要受到边界热阻限制, 此时内生热所产生的附加热量难以及时散出, 因此不同 Q 之间表现出较大的凝固时
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 间差异. 随着 Bi 不断增大, 外部换热能力显著增强, 内生热产生的热量能够更快传递至冷壁, 不同内生热

工况下的凝固时间逐渐趋于接近, 说明提高 Bi 能够有效抑制内生热引起的凝固迟滞效应. 当 Bi 继续增大

时, 凝固过程逐渐由内部导热控制, 继续提高 Bi 对缩短凝固时间的促进作用趋于有限.

综上, 环形几何参数 β、Bi 数和内生热强度 Q 之间存在明显的竞争关系: 增大 β 和 Bi 通过缩短导热

路径和强化边界散热促进凝固, 而内生热则通过降低界面温度梯度抑制凝固. 对于存在较强内生热的相变

储热系统, 仅依靠提高边界换热能力难以完全消除其不利影响, 还应结合优化环形几何尺寸, 以进一步降低

体系热阻、提高凝固速率和储热/释热性能.
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图 14 环形几何参数 β 对完全凝固时间 τ 的影响.

Fig. 14. Effect of the radius ratio β on the total solidification time τ .

4.6 模型验证

为验证本文理论模型的可靠性及适用性, 图16给出了纯 PCM 凝固过程中固液界面的演化曲线, 并与

Gortych 等 [42] 的实验结果进行了对比. 结果表明在凝固初期, 固液界面快速向外推进; 随着固相层厚度不

断增加, 界面的推进速率逐渐放缓. 本文的模型精准捕捉到了这一由快变慢的非线性演化特征, 其预测结果

与实验观测到的界面演化趋势保持一致, 验证了本文模型的合理性. 在此基础上, 图17进一步展示了纳米

颗粒与内生热对凝固进程的调控作用. 相比于纯 PCM, 添加纳米颗粒可显著提升体系的等效导热性能, 从

而加速界面推进并缩短完全凝固时间, 这一增强趋势与 Dhaidan 等 [43] 的研究结论一致; 相反, 内生热源

因持续释放热量削弱了固液界面的温度梯度, 对界面推进产生了明显的迟滞效应. 该演化规律与 Alsulami
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 等 [44] 的报道契合. 上述对比结果表明, 本文提出的渐近解析模型能够合理预测纳米增强相变材料的凝固

动力学行为.
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图 15 Biot 数对完全凝固时间 τ 的影响.

Fig. 15. Effect of the Biot number on the total solidification time τ .
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图 16 纯 PCM 界面演化预测结果与实验数据对比. 参数取值为 β = 0.5, Bi = 5.1, Ste = 0.0372, ψ = 0,

Q = 0.

Fig. 16. Comparison of the predicted interface evolution of pure PCM with experimental data, where

β = 0.5, Bi = 5.1, and Ste = 0.0372, ψ = 0, Q = 0.
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图 17 不同物理机制下固–液界面位置随无量纲时间的演化规律. 参数取值为 β = 0.1, Bi = 5.1,

Ste = 0.0372, ψ = 0.05, Q = 0.5.

Fig. 17. Evolution of the solid–liquid interface position with dimensionless time under different physical

mechanisms, with β = 0.1, Bi = 5.1, Ste = 0.0372, ψ = 0.05, and Q = 0.5.

5 结论

本文建立了考虑内生热与纳米增强效应共同作用的环形相变材料凝固理论模型, 基于多尺度渐近分析

方法获得了凝固界面、温度场及完全凝固时间的解析表达式, 系统研究了内生热强度、纳米颗粒类型、体

积分数、环形几何参数以及 Bi 数对凝固过程的影响规律. 主要结论如下:

(1) 内生热显著延缓相变材料的凝固过程. 内生热作为均匀体热源持续向体系补充能量, 提高了固相区

域整体温度, 削弱了固–液界面附近的温度梯度, 从而降低界面的传热驱动力, 使凝固界面推进速度减慢. 随

着内生热强度由 Q = 0 增加至 Q = 0.6, 完全凝固时间持续增加, 说明内生热是影响凝固动力学的重要控

制参数.

(2) 纳米颗粒能够通过提高复合 PCM 的有效导热性能促进凝固, 但其强化效果取决于纳米颗粒本征

热物性. 在本文研究的三种纳米颗粒中, 由于 Cu 纳米颗粒具有最高的热导率, 因此能够最显著提高复合材

料导热能力, 获得最短的完全凝固时间; CuO 和 Al2O3 纳米颗粒的强化效果相对较弱. 随着纳米颗粒体积

分数增加, 凝固时间进一步缩短, 但这种增强作用受到内生热迟滞效应的竞争影响.

(3) 环形几何构形和边界换热条件对凝固过程具有重要调控作用. 增大环形半径比 β 可有效缩短导热
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 路径, 提高凝固速率; 当 β 由 0.05 增加至 0.5 时, 不同内生热工况下的完全凝固时间均降低约 90%. 另一

方面, 提高 Bi 数能够增强边界散热能力, 当 Bi 数由 10 增加至 100 时, 完全凝固时间降低约 50%–60%; 当

Bi 数继续增大后, 其强化作用逐渐减弱, 说明凝固过程由边界换热控制逐渐转变为内部导热控制.

(4) 内生热、纳米颗粒及环形结构参数共同决定了凝固动力学特性. 其中, 内生热通过降低界面温度梯

度抑制凝固, 而提高纳米颗粒导热能力、增大环形半径比及提高 Bi 数均能够促进热量传递并加快凝固过

程. 三者表现为典型的竞争调控关系, 为不同工程需求下相变储热系统的优化设计提供了理论依据.

需要指出的是, 本文建立的是导热主导条件下的小 Stefan 数渐近理论模型, 适用于低 Rayleigh 数、高

黏度 PCM 以及纳米颗粒均匀分散的工况. 对于高 Rayleigh 数条件下自然对流、纳米颗粒团聚与沉降以及

异质成核等复杂物理过程, 其对凝固动力学的影响尚未考虑. 未来将进一步建立考虑自然对流、颗粒界面

传热及结晶动力学耦合的多物理场模型, 以更加准确地描述实际纳米复合相变材料的凝固行为.
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 Competitive Effects of Internal Heat Generation and

Nanoparticle Enhancement during Solidification of

Annular PCM*

HUA Mingjie FAN Hailong†

( College of Science, Inner Mongolia University of Technology, Hohhot, 010051,China )

Abstract
The solidification behavior of nanoparticle-enhanced composite phase change material (PCM) with

internal heat generation is of considerable importance for the design of advanced thermal energy stor-

age and thermal management systems. However, the combined effects of internal heat generation and

nanoparticle-induced thermal enhancement on the solidification dynamics in annular configurations have

not yet been systematically elucidated. In this study, a theoretical model is established to investigate

the Stefan problem associated with the solidification of nanoparticle-enhanced PCM containing uniform

internal heat generation in an annular enclosure subjected to convective cooling. Under the small Stefan

number assumption, a multi-scale asymptotic analysis is employed to derive analytical solutions for the

temperature field, interface evolution, and total solidification time. Four spatial scales and five temporal

scales are identified, and a unified mathematical framework is developed by incorporating the effective

thermophysical properties of nanoparticle-enhanced PCM based on effective medium theory. The effects

of internal heat generation intensity, nanoparticle type, nanoparticle volume fraction, annular geometry,

and convective boundary conditions on the solidification process are systematically investigated. The

results demonstrate that internal heat generation acts as a volumetric heat source that continuously com-

pensates for heat loss within the solid region, thereby elevating the local temperature, weakening the
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 temperature gradient at the solid–liquid interface, reducing the interfacial heat flux, and delaying the

propagation of the solidification front. In contrast, high thermal conductivity nanoparticles significantly

enhance the effective thermal conductivity of the composite PCM, accelerate heat transfer, and shorten the

total solidification time. Among the three classes of nanoparticles considered, Cu exhibits the strongest

enhancement effect owing to its exceptionally high thermal conductivity, whereas Al2O3 provides the

weakest enhancement. A quantitative parametric analysis further reveals a pronounced competitive inter-

action between internal heat generation and nanoparticle-induced thermal enhancement. As shown in Fig.

11, the total solidification time increases monotonically with increasing internal heat generation intensity

but decreases markedly with increasing nanoparticle volume fraction. Even under strong internal heat

generation, increasing the volume fraction of copper nanoparticles effectively mitigates the solidification

delay, indicating that enhanced thermal conduction can partially offset the adverse influence of internal

heat generation. Furthermore, increasing the annular radius ratio and the Bi number significantly ac-

celerates solidification by shortening the heat-conduction path and enhancing convective heat transfer,

respectively. These findings clarify the dominant physical mechanism governing the competition between

internal heat generation and nanoparticle enhanced thermal conduction during annular solidification. The

proposed analytical model provides not only an efficient theoretical tool for predicting solidification behav-

ior but also a quantitative framework for optimizing nanoparticle type, internal heat generation, annular

geometry, and boundary heat transfer conditions in composite PCM-based thermal energy storage and

thermal management systems.
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Fig. 11. Effect of internal heat generation intensity Q and copper nanoparticle volume fraction ψ on the

solidification time τ .

Keywords: nano-enhanced phase change materials, internal heat generation, solidifica-
tion, asymptotic analysis
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