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退化扫描条件下白光干涉测量的统一 Cramér–Rao
下界分析：加性噪声与机械振动的联合建模 *
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白光扫描干涉仪（White-Light Scanning Interferometry, WLSI）是纳米计量领域的核心工具，

广泛应用于半导体先进封装、增材制造等场景。然而，实际测量过程中同时存在的探测器加性噪

声与机械振动扰动，使得系统精度的理论评估面临严峻挑战。现有 Cramér–Rao下界（CRLB）研

究通常仅针对加性噪声单独建模，尚未将加性噪声与机械振动噪声纳入同一统一框架加以系统分

析。本文针对退化扫描条件，建立了同时包含探测器加性圆对称复高斯噪声与相关机械振动扰动

的统一复观测模型，并在该模型下系统推导包络峰值位置 zM 与绝对相位 φ0 的 CRLB。在纯加性

噪声条件下，证明了 zM 与 φ0 在 Fisher 意义下的参数正交性。针对相关机械振动，引入 Hybrid

Cramér–Rao Bound 框架，利用 Schur 补与 Woodbury 恒等式给出含等效残余振动协方差矩阵 T

的闭式表达，揭示振动对两参数边缘下界的抬升效应及其潜在统计耦合。进一步分析了相对形貌

测量中的公共振动抵消机制，并针对常数漂移与窄带单频振动两类典型工况给出频率敏感度的解

析表达式。所得理论结果可直接用于白光干涉系统的误差预算、参数优化与抗振设计。
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1 引言

白光扫描干涉仪，又称相干扫描干涉仪（Coherent Scanning Interferometry, CSI），是现代精密计量

领域应用最为广泛的三维表面形貌测量技术之一 [1,2]。其核心原理是利用宽带光源的短相干长度，通过逐
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 步扫描参考臂，在每个像素处定位干涉信号包络的峰值位置，从而重建被测表面的三维形貌。与单色干涉

术（Phase Shift Interferometry，PSI）相比，白光干涉技术无需解决 2π 相位模糊问题，测量范围可扩展

至数百微米乃至毫米量级，同时保持亚纳米级的纵向分辨率 [3,4]。正是凭借这一兼顾大量程与高精度的独

特优势，白光干涉技术在过去数十年间持续向高端应用场景渗透：在半导体先进封装领域，其被用于混合

键合界面的纳米级形貌检测，评估 Cu/介质界面的凹陷与台阶高度 [5]；在增材制造中，其可对激光粉末床

熔融成形工件的倾斜表面进行三维形貌与面积粗糙度参数的在线检测 [6]；在薄膜与界面研究中，其可同步

获取液体薄膜的三维轮廓与 DLC、薄石墨层等材料的局部反射谱 [7,8]。这些应用场景对测量不确定度提出

了日益严苛的指标，推动了白光干涉测量精度理论分析的深入发展。

然而，实际测量系统的精度受到多类噪声源的共同制约。在探测器层面，散粒噪声和读出噪声构成加

性噪声的主要来源，其统计特性通常可近似为圆对称复高斯分布；在系统层面，低频地基振动、扫描机构

自激振动与声学扰动均会随机调制实际扫描位置，使干涉包络峰值位置与绝对相位同时受到扰动，成为制

约绝对测量精度的关键瓶颈 [9]。上述噪声源在实际测量中并非孤立存在，而是同时作用于同一观测信号，

因此有必要在统一的理论框架下对其精度影响进行系统评估。

从统计估计理论的角度，Cramér–Rao 下界（Cramér–Rao Lower Bound, CRLB）给出了任意无偏估

计量方差的理论极限，是评估测量系统极限精度的基本工具 [10,11]。将 CRLB 应用于白光干涉参数估计的

系统性研究已取得若干重要进展。Lehmann 等人从频域角度分析了白光干涉信号的不确定度传播与分辨

率极限 [12]；Pavliček 等人研究了包络峰值定位算法的统计性能与理论精度极限 [13–15]；这些工作共同构成

了白光干涉 CRLB 研究的重要基础，表明针对加性噪声的精度下界分析已具备相对系统的理论体系。

尽管如此，现有研究在机械振动噪声的建模深度上仍存在明显局限。现有 CRLB 研究大多仅针对加

性噪声单独建模，对机械振动的分析通常停留于定性描述或基于特定补偿算法的实验验证层面 [16,17]，尚

未将加性噪声与机械振动扰动纳入统一的 Fisher 信息框架进行系统推导。这一空白意味着，在同时存在

加性噪声与机械振动的实际测量条件下，白光干涉系统的理论精度极限究竟如何，两类噪声源之间是否存

在相互作用，以及相对形貌测量能在多大程度上抑制公共振动误差，目前均缺乏严格的理论依据。

有鉴于此，本文针对退化扫描条件下的白光干涉测量，建立同时包含曝光积分运动模糊、探测器加性

噪声与机械振动扰动的统一复观测模型，并在此框架下系统推导包络峰值位置 zM 与绝对相位 φ0 的理论

精度下界。本文其余内容组织如下：第 2节建立退化扫描信号的统一复观测模型；第 3节分析纯加性噪声

下的参数正交性；第 4节引入 Hybrid Fisher 信息模型处理相关振动；第 5节讨论相对形貌测量中的公共
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 振动抵消机制及典型工况；第 6节给出结论与展望。

2 退化扫描信号的统一复观测模型

在实际扫描白光干涉测量中，观测信号不仅受到探测器加性噪声的影响，还会受到曝光积分、扫描运

动模糊以及机械振动等因素的共同扰动。设相机采样步长为 ∆z，扫描速度为 v，曝光时间为 T，中心波长

为 λ0。在曝光时间内，目标或扫描机构的持续运动会引起干涉条纹对比度下降。对于载波频率 2v/λ0 的

干涉条纹，该积分效应可由衰减系数

η = sinc
(
2vT

λ0

)
=

sin
(
π
2vT

λ0

)
π
2vT

λ0

(1)

描述。该系数可并入交流项幅值中，用于统一刻画运动模糊对有效信号强度的削弱。

令第 k 个采样位置为

zk = k∆z, (2)

机械振动引起的扫描方向位移为 ζk。与仅将振动视为相位扰动的模型不同，本文将 ζk 作为实际扫描位置

的随机扰动，因此它会同时改变干涉包络的位置和载波相位。去除直流分量后，解析信号观测模型写为

yk = A(zk + ζk − zM ) exp
[
j
(
K(zk + ζk) + φ0

)]
+ nk, (3)

其中

K =
4π

λ0

, (4)

zM 为包络峰值位置，φ0 为全局绝对相位，nk 为圆对称复高斯加性噪声。高斯包络幅度定义为

A(u) = ηIA exp
[
−
(
u

lc

)2
]
, (5)

其中 IA 为未衰减的交流幅度，lc 为相干长度，用于表征白光干涉包络在扫描方向上的有效宽度。对

于中心波长为 λ0、光谱宽度为 ∆λ 的宽带光源，相干长度通常与 λ2
0/∆λ 成正比；若光源光谱近似为高斯

分布，则具体比例系数取决于谱宽定义方式以及相干长度的约定。本文采用式 (5) 中的高斯包络形式，因

此 lc 在后续推导中作为包络宽度参数进入 Fisher 信息矩阵。

为了直观说明式 (3) 中包络、载波周期以及包络峰值位置之间的关系，图 1 给出了典型白光干涉曲线

示意图，用于辅助理解后续推导中的 zM、lc、λ0 及条纹周期等物理量。
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图 1 白光干涉曲线及主要参数示意图

Fig. 1. White-light interferogram and its main parameters.

振动向量记为

ζ = [ζ0, ζ1, . . . , ζN−1]
T , (6)

其统计特性由协方差矩阵

Σζ = E
[
ζζT

]
(7)

刻画。若振动是平稳随机过程，则有

[Σζ ]ij = Rζ(ti − tj), (8)

其中 Rζ(τ) 为振动位移的自相关函数。对应的等效相位扰动为

θ = Kζ, Σθ = K2Σζ . (9)

需要强调的是，式 (3) 描述的是扫描方向上的机械位移扰动。只有在这种模型下，振动才会同时影响

包络定位和相位估计。若某些误差源只表现为读出相位噪声，而不引起实际扫描位置变化，则其只应进入

相位协方差项，而不应产生后文中的包络–振动耦合项。

图 2展示了退化扫描信号中的误差传播路径。图中从理想扫描位置出发，依次引入机械振动引起的

自变量扰动、物理前向模型中的非线性响应、探测器加性噪声以及统计推断中的似然函数，最终得到由

Fisher 信息矩阵决定的 Cramér–Rao 下界。
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图 2 退化扫描信号中的误差传播路径示意图

Fig. 2. Error propagation path in degraded scanning interferometric signals.

3 纯加性噪声下的参数正交性

首先考虑无机械振动的理想情形，即

ζ = 0. (10)

此时观测均值为

µk = Ak(zM ) exp[j(Kzk + φ0)] , (11)

其中

Ak(zM ) = A(zk − zM ). (12)

在圆对称复高斯加性噪声下，实参数 Fisher 信息矩阵的元素可写为

Jij =
1

σ2
n

N−1∑
k=0

Re
{(

∂µk

∂ai

)∗
∂µk

∂aj

}
, (13)

其中 σ2
n 的具体系数取决于复噪声方差的约定；本文后续公式均采用同一约定。

对 zM 和 φ0 求偏导，可得

∂µk

∂zM
=

∂Ak

∂zM
exp[j(Kzk + φ0)] , (14)

∂µk

∂φ0

= jAk exp[j(Kzk + φ0)] . (15)
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 前者对应复平面中的径向幅度扰动，后者对应切向相位扰动。二者在 Fisher 内积下正交，因此

JzM ,φ0
=

1

σ2
n

N−1∑
k=0

Re
{(

∂Ak

∂zM
ej(Kzk+φ0)

)∗

jAke
j(Kzk+φ0)

}

=
1

σ2
n

N−1∑
k=0

Re
{
jAk

∂Ak

∂zM

}
= 0.

(16)

因此，在纯加性圆对称复高斯噪声且 zM 与 φ0 被视为独立待估参数的条件下，包络峰值位置与绝对

相位在 Fisher 意义下相互正交。这一定理并不依赖于幅度噪声和相位噪声的近似分解，而是直接来自复

高斯观测模型中径向扰动与切向扰动的正交性。

定义包络敏感度和相位敏感度为

wk =
1

σ2
n

(
∂Ak

∂zM

)2

, W =
N−1∑
k=0

wk, (17)

sk =
A2

k

σ2
n

, S0 =
N−1∑
k=0

sk. (18)

则无振动条件下的理想 CRLB 为

CRLB0(zM ) =
1

JzM ,zM

=
1

W
, CRLB0(φ0) =

1

Jφ0,φ0

=
1

S0

. (19)

在高斯包络且采样足够密集时，离散求和可近似为连续积分，从而得到与经典白光干涉测量不确定度

理论一致的闭式表达。在本文采用的噪声方差约定下，可写为

CRLB0(zM ) =
2σ2

n∆z

I2Aη
2

√
2

π
lc, (20)

CRLB0(φ0) =
2σ2

n∆z

I2Aη
2

√
2

π

1

lc
. (21)

上述结果说明，绝对相位的估计下界与光源相干长度 lc 成反比，因为 lc 越大，干涉信号中可利用的有效条

纹数目越多，相位估计的精度随之提升。与之相反，包络中心定位的估计方差与 lc 成正比，因为相干长度

越大，干涉包络的形态越趋于平坦，系统对包络峰值位置的敏感度随之降低，从而导致定位误差增大。上

述理论推导结果与经典的 Fleischer 等人的理论高度吻合，进一步验证了所建立分析框架的正确性[13–15]。

4 相关振动下的 Hybrid Fisher 信息模型

引入机械振动后，ζ 既不是固定的系统参数，也不是逐点独立的白噪声，而是具有已知二阶统计特性

的随机干扰过程。因此，本文采用 Hybrid Cramér–Rao Bound 框架[18]：目标参数 (zM , φ0) 被视为确定未

知量，振动向量 ζ 被视为具有协方差 Σζ 的随机扰动。
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 在 ζ = 0 附近线性化式 (3)，可得全参数向量

Θ = [zM , φ0, ζ
T ]T (22)

对应的 Hybrid Fisher 信息矩阵：

Jhyb =



W 0
∣∣ −wT

0 S0

∣∣ KsT

− − − −

−w Ks
∣∣ D +Σ−1

ζ


, (23)

其中

D = diag(w) +K2 diag(s). (24)

式 (23) 的物理含义十分明确：w 描述振动位移通过包络形状扰动影响 zM 估计的强度，Ks 描述振动位移

通过载波相位扰动影响 φ0 估计的强度，而 Σ−1
ζ 则是振动先验提供的正则化信息。

将振动自由度边缘化，可由 Schur 补得到目标参数的降维信息矩阵

Jred = J0 − C
(
D +Σ−1

ζ

)−1 CT , (25)

其中

J0 =

W 0

0 S0

 , C =

−wT

KsT

 . (26)

进一步利用 Woodbury 恒等式，可将 CRLB 矩阵写为

CRLB = J−1
0 + J−1

0 CTCTJ−1
0 , (27)

其中

T =
(
Σ−1

ζ + P
)−1

, P = Pw +K2Ps, (28)

并有

Pw = diag(w)− 1

W
wwT , (29)

Ps = diag(s)− 1

S0

ssT . (30)

矩阵 Pw 与 Ps 均满足

Pw1 = 0, Ps1 = 0. (31)
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 这说明仅依靠观测数据，系统无法区分全局常数漂移与目标参数本身的整体偏移。常数振动模式只能由先

验协方差约束，而无法被数据完全辨识。

当 Σζ 非奇异时，式 (28) 可等价写为

T = Σζ (I + PΣζ)
−1

. (32)

若 Σζ 为低秩或奇异矩阵，例如常数漂移或单频振动工况，则不能直接使用普通逆。此时可采用正则化极

限定义：

T = lim
ϵ→0+

Σζ,ϵ (I + PΣζ,ϵ)
−1

, Σζ,ϵ = Σζ + ϵI. (33)

这样可以避免对奇异协方差矩阵直接求逆。

由式 (27) 可得完整的二维 CRLB 矩阵：

CRLB =


1

W
0

0
1

S0

+


1

W 2
wTTw − K

WS0

wTTs

− K

WS0

sTTw K2

S2
0

sTTs

 . (34)

因此，相关振动存在时，zM 与 φ0 一般会通过公共振动过程产生间接耦合。只有在

wTTs = 0 (35)

的特殊情况下，二者的边缘 CRLB 矩阵才重新对角化。这意味着纯加性噪声下的参数正交性并不等价于

复杂振动工况下的完全解耦。

从式 (34) 的对角元素可得到两个边缘下界：

CRLB(zM ) =
1

W
+

1

W 2
wTTw, (36)

CRLB(φ0) =
1

S0

+
K2

S2
0

sTTs. (37)

其中第一项是纯加性噪声下的理想极限，第二项是相关振动引起的额外误差惩罚。

为展示本文理论下界模型对关键系统参数的响应规律，本节基于式 (21)、式 (36) 和式 (37) 对 CRLB

/ Hybrid CRLB 进行数值可视化。在该数值分析中，振动噪声首先取为白噪声模型，即不同采样点处的扫

描位移扰动相互独立，其强度由振动位移标准差 σp 表征。除横轴所扫描的信噪比、光谱宽度、采样步长

或振动水平外，其余系统参数保持为同一组基准值。
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图 3 理论测量下界随关键系统参数变化的曲线

Fig. 3. Theoretical lower bounds as functions of key system parameters.

由图 3 可见，当 σp = 0 时，Hybrid CRLB 退化为纯加性噪声条件下的普通 CRLB，其数值结果与

式 (21) 给出的解析幂律关系一致。随着振动噪声水平 σp 增大，zM 与 φ0 的理论下界均相对于纯加性噪

声情形出现抬升，表明扫描方向的随机振动会降低两类参数估计的理论可达精度。同时，两类参数对振动

扰动的敏感性并不相同：在当前参数设置下，振动噪声对绝对相位 φ0 下界的影响更为显著，而对包络峰

值位置 zM 下界的影响相对较弱。这一现象与式 (36) 和式 (37) 中振动惩罚项的结构一致。

为了从工程角度说明不同误差源的主导关系，可根据式 (36) 和式 (37) 绘制噪声主导区划图，如图 4

所示。图中横轴可取探测器加性噪声水平、散粒噪声水平或等效信噪比，纵轴可取步长噪声或振动位移标

准差。当加性噪声项 1/W 或 1/S0 占主导时，系统处于探测噪声主导区域；当振动惩罚项占主导时，系统

处于步长噪声或振动噪声主导区域。
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图 4 探测噪声与步长噪声的主导区域划分。

(a)CRLB(zM ) (b)CRLB(φ0)

Fig. 4. Region map of detector-noise-dominated and step-noise-dominated regimes.

(a)CRLB(zM ) (b)CRLB(φ0)

5 相对形貌测量中的公共振动抵消

上文给出的 CRLB 描述的是单个像素点绝对位置的估计精度。然而，表面形貌测量真正关心的是像

素之间的相对高度差。对于两个像素 A 和 B，其包络峰值位置估计量分别记为 zA 和 zB，相对高度估计

量为

∆zM = zA − zB. (38)

由于两个像素在同一次扫描过程中受到同一机械振动背景的影响，zA 与 zB 的估计误差一般不是相互独

立的，而是通过公共振动过程产生统计相关性。

以包络峰值定位为例，单像素绝对方差可写为

Var(zA) =
1

W
+

1

W 2
wT

ATwA, (39)

Var(zB) =
1

W
+

1

W 2
wT

BTwB. (40)

其中 wA 和 wB 分别表示两个像素的包络敏感度向量，T 为经过数据约束后的等效残余振动协方差矩阵：

T = Σζ (I + PΣζ)
−1

. (41)
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 两像素之间的互协方差为

Cov(zA, zB) =
1

W 2
wT

ATwB. (42)

这一互协方差项具有明确的物理含义：它度量了两个像素对同一段残余振动历史的共同响应。若某一振动

分量被两个像素以相同方式感知，则该振动分量会同时推高或降低 zA 与 zB，从而在二者之间产生正相关

误差。正是这种正相关性，使得差分测量能够抑制公共振动模式。

根据方差传播公式，相对高度的理论下界为

CRLB(∆zM ) = Var(zA − zB)

= Var(zA) +Var(zB)− 2Cov(zA, zB).
(43)

将上述三式代入，可得

CRLB(∆zM ) =
2

W
+

1

W 2

(
wT

ATwA + wT
BTwB − 2wT

ATwB

)
=

2

W
+

1

W 2
(wA − wB)

TT(wA − wB).

(44)

式 (44) 表明，振动对相对形貌测量的影响并不取决于单个像素对振动的绝对敏感度，而取决于两个

像素振动敏感度之间的差异。当 wA = wB 时，两像素完全共同感知同一振动模式，该公共振动分量在差

分运算中被严格抵消。因此，相对形貌测量天然地抑制公共低频漂移，而主要受两个像素响应差异所对应

的非公共振动分量影响。

类似地，对于相位估计，有

CRLB(∆φ0) = Var(φA − φB)

=
2

S0

+
K2

S2
0

(sA − sB)TT(sA − sB).
(45)

需要说明的是，若进一步构造一个同时估计两个像素参数和公共振动过程的联合最优估计问题，则两

个像素的观测数据都会对公共振动提供约束。在这种严格联合 Hybrid CRLB 情形下，式 (44) 和式 (45)

中的 T 应替换为由联合信息矩阵得到的等效残余协方差 TAB。因此，使用统一的 T 可以直观描述给定残

余振动背景下的误差传播，而 TAB 则对应更严格的联合估计下界。二者反映的问题层次不同：前者突出

公共振动抵消的物理机制，后者则适用于评价多像素联合估计器所能达到的最优性能。

5.1 典型振动工况一：常数漂移

当振动频率远低于扫描带宽时，可将整个扫描过程中的机械扰动近似为一个随机常数漂移：

Σζ = σ2
v11T . (46)
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 由于

P1 = 0, (47)

有

PΣζ = σ2
v(P1)1T = 0. (48)

因此有效振动协方差退化为

T = Σζ = σ2
v11T . (49)

这表明常数漂移完全落入数据约束矩阵的零空间，无法由单次扫描数据自身辨识。

代入式 (34)，可得单像素绝对估计的 CRLB 矩阵

CRLBdrift =


1

W
+ σ2

v −Kσ2
v

−Kσ2
v

1

S0

+K2σ2
v

 . (50)

因此，

CRLB(zM ) =
1

W
+ σ2

v, (51)

CRLB(φ0) =
1

S0

+K2σ2
v. (52)

常数漂移直接作为不可约误差底限叠加到绝对高度估计中，同时以 K2σ2
v 的形式叠加到绝对相位估计中。

此外，式 (50) 中非零的非对角项 −Kσ2
v 表明，在公共漂移存在时，绝对高度与绝对相位估计并非完全解

耦。

对于相对形貌，由于常数漂移在两个像素中表现为公共误差，其在差分测量中严格抵消。因此

CRLB(∆zM ) =
2

W
, (53)

CRLB(∆φ0) =
2

S0

. (54)

这说明常数漂移对单像素绝对测量有害，但对理想同步条件下的相对形貌测量不产生额外误差。

5.2 典型振动工况二：窄带单频振动

进一步考虑窄带单频振动。设振动频率为 fv，等效功率为 σ2
e。在随机初相位模型下，振动协方差可

写为秩二形式

Σζ = σ2
e

(
vcvT

c + vsvT
s

)
= σ2

eVVT , (55)

12



 其中

V = [vc, vs] (56)

由余弦基向量和正弦基向量组成。利用低秩矩阵恒等式，式 (28) 可化为二维子空间中的求逆：

T = VM−1VT , M =
1

σ2
e

I + VTPV. (57)

这说明单频振动只在 vc 与 vs 张成的二维子空间中贡献误差，原本 N 维的求逆问题被精确降维为 2 × 2

矩阵求逆。

在高斯包络和密集采样近似下，引入两个频域特征量：

G(fv) = exp
[
−
(
πfvlc
v

)2
]
, (58)

F (fv) = 1−
(
πfvlc
v

)2

. (59)

其中 G(fv) 描述振动频率与高斯包络功率谱之间的重叠程度，而 F (fv) 描述包络定位敏感度在该频率处

的归一化响应。

选取包络峰值时刻作为相位原点时，有

sTV = [S0

√
G, 0], (60)

wTV = [WF
√
G, 0]. (61)

若 M 在该基下近似对角，记

M =

mc 0

0 ms

 , (62)

其中

mc =
1

σ2
e

+ [VTPV]cc, ms =
1

σ2
e

+ [VTPV]ss. (63)

在光干涉系统中，通常有 K2Ps ≫ Pw，因此可进一步近似为

mc ≈
1

σ2
e

+K2S0

2
(1−G)2, (64)

ms ≈
1

σ2
e

+K2S0

2
(1−G2). (65)

需要注意的是，mc 与 ms 一般并不相等。因此，不能在所有情况下都将单频振动的差分误差简单写成一

个 sin2(πfv∆h/v) 因子乘以单一分母；该简化只在 mc ≈ ms 或进行各向同性近似时成立。
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 对于单像素绝对测量，由式 (34) 可得

CRLB(zM ) =
1

W
+

F (fv)
2G(fv)

mc

, (66)

CRLB(φ0) =
1

S0

+
K2G(fv)

mc

, (67)

Cov(zM , φ0) = −KF (fv)G(fv)

mc

. (68)

式 (66) 表明，包络定位的振动惩罚同时受 F 2、G 和数据约束强度 mc 调制。当

f∗
v =

v

πlc
(69)

时，有 F (f∗
v ) = 0。在理想高斯包络和密集采样近似下，该频率处的包络定位振动惩罚为零。但这一“免

疫频率”依赖于模型假设；若实际包络偏离高斯形状，或 Pw 贡献不可忽略，该零点可能发生偏移或不再

严格为零。

与包络定位不同，相位估计中不含 F (fv)因子。因此，相位估计不存在对应的包络免疫频率。当 fv → 0

时，G → 1，式 (67) 退化为

CRLB(φ0) →
1

S0

+K2σ2
e , (70)

与常数漂移工况一致。当 fv 足够高时，G → 0，振动惩罚项趋于零，绝对相位 CRLB 退化回理想值 1/S0。

对于相对形貌，令

α = 2πfvτ = 2πfv
∆h

v
. (71)

由于两个像素的敏感度向量在单频子空间中的投影相差相位 α，有

(wA − wB)
TV = WF

√
G[1− cosα, − sinα], (72)

(sA − sB)TV = S0

√
G[1− cosα, − sinα]. (73)

代入式 (44) 和式 (45)，得到单频振动下的相对包络 CRLB：

CRLB(∆zM ) =
2

W
+ F (fv)

2G(fv)

[
(1− cosα)2

mc

+
sin2 α

ms

]
, (74)

以及相对相位 CRLB：

CRLB(∆φ0) =
2

S0

+K2G(fv)

[
(1− cosα)2

mc

+
sin2 α

ms

]
. (75)

若进一步采用 mc ≈ ms = m 的各向同性近似，则

(1− cosα)2 + sin2 α = 4 sin2
(α
2

)
, (76)
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 于是式 (74) 和式 (75) 分别化简为

CRLB(∆zM ) ≈ 2

W
+

4F (fv)
2G(fv) sin2

(
πfv

∆h

v

)
1
σ2
e
+K2 S0

2
(1−G)2

, (77)

CRLB(∆φ0) ≈
2

S0

+

4K2G(fv) sin2

(
πfv

∆h

v

)
1
σ2
e
+K2 S0

2
(1−G)2

. (78)

这两个简化式清晰展示了差分测量的高通滤波特性：当 fv → 0 时，sin2(πfv∆h/v) → 0，低频公共振动被

差分抵消；当 G(fv) → 0 时，高频振动与包络有效频带重叠很小，其误差贡献同样趋于消失。因此，相对

形貌测量最需要警惕的通常不是极低频或极高频振动，而是由 G(fv)、F (fv)、mc,ms 以及高度差调制因

子共同决定的中频振动分量。

为进一步展示窄带单频振动模型下理论下界对振动频率的响应规律，本文基于式 (66)–式 (78) 绘制测

量下界随振动频率变化的敏感度曲线，如图 5 所示。

图 5 测量下界随振动频率变化的敏感度曲线

Fig. 5. Sensitivity of theoretical lower bounds to vibration frequency.

图5中给出了扫描速度分别为 2 µm/s、20 µm/s 和 200 µm/s 时系统对单频振动频率 fv 的响应曲线。

可以看出，随着扫描速度增大，响应曲线逐渐向高频区域展开，系统的敏感频带明显变宽；而在低速扫描

时，响应主要集中于极低频附近，并随振动频率升高迅速衰减。此外，在相对测量情形下，低频处响应通

常较弱，中频附近出现峰值，高频端再次衰减，表现出一定的带通特性。
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 上述现象主要来源于时间频率与扫描空间频率之间的映射关系。对于给定时间振动频率 fv，其在扫

描坐标中的等效空间频率可近似写为 ν = fv/v。当扫描速度较小时，同一时间频率对应更高的空间频率，

振动在相干长度范围内快速振荡，因而与白光干涉包络敏感函数的重叠较弱，系统响应迅速衰减；当扫描

速度增大时，同一时间频率对应的等效空间频率降低，系统能够对更高的时间频率保持响应，因此响应带

宽随速度增大而扩展。同时，相对测量中的差分效应会削弱近似公共的低频扰动，使主要误差贡献集中在

某一中频范围内。

从图中响应曲线的面积来看，低速扫描似乎对应更小的振动影响，这与工程上“提高扫描速度有助于

减小振动误差”的经验认识表面上并不一致。其原因在于，图中曲线描述的是系统对单位单频振动的响应，

而实际振动误差还取决于该响应函数与真实振动功率谱的加权积分。若假设振动功率谱在频率上近似均

匀，则较大的响应带宽确实可能导致高速扫描下的总响应增大；但实际精密测量系统中的振动通常并非白

噪声，而是明显集中于低频区域。地面振动、结构漂移和热漂移等误差源往往具有低频增强特性，常可用

1/fβ 型功率谱作定性描述，其中 β > 0，在漂移主导时甚至更大 [19–21] 。

因此，扫描速度增大虽然会使系统响应带宽扩展，但也会将主要敏感频带推向相对较高的频率区域，

从而避开实际振动功率谱中能量最集中的低频部分。这说明图中结果并不否定工程经验，而是表明：在单

位单频振动假设下，系统响应随速度增大而展宽；而在真实低频主导的振动环境中，快速扫描往往能够缩

短测量时间，降低低频漂移和慢变扰动的累积影响，因此表现出更好的抗振能力。

6 结论

本文针对退化扫描条件下的白光扫描干涉测量，建立了同时包含探测器加性圆对称复高斯噪声与机械

振动扰动的统一复观测模型，并在此框架下系统推导了包络峰值位置 zM 与绝对相位 φ0 的 Cramér–Rao

精度下界，填补了现有研究中加性噪声与振动噪声未能统一建模分析的空白。

在纯加性噪声条件下，本文证明了 zM 与 φ0 在 Fisher 意义下的参数正交性：包络幅度方向的扰动与

切向相位扰动具有正交结构，二者在当前参数化下不存在 Fisher 信息耦合。然而，该正交性依赖于噪声模

型的对称性与特定参数化方式，不能推广解释为一般退化扫描条件下两参数的完全解耦。

针对相关机械振动，本文引入 Hybrid Cramér–Rao Bound 框架，将目标参数 zM、φ0 视为确定未知

量，将振动过程视为具有已知二阶统计特性的随机扰动。通过 Schur 补与Woodbury 恒等式，得到了含等

效残余振动协方差矩阵 T 的闭式 CRLB 表达式。理论分析表明，相关振动不仅整体抬升 zM 与 φ0 的边
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 缘估计下界，还会通过公共振动过程在二者之间引入统计耦合，因而在全维振动模型下两参数不能视为严

格解耦。

在相对形貌测量分析中，本文揭示了公共振动抵消的理论条件：相对高度或相对相位的振动误差取决

于两像素振动敏感度向量之差而非各自的绝对敏感度；当两像素对某一振动模式的响应完全相同时，该模

式在差分测量中被严格抵消，这从理论层面解释了相对形貌测量比单点绝对测量更能抑制低频公共漂移的

物理根源。

针对常数漂移与窄带单频振动两类典型工况，本文给出了具有频率分辨能力的解析精度下界表达式。

对于常数漂移，单像素绝对测量存在不可约误差底限，理想同步差分测量可将其严格抵消；对于单频振动，

振动影响由包络频谱重叠项 G(fv)、包络定位响应项 F (fv)、数据约束强度 mc,ms 以及高度差调制因子

共同决定，表明对测量精度影响最大的往往是与系统有效频带和差分相位差相匹配的中频振动成分，而非

极低频或极高频分量。

所得理论结果可直接应用于白光干涉系统的误差预算与工程设计：通过理论下界曲线分析信噪比、光

谱宽度、相干长度、采样步长和扫描速度等参数的影响；通过噪声主导区划图判断系统当前的精度瓶颈；

通过频率敏感度曲线识别需重点抑制的振动频段，为硬件选型与抗振结构设计提供定量依据。

需要指出的是，本文主要从单像素绝对测量与两像素差分传播角度分析振动影响，且部分闭式结果依

赖于高斯包络、密集采样与窄带振动等假设。后续工作可沿以下方向进一步拓展：其一，构建包含全部像

素参数与公共振动自由度的联合 Hybrid Fisher 信息矩阵，推导多像素联合估计下更严格的等效残余协方

差界；其二，结合非高斯光源光谱、探测器非线性与扫描机构非平稳振动，建立更贴近实际系统的修正模

型；其三，面向具体工程系统，进一步结合实验标定、振动谱测量与数值仿真，评估实际估计器误差与本文

理论下界之间的间隔，从而推动本文框架在白光干涉系统误差预算、参数优化和抗振设计中的工程应用。
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 Unified Cramér–Rao Lower Bound Analysis for

White-Light Scanning Interferometry Under

Degraded Scanning Conditions: Joint Modeling of

Additive Noise and Mechanical Vibration*

CHEN Yulan 1)2) LIU Anqi1) HE Jiaqi 1)2) ZHANG Wenxi1)†

1) ( Aerospace Information Research Institute, Chinese Academy of Sciences, Beijing,

100094, China )

2) ( School of Optoelectronics, University of Chinese Academy of Sciences, Beijing, 100049,

China )

In this work, we develop a unified complex observation model for WLSI under degraded scanning

conditions. The model incorporates exposure-induced fringe attenuation, additive circularly symmetric

complex Gaussian noise, and scanning-direction mechanical displacement perturbations. Based on this

model, we derive the Fisher information matrix and the CRLBs for the envelope peak position zM and

the absolute phase φ0. For the pure additive-noise case, it is shown analytically that zM and φ0 are

orthogonal in the Fisher-information sense, because envelope-position perturbations and phase pertur-

bations correspond to radial and tangential directions in the complex observation space. For correlated

mechanical vibration, a hybrid CRLB formulation is introduced by treating zM and φ0 as deterministic

unknown parameters and the vibration sequence as a random nuisance process with a known covariance

structure. Using the Schur complement and the Woodbury matrix identity, we obtain closed-form CRLB

expressions involving an equivalent residual vibration covariance matrix T. The resulting CRLB matrix

reveals that mechanical vibration not only raises the marginal lower bounds of zM and φ0, but may also

introduce statistical coupling between them through the common vibration process.

* Project supported by the National Key Research and Development Program of China

(2022YFF0706300).

† Corresponding author. E-mail: zhangwenxi@aoe.ac.cn
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 Furthermore, we analyze relative topography measurement and show that common vibration compo-

nents can be suppressed by differential measurement, with the residual vibration contribution determined

by the difference between the vibration-sensitivity vectors of two pixels. For constant drift, the common

displacement is strictly cancelled in ideal synchronous relative measurement. For narrowband single-

frequency vibration, analytical frequency-sensitivity expressions are derived, showing how the vibration

contribution depends on the envelope spectral overlap, the envelope-position response, the scanning speed,

and the height difference between pixels. The proposed framework provides a quantitative theoretical tool

for accuracy-limit evaluation, error budgeting, parameter optimization, and vibration-resistant design in

WLSI systems.

Keywords: White-Light Scanning Interferometry; Cramér–Rao Lower Bound; Mechanical
Vibration; Hybrid Fisher Information
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