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摘要 

传统空间离散化求解方法制约了三维活塞模型在内爆不对称性分析中的应

用。本文采用球谐函数展开方法重构三维活塞模型，将控制方程转化为一组易于

求解的常微分方程，并阐明了低阶模不对称性扰动增长与准一维内爆主过程的耦

合机制。通过微扰解析解与直接数值模拟结果的交叉验证，确认了模型的可靠性，

进而系统揭示了内爆减速和滞止阶段不对称性增长的特性：在滞止时刻，一阶微

扰量与初始不对称性种子呈线性关系，二阶微扰量为这些种子的二次函数；自耦

合效应可激发类似谐波的偶数模扰动；扰动模式的奇偶性对不对称性的演化和计

量均具有显著影响。在此基础上，建立了归一化剩余动能（nRKE）与滞止时刻

壳层不对称性因子之间的广义定标关系，为在不同扰动条件下利用中子诊断技术

测量 nRKE 提供理论指导。该工作可为多因素、多模式不对称性增长提供高效且

数值稳定的分析工具，并为定量评估非球形内爆的性能退化构建统一框架。 
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1 引言 

在激光间接驱动惯性约束聚变（ICF）内爆实验中，不对称扰动增长会产生
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严重影响，导致靶丸内爆过程偏离球对称一维内爆的物理设计要求，进而导致内

爆性能显著退化[1-6]。具体表现包括：靶丸壳层剩余动能增加，导致壳层动能向

热斑内能的耦合效率降低；热斑形变引起干净半径减小；面密度角分布不均匀造

成惯性约束时间缩短；以及热斑压强和聚变中子产额降低。 

在基于直柱黑腔的 ICF 内爆实验中，𝑃1、𝑃2和𝑃4等低阶模不对称扰动对内爆

性能退化的贡献显著，扰动来源分为辐射驱动不对称性和靶丸自身不对称性[1-9]。

辐射驱动扰动源包括：黑腔开口（如激光注入孔和诊断孔）的辐射漏失；激光光

斑区与非光斑区 X 光发射强度比的时变特性；等离子体喷射导致的临界面内移

及其对激光能量沉积分布的影响；激光指向精度、束间功率涨落和靶丸装配偏差

等随机因素；以及黑腔-靶丸等离子体与激光的复杂相互作用引发的时变不对称

性。靶丸自身扰动源包括内外表面形变、壳层厚度/组分不均匀性以及夹持膜引

入的扰动等。因此，在通过内爆调谐实验控制直柱黑腔中固有的𝑃2和𝑃4不对称扰

动的同时[9-12]，还需提升激光与靶工程参数的精密调控水平[13-17]，以抑制𝑃1等随

机不对称扰动，为实现高性能近一维内爆奠定基础[18-19]。 

实验测量、模拟计算和理论分析是科学研究中的三种基本手段，ICF 内爆物

理研究亦不例外。在实验研究方面，可采用中子活化法、中子能谱诊断等方法测

量聚变中子产额[20,21]；通过 X 射线发射图像测量热斑不对称性[22]；基于多角度

中子飞行时间谱测量热斑定向运动速度[23-24]；基于多角度高精度活化法与下散射

中子成像的联合诊断测量燃料面密度不对称性[25-27]。模拟研究的主要工具是辐射

流体数值模拟程序，例如美国的 LASNEX [28]和 HYDRA [29,30]，中国的 LARED [31]

等。这些程序均具备二维和三维版本，可用于模拟计算非球对称内爆的时空演化

过程[32-34]。尽管实验与模拟均表明不对称性会导致内爆性能退化，但受限于三维



 

3 
 

内爆过程的复杂性，两者均面临影响因素繁多、成本高昂的挑战。因此，ICF 研

究通常综合运用实验测量、模拟计算与理论分析[1-3]，获得近似定标关系，进而

利用实验可诊断量评估不对称性对内爆性能退化的影响，或构建简化的物理模型，

对内爆实验结果进行自洽解释。 

早期 ICF 研究普遍采用基于热斑轮廓扰动加权均方根建立的定标关系[35-37]

来评估内爆性能退化。然而，后续数值模拟研究揭示了该方法的根本局限[38-40]：

热斑𝑃2和𝑃4模扰动在投影成像时存在混叠效应，容易误导不对称性测量；内爆不

对称性所致的剩余动能主要源于滞止时刻壳层径向运动的差异，与热斑形貌弱相

关；时变不对称性往往造成热斑与壳层形态演化不一致，二者并无简单的对应关

系。随着研究视角从片面强调热斑转向热斑‑壳层耦合体系，古建法与 Kritcher

等提出综合热斑不对称性、壳层面密度不均匀性和剩余动能来构建定标关系[39-40]。

但这些工作均依赖大量二维或三维数值模拟计算，计算成本高昂，且物理图像不

够简明，或存在参数冗余，难以精准指导内爆实验中的不对称性归因分析与性能

调谐。 

近年来，Hurricane 等基于理论分析，提出以滞止时刻壳层面密度角分布的

调和平均与算术平均之比（𝑓2）作为度量不对称性的因子；进而利用两端活塞模

型将归一化剩余动能（𝑛𝑅𝐾𝐸）与𝑓2关联起来，并建立了聚变产额等内爆性能参

数与(1 − 𝑓2)的幂律定标关系[41-42]。该方法从能量视角阐明了低阶模不对称性导

致内爆性能退化的物理机制，解析了𝑓因子与面密度不均匀性以及热斑定向运动

速度的关联性，为𝑃1不对称性的实验表征、归因与抑制提供了有效指导[15-18]；但

对于其它模或多模扰动并存的情形，其物理自洽性则不够充分。Ralph 等尝试利

用𝑓2与热斑𝑃2分量分别评估𝑃1与𝑃2不对称性的贡献[43]。Springer、张春波和 Casey
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等发展的三维火箭-活塞模型 [44-46]，能够快速模拟内爆过程中三维扰动的时空演

化。该模型将内爆球壳均匀划分为多个球锥小活塞，各小活塞被限定在对应的立

体角单元内作径向运动，并通过一个共同的等压热斑相互耦合。多活塞模型能够

同时考虑壳层形变、质量和速度等多种因素及其多种扰动模式，以及冲击波传播

与热斑动态演化等效应。然而，过多因素和效应的引入使得模型的输入-输出关

系异常复杂，难以通过解析解直观揭示条件、过程和结果之间的物理联系。此外，

其空间离散化求解方法容易引发数值不稳定性，通常需要引入修正算法才能使计

算结果与物理预期相符。与 Hurricane 的简化活塞模型相比，多活塞模型在提高

真实性的同时，显著牺牲了物理图像的简明性，增加了构建统一理论框架的难度。 

为克服上述局限，本文基于球谐函数展开法重新构建三维活塞模型，将控制

方程转化为一组易于求解的常微分方程组。通过降维处理，该方法突破了空间离

散化求解的局限性，提升了模型的物理简明性与计算稳健性，进而可充分发挥其

优势，为不对称性扰动增长机制和内爆性能退化定标关系的研究提供支持。 

本文结构安排如下：第 2 章采用球谐函数展开法重构三维活塞模型，将其控

制方程转化为易于求解的常微分方程组，并给出基于微扰近似的解析解。第 3 章

结合具体算例，通过微扰解析解和直接数值解的交叉验证，确认重构模型的可靠

性，并系统分析内爆不对称性增长的特性。第 4 章基于物理自洽性，提出𝑛𝑅𝐾𝐸与

滞止时刻壳层不对称性因子之间的广义定标关系，以指导𝑛𝑅𝐾𝐸的实验测量。第

5 章总结并提出后续研究方向。 

2 三维活塞模型的控制方程与求解方法 

本章采用球谐函数展开法，将三维活塞模型的控制方程转化为易于求解的常

微分方程组，并利用微扰方法获得显式解析解，为验证数值计算的可靠性提供参
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考。 

在内爆后期，因靶丸外表面积迅速减小，可忽略辐射烧蚀压做功与烧蚀层质

量变化。但若考虑热斑演化、壳层可压缩性、冲击波往返和燃料混合等因素，壳

层与热斑的相互作用仍难以用解析模型描述。为此，三维活塞模型将减速与滞止

过程近似为绝热惯性压缩与约束，主要刻画壳层动能与热斑内能的相互转换。其

物理假设为：芯部高温低密度等离子体采用理想气体状态方程与绝热近似，且压

强全域相等；低温高密度壳层视为薄壳，忽略厚度、内能和切向流；各球面单元

间无质量交换，仅径向运动与几何收缩，并通过共享芯部压强实现耦合。 

为表示方便，在本文中使用𝛺代表球坐标变量(𝜃, 𝜙)；使用𝑌𝑖(𝛺)指代球谐函

数分项𝑃𝑛
𝑘(cos θ) cos 𝑘𝜙或𝑃𝑛

𝑘(cos θ) sin 𝑘𝜙，其中𝑖、𝑛和𝑘为非负整数，且𝑘 ≤  𝑛。

令∫ 𝐹(𝛺)𝑑𝛺 = ∫ ∫ 𝐹(𝜃, 𝜑) sin 𝜃 𝑑𝜙𝑑𝜃
2𝜋

0

𝜋

0
代表对函数𝐹(𝛺)的全立体角积分，并定

义〈𝐹(𝛺)〉 =
1

4𝜋
∫ 𝐹(𝛺)𝑑𝛺，以标记𝐹(𝛺)的全立体角平均值。 

三维活塞模型的控制方程组由壳层运动方程和芯部气体状态方程组成[44-46]： 

𝜕𝑅(𝛺,𝑡)

𝜕𝑡
= 𝜐(𝛺, 𝑡)                                    （1） 

𝜕𝜐(𝛺,𝑡)

𝜕𝑡
=

𝑅2(𝛺,𝑡)

𝑚(𝛺)
𝑃(𝑡)                                 （2） 

𝑃(𝑡) = 𝑃0 (
𝑉0

𝑉(𝑡)
)

5/3

                                  （3） 

𝑉(𝑡) =
4𝜋

3
〈𝑅3(𝛺, 𝑡)〉                                 （4） 

其中， 𝑅(𝛺, 𝑡)描述壳层半径角分布的时间演化，𝜐(𝛺, 𝑡)描述壳层速度角分布

的时间演化，𝑚(𝛺)为壳层质量角分布，𝑃(𝑡)为芯部压强的时间函数， 𝑉(𝑡)为芯

部体积的时间函数。式（3）采用多方气体状态方程描述芯部压强与体积变化的

关系，多方指数𝛾取为5/3。 

在内爆减速起始时刻（𝑡 = 0）的初始条件包括半径角分布𝑅0(𝛺)、速度角分
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布𝜐0(𝛺)、芯部体积𝑉0和压强𝑃0。特征时刻𝑡𝑠定义为平均速度〈𝜐(𝛺, 𝑡𝑠)〉 = 0的时刻。

在球对称内爆中，𝑡𝑠与最小半径，最小体积和最小动能的时刻重合，称为内爆滞

止时刻。在三维扰动下，这些时刻存在微小差异，因此将𝑡𝑠近似为内爆滞止时刻，

对应半径角分布 𝑅𝑠(𝛺)和速度角分布𝜐𝑠(𝛺)。 

为方便后续讨论，进行下述变量代换： 𝑡 =
〈 𝑅0(𝛺)〉

〈𝜐0(𝛺)〉
𝜏，其中𝜏为无量纲时间，

〈 𝑅0(𝛺)〉和〈𝜐0(𝛺)〉分别为初始平均半径和平均速度； 𝑚(𝛺) =
𝑀

4𝜋
𝜌(𝛺)，其中𝜌(𝛺)

为无量纲质量角分布函数； 𝑅(𝛺, 𝑡) = 〈 𝑅0(𝛺)〉𝑟(𝛺, 𝜏)，其中𝑟(𝛺, 𝜏)为无量纲半径

角分布函数； 𝜐(𝛺, 𝑡) = 〈𝜐0(𝛺)〉𝑢(𝛺, 𝜏)，其中𝑢(𝛺, 𝜏)为无量纲速度角分布函数；

 𝑉(𝑡) = 𝑉00〈𝑟3(𝛺, 𝜏)〉，其中𝑉00 =
4𝜋

3
〈 𝑅0(𝛺)〉3（与初始体积𝑉0 =

4𝜋

3
〈𝑅0

3(𝛺)〉略有

差异），〈𝑟3(𝛺, 𝜏)〉为无量纲体积； 𝑞 =
1
2

𝑀〈𝜐0(𝛺)〉2

3
2

𝑃0𝑉00
，此无量纲能量因子近似等于壳

层初始动能与芯部初始内能之比。 

对控制方程组（1）-（4）进行无量纲化变换，得到： 

𝜕𝑟(𝛺,𝜏)

𝜕𝜏
= 𝑢(𝛺, 𝜏)                                 （5） 

𝜕𝑢(𝛺,𝜏)

𝜕𝜏
=

𝑟2(𝛺,𝜏)

𝑞𝜌(𝛺)
(

〈𝑟3(𝛺,0)〉

〈𝑟3(𝛺,𝜏)〉
)

5/3

                        （6） 

通常可采用空间离散化求解方法[44-46]直接求取式（5）和（6）的数值解。然

而，这类模型及求解方法存在固有的数值不稳定性，例如，空间离散化近似处理

引入的计算误差极易放大并导致非预期结果，致使计算可靠性与模型适用性面临

挑战。 

下面应用球谐函数展开法通过降维处理，简化无量纲控制方程组（5）和（6）

的求解问题。首先，将内爆物理量的时空分布函数𝜌(𝛺)、𝑟(𝛺, 𝜏)、𝑢(𝛺, 𝜏)按球谐

函数系𝑌𝑖(𝛺)展开[47,48]： 

𝜌(𝛺) = ∑ 𝜌𝑖 𝑌𝑖(𝛺)𝑁
𝑖=0                             （7） 
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𝑟(𝛺, 𝜏) = ∑ 𝑟𝑖(𝜏)𝑁
𝑖=0 𝑌𝑖(𝛺)                        （8） 

𝑢(𝛺, 𝜏) = ∑ 𝑢𝑖(𝜏)𝑌𝑖(𝛺)𝑁
𝑖=0                         （9） 

定义初始分量𝑟𝑖0 = 𝑟𝑖(0)， 𝑢𝑖0 = 𝑢𝑖(0)；滞止分量𝑟𝑖𝑠 = 𝑟𝑖(𝜏𝑠)， 𝑢𝑖𝑠 = 𝑢𝑖(𝜏𝑠)

（𝑖 = 0, … , 𝑁）。必有初始条件𝜌0 = 1，𝑟00 = 1、𝑢00 = −1和滞止条件𝑢0𝑠 = 0。 

然后，利用球谐函数系的正交性，将式（7）-（9）分别代入式（5）和（6），

在方程两边同乘𝑌𝑗(𝛺)对全立体角积分，再除以〈𝑌𝑗
2(Ω)〉，可得描述球谐分量时间

系数的常微分方程组： 

𝑑𝑟𝑗(𝜏)

𝑑𝜏
= 𝑢𝑗(𝜏)                                 （10） 

𝑑𝑢𝑗(𝜏)

𝑑𝜏
=

1

𝑞
𝑓𝑗(𝜏)                                （11） 

𝑓𝑗(𝜏) =
〈

𝑟2(𝛺,𝜏)

𝜌(𝛺)
𝑌𝑗(𝛺)〉

〈𝑌𝑗
2(Ω)〉

(
〈𝑟3(𝛺,0)〉

〈𝑟3(𝛺,𝜏)〉
)

5/3

                   （12） 

其中，𝑗 = 0, … , 𝑁。给定初始条件后，可采用高阶龙格-库塔算法[49]数值求解

式（10）-（12）得到𝑟𝑗(𝜏)和𝑢𝑗(𝜏)（𝑗 = 0, … , 𝑁），再通过式（8）和（9）计算𝑟(𝛺, 𝜏)

和𝑢(𝛺, 𝜏)。尽管𝑓𝑗(𝜏)涉及全立体角积分，但在物理关注范围内无奇异点，选用成

熟算法可确保数值稳定性。总之，重构后的三维活塞模型通过对控制方程降维处

理，将问题转化为具有确定解的初值问题，从而避开了空间离散化求解方法可能

引入的数值不稳定性。 

为分析不对称扰动增长的基本特性并为校验数值计算提供参考，下面采用微

扰方法求得简化控制方程（10）-（12）的显式解析解[50]。 

当𝑗 = 0时（对应准一维内爆主过程），仅需考虑零阶项。将式（7）和（8）

代入式（12）得零阶量𝑓0(𝜏) ≈ 𝑟0
−3(𝜏)，结合式（10）和（11）可得： 

d2𝑟0(𝜏)

dτ2 =
1

𝑞
𝑟0

−3(𝜏)                               （13） 

通过变量分离和积分，结合初值条件𝑟00 = 1和𝑢00 = −1，得半径零阶量的时
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间函数： 

𝑟0(𝜏) = √
1

1+𝑞
+

1+𝑞

𝑞
(𝜏 −

𝑞

1+𝑞
)

2

                    （14） 

由式（14）知，内爆滞止时刻𝜏𝑠 =
𝑞

1+𝑞
，对应最小半径𝑟0𝑠 = (1 + 𝑞)−1/2，表

明小扰动极限下内爆收缩比为𝐶𝑟 = (1 + 𝑞)1/2。对式（14）求导得速度零阶量的

时间函数： 

𝑢0(𝜏) =
(1+𝑞)𝜏−𝑞

𝑞𝑟0(𝜏)
                               （15） 

当𝑗 > 0时（对应不对称性增长子过程），需同时考虑一阶和二阶微扰项。

不失一般性，用𝑓𝑗(𝜏)表示式（12）中的一阶微扰量，𝑟𝑗(𝜏)和𝑢𝑗(𝜏)分别表示式（10）

和（11）中的一阶微扰量；用𝑓𝑗(𝜏)、𝑟̃𝑗(𝜏)和𝑢̃𝑗(𝜏)表示相应的二阶微扰量。当高

阶扰动影响显著时，零阶近似解失效，故以二阶微扰项为止。 

先利用𝑟0(𝜏)构造一阶微扰解𝑟𝑗(𝜏)。在式（12）中保留一阶微扰项，近似得： 

𝑓𝑗(𝜏) ≈ 𝑟0
−3(𝜏) (2

𝑟𝑗(𝜏)

𝑟0(𝜏)
− 𝜌𝑗)                     （16） 

其中𝑗 = 1, … , 𝑁。式（16）表明，一阶微扰量的演化相互独立，只与准一维

内爆主过程耦合。结合式（10）、（11）和（16），得一阶微扰通解： 

𝑟𝑗(𝜏) = (𝑐1 cosh(𝑔(𝜏)) + 𝑐2 sinh(𝑔(𝜏)) + 𝜌𝑗)𝑟0(𝜏)              （17） 

其中 𝑗 = 1, … , 𝑁，𝑔(𝜏) = 𝑡𝑎𝑛−1 (
(1+𝑞)𝜏−𝑞

√𝑞
)。对式（17）求导得： 

𝑢𝑗(𝜏) =
𝑐1 sinh(𝑔(𝜏))+𝑐2 cosh(𝑔(𝜏))

√𝑞𝑟0(𝜏)
+ (

(1+𝑞)𝜏−𝑞

𝑞
)

𝑟𝑗(𝜏)

𝑟0
2(𝜏)

               （18） 

结合式（17）和（18），利用初始条件𝑟𝑗0、𝑢𝑗0和𝜌𝑗确定系数𝑐1和𝑐2。令𝛿 =

−𝑔(0) = 𝑡𝑎𝑛−1(𝑞1/2)，得𝑐1 = cosh 𝛿 (𝑟𝑗0 − 𝜌𝑗) + 𝑞1/2 sinh 𝛿 (𝑢𝑗0 + 𝑟𝑗0)，𝑐2 =

sinh 𝛿 (𝑟𝑗0 − 𝜌𝑗) + 𝑞1/2 cosh 𝛿 (𝑢𝑗0 + 𝑟𝑗0)。 
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随后利用𝑟0(𝜏)和𝑟𝑗(𝜏)构造二阶微扰解𝑟̃𝑗(𝜏)。在式（12）中保留二阶微扰项，

近似得： 

𝑓𝑗(𝜏) ≈ 𝑟0
−3(𝜏) (2

𝑟̃𝑗(𝜏)

𝑟0(𝜏)
+ 𝜖2(𝜏))                （19） 

其中， 𝑗 = 1, … , 𝑁，𝜖2(𝜏) = ∑ ∑ (
𝑟𝑖(𝜏)

𝑟0(𝜏)
− 𝜌𝑖 ) (

𝑟𝑘(𝜏)

𝑟0(𝜏)
− 𝜌𝑘)

〈𝑌𝑖𝑌𝑘𝑌𝑗〉

〈𝑌𝑗
2〉

𝑁
𝑘=1

𝑁
𝑖=1 。将式

（17）代入式（19），合并同类项得： 

𝑓𝑗(𝜏) ≈ 𝑟0
−3(𝜏) (2

𝑟̃𝑗(𝜏)

𝑟0(𝜏)
+ 𝐷 + 𝐴 cosh(2𝑔(𝜏)) + 𝐵 sinh(2𝑔(𝜏)))        （20） 

其中， 𝐴、𝐵和𝐷为与𝜏无关的常数。结合式（10）、（11）和（20），得二

阶微扰通解： 

𝑟̃𝑗(𝜏)

𝑟0(𝜏)
= 𝑐3 cosh(𝑔(𝜏)) + 𝑐4 sinh(𝑔(𝜏)) − 𝐷 +

𝐴 cosh(2𝑔(𝜏))+𝐵 sinh(2𝑔(𝜏))

3
      

（21） 

对式（21）求导得： 

𝑢̃𝑗(𝜏) =
𝑐3 sinh(𝑔(𝜏))+𝑐4 cosh(𝑔(𝜏))+

2

3
(𝐴 sinh(2𝑔(𝜏))+𝐵 cosh(2𝑔(𝜏)))

√𝑞𝑟0(𝜏)
+ (

(1+𝑞)𝜏−𝑞

𝑞
)

𝑟̃𝑗(𝜏)

𝑟0
2(𝜏)

    

（22） 

其中 𝑗 = 1, … , 𝑁，常数 𝐷、𝐴和𝐵由一阶微扰解𝑟𝑗(𝜏)确定。系数𝑐3和𝑐4由初始

条件𝑟̃𝑗(𝜏) = 0和𝑢̃𝑗(𝜏) = 0决定：𝑐3 = 𝜆 cosh 𝛿 +
1

3
𝐴 cosh 𝛿 (cosh(2𝛿) − 2) −

1

3
𝐵 sinh 𝛿 (cosh(2𝛿) − 1)，𝑐4 = 𝜆 sinh 𝛿 +

1

3
𝐴 sinh 𝛿 (cosh(2𝛿) + 2) −

1

3
𝐵 cosh 𝛿 (cosh(2𝛿) + 1)。 

综上所述，通过将三维活塞模型控制方程转化为描述球谐分量时间系数的常

微分方程组，可利用高阶龙格-库塔法获得稳定数值解。同时，基于微扰方法获
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得零阶至二阶微扰量的显式解析解，可为重构模型的数值求解提供校验基准。该

方法有效避免了传统空间离散化求解方法固有的数值不稳定性，为构建统一的理

论框架，研究内爆不对称性增长机制提供了支撑。 

3 内爆不对称性增长的特性 

本章结合微扰解析解与直接数值解，系统分析内爆减速和滞止阶段不对称性

增长的主要特性，同时验证重构模型的可靠性。 

首先，根据式（17）和（18）在滞止时刻的取值，合并同类项，可分别得到

滞止时刻形变和速度不对称性的一阶微扰量与初始扰动种子的敏感关系式： 

𝑟𝑗𝑠

𝑟0𝑠
≈ 𝜉𝑟𝑟𝑟𝑗0 + 𝜉𝑟𝑢𝑢𝑗0 + 𝜉𝑟𝜌𝜌𝑗                       （23） 

𝑢𝑗𝑠 ≈ 𝜉𝑢𝑟𝑟𝑗0 + 𝜉𝑢𝑢𝑢𝑗0 + 𝜉𝑢𝜌𝜌𝑗                      （24） 

在式（23）和（24）中， 𝑗 = 1, … , 𝑁。各项系数可分别表示为：𝜉𝑟𝑟 = cosh(𝛿) +

𝑞1/2 sinh(𝛿)，𝜉𝑟𝑢 = 𝑞1/2 sinh(𝛿)，𝜉𝑟𝜌 = 1 − cosh(𝛿)，𝜉𝑢𝑟 = (1 +

𝑞)1/2𝑞−1/2 sinh(𝛿) + (1 + 𝑞)1/2 cosh(𝛿)，𝜉𝑢𝑢 = (1 + 𝑞)1/2 cosh(𝛿)，和𝜉𝑢𝜌 =

−(1 + 𝑞)1/2𝑞−1/2 sinh(𝛿)。由此可见，各个𝑌𝑗模不对称性的一阶微扰量均由其对

应的初始扰动种子诱发，各模之间相互独立；增长系数与模数𝑗无关，仅依赖于

能量因子𝑞。在能量因子相同的条件下，低阶模不对称性的一阶微扰量与初始扰

动种子之间分别呈现相同的线性近似关系。如图 1 所示，形变和速度扰动种子所

对应的增长系数与准一维内爆主过程的收缩比𝐶𝑟 = (1 + 𝑞)1/2呈良好的线性关系；

而初始质量扰动种子产生的增长系数与𝑞弱相关。当𝑞 ≫ 1时，δ ≈
𝜋

2
，sinh(𝛿) ≈

2.3，cosh(𝛿) ≈ 2.5，因此，𝜉𝑟𝑟、𝜉𝑟𝑢、𝜉𝑢𝑟和𝜉𝑢𝑢都分别与𝐶𝑟成正比，比例系数分
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别为 2.3 或 2.5；而𝜉𝑟𝜌接近常数-1.5，𝜉𝑢𝜌接近常数-2.3。在内爆减速与滞止阶段，

为控制三维扰动增长，通常选择𝐶𝑟 < 10。因此，本文主要选取收缩比𝐶𝑟 = 7的

算例展示计算结果，此设定不影响分析的一般性。 

 

图 1 一阶微扰量的增长系数随收缩比（𝐶𝑟）变化（𝑞为能量因子） 

Fig. 1. First-order perturbation growth coefficient versus convergence ratio (𝐶𝑟) (𝑞 is energy 

factor). 

如式（19）所示，二阶微扰项的增长源𝜖2(𝜏)，可表示为一阶微扰量的二次

多项式函数。显然，滞止时刻不对称性的二阶微扰量与初始扰动种子的关系是非

线性的，并且需要考虑各模之间的相互耦合现象。 

下面以轴对称情况为例，利用比较简单的勒让德函数系替代球谐函数系，分

析内爆不对称性二阶微扰项的非线性和模耦合现象。在轴对称条件下，式（19）

中的球谐函数𝑌𝑖、𝑌𝑗和𝑌𝑘分别退化为勒让德函数𝑃𝑖、𝑃𝑗和𝑃𝑘。当〈𝑃𝑖𝑃𝑗𝑃𝑘〉 ≠ 0时，

就可能从现有的扰动模式𝑃𝑖和𝑃𝑘衍生出新的扰动模式𝑃𝑗，或对已有模式𝑃𝑗的扰动

增长叠加影响。根据勒让德多项式的完备性和正交性易知， 〈𝑃𝑖𝑃𝑗𝑃𝑘〉 ≠ 0的必要

条件是，在模数𝑖、𝑗和𝑘中，最大者不超过其余两者之和，最小者不低于其余两



 

12 
 

者之差。特别是，当𝑖、𝑗、𝑘三者中任意一数等于其余两数之和时，必有〈𝑃𝑖𝑃𝑗𝑃𝑘〉 ≠

0。在模耦合现象中，模数的奇偶性会产生不同影响。当𝑖、𝑘为偶数，𝑗为奇数时，

必有〈𝑃𝑖𝑃𝑗𝑃𝑘〉 = 0，说明偶数模不对称扰动种子不会衍生出奇数模不对称性。当

𝑖、𝑘为奇数，𝑗为偶数时，可能有〈𝑃𝑖𝑃𝑗𝑃𝑘〉 ≠ 0，说明奇数模不对称扰动种子可以

衍生出偶数模不对称性。当𝑖 = 𝑘时，对于≤ 2𝑖的所有正偶数𝑗，必有〈𝑃𝑖
2𝑃𝑗〉 ≠ 0。

也就是说，对于每个具有初始扰动种子的𝑃𝑖模不对称性，当其一阶微扰量增长显

著时，可通过自耦合激发出一系列类似谐波的偶数模扰动。其中，耦合系数 
〈𝑃𝑖

2𝑃𝑗〉

〈𝑃𝑗
2〉

在𝑗 = 2𝑖时达到最大，说明二次谐波最为显著。 

为方便起见，假定初始扰动种子只有𝑃𝑗模不对称性。则在一阶微扰项中除𝑃𝑗

模之外，其它模式的贡献为零。为了统一描述只与给定𝑃𝑗模有关的二阶微扰项，

可将式（19）简化为下式： 

𝑓𝑛(𝜏)~𝑟0
−3(𝜏) {2

𝑟̃𝑛(𝜏)

𝑟0(𝜏)
+ 𝜇𝑛𝑗 (

𝑟𝑗(𝜏)

𝑟0(𝜏)
− 𝜌𝑗)

2

}                   （25） 

其中，系数𝜇𝑛𝑗 =
〈𝑃𝑗

2𝑃𝑛〉

〈𝑃𝑛
2〉

。当𝑛 = 𝑗时，式（25）描述的是𝑃𝑗模不对称性对其自

身形成的扰动增长源。当𝑛 ≠ 𝑗，且为不大于2𝑗的正偶数时，式（25）描述的就

是𝑃𝑗模不对称性对其谐波𝑃𝑛模不对称性形成的扰动增长源。特别是当基模为𝑃1或

𝑃2时，分别只需考虑二次谐波𝑃2或𝑃4。 

将式（14）和（17）代入式（25），先按照式（20）整理，获得相应的常数

为𝐷 =
1

2
𝜇𝑛𝑗(𝑐1

2 − 𝑐2
2)、𝐴 =

1

2
𝜇𝑛𝑗(𝑐1

2 + 𝑐2
2)和𝐵 = 𝜇𝑛𝑗𝑐1𝑐2；然后根据式（21）和（22）

提供的通解和初值得到终解𝑟̃𝑛(𝜏)和𝑢̃𝑛(𝜏)。其中，系数𝑐1和𝑐2采用与式（17）相

同的定义；根据初值𝑟̃𝑛(0) = 0和𝑢̃𝑛(0) = 0，确定系数𝑐3 =
1

3
𝜇𝑛𝑗 (cosh(𝛿) (𝑟𝑗0 −

𝜌𝑗)
2

− 2𝑞1/2 sinh(𝛿) (𝑟𝑗0 − 𝜌𝑗)(𝑢𝑗0 + 𝑟𝑗0) − 2𝑞1/2 cosh(𝛿) (𝑢𝑗0 + 𝑟𝑗0)
2
)和𝑐4 =
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1

3
𝜇𝑛𝑗 (sinh(𝛿) (𝑟𝑗0 − 𝜌𝑗)

2
− 2𝑞1/2 cosh(𝛿) (𝑟𝑗0 − 𝜌𝑗)(𝑢𝑗0 + 𝑟0𝑗) −

2𝑞1/2 sinh(𝛿) (𝑢𝑗0 + 𝑟𝑗0)
2
)。 

最后，忽略具体的推导过程，根据前述微扰解析解直接给出𝑟̃𝑛(𝜏)和𝑢̃𝑛(𝜏)在

滞止时刻的取值： 

𝑟̃𝑛𝑠

𝑟0𝑠
= 𝛼1(𝑟𝑗0 − 𝜌𝑗)

2
+ 𝛼2(𝑟𝑗0 − 𝜌𝑗)(𝑢𝑗0 + 𝑟𝑗0) + 𝛼3(𝑢𝑗0 + 𝑟𝑗0)

2
     （26） 

𝑢̃𝑛𝑠 = 𝛽1(𝑟𝑗0 − 𝜌𝑗)
2

+ 𝛽2(𝑟𝑗0 − 𝜌𝑗)(𝑢𝑗0 + 𝑟𝑗0) + 𝛽3(𝑢𝑗0 + 𝑟𝑗0)
2
    （27） 

其中，式（26）中的各项系数分别为𝛼1 =
1

6
𝜇𝑛𝑗(2cosh(𝛿) + cosh(2𝛿) − 3)，

𝛼2 =
1

3
𝜇𝑛𝑗𝑞1/2(sinh(2𝛿) − 2 sinh(𝛿))，𝛼3 =

1

6
𝜇𝑛𝑗𝑞(−4cosh(𝛿) + cosh(2𝛿) + 3)；

式（27）中的各项系数分别为𝛽1 =
1

3
𝜇𝑛𝑗(1 + 𝑞)1/2𝑞−1/2(sinh(𝛿) + sinh(2𝛿))，𝛽2 =

2

3
𝜇𝑛𝑗(1 + 𝑞)1/2(− cosh(𝛿) + cosh(2𝛿))，𝛽3 =

1

3
𝜇𝑛𝑗(1 + 𝑞)1/2𝑞1/2(−2 sinh(𝛿) +

sinh(2𝛿))。根据式（26）和（27）易知，当仅考虑初始质量种子𝜌𝑗诱发的不对

称性模系时，可得到
𝑟̃𝑛𝑠

𝑟0𝑠
和𝑢̃𝑛𝑠分别与𝜌𝑗

2成正比，若能量因子𝑞 ≫ 1，δ →
𝜋

2
，相应

的系数𝛼1和𝛽1分别趋于常数。当仅考虑初始速度种子𝑢𝑗0诱发的不对称性模系时，

可得到
𝑟̃𝑛𝑠

𝑟0𝑠
和𝑢̃𝑛𝑠分别与𝑢𝑗0

2 成正比，若能量因子𝑞 ≫ 1，相应的系数𝛼3和𝛽3分别与𝑞

成正比。当仅考虑初始形状种子𝑟𝑗0诱发的不对称性模系时，可得到
𝑟̃𝑛𝑠

𝑟0𝑠
和𝑢̃𝑛𝑠分别

与𝑟𝑗0
2成正比，若能量因子𝑞 ≫ 1，相应的系数𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3和𝛽1 + 𝛽2 + 𝛽3分别与𝑞

成正比。 

值得注意的是，模数𝑗的奇偶性会改变𝑃𝑗模不对称性自身激发的非线性增长

行为。前文分析已知，一阶微扰量与初始扰动种子之间为线性关系，二阶微扰量

与初始扰动种子之间则由二次多项式描述。当一阶微扰振幅的正负符号不同时，
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二阶微扰与一阶微扰叠加所产生的增强或削弱效果恰好相反，因此单一偶数模扰

动的非线性增长过程会因符号而异。而奇数模因源自自身的二阶微扰可以忽略，

不存在上述消长效应，这与符号相反的奇数模扰动具有镜像特征相一致。总之，

与奇数模相比，偶数模不对称扰动的增长表现出更显著的非线性，并对扰动振幅

的符号具有依赖性。 

图 2 通过计算实例展示了不对称扰动增长子过程与准一维内爆主过程相互

耦合的关系。其中，𝐶𝑟表示内爆收缩比， 𝑢20表示初始时刻速度𝑃2模不对称性扰

动种子。图中虚线表示微扰解析解（止于二阶微扰近似），实线表示直接数值解。

为方便起见，统一用𝑟0(𝜏)和𝑢0(𝜏)分别表示半径和速度的零阶量随时间变化的曲

线；用𝑟2(𝜏)和𝑢2(𝜏)分别表示半径和速度𝑃2模不对称性分量随时间变化的曲线；

用𝑟4(𝜏)和𝑢4(𝜏)分别表示半径和速度𝑃4模不对称性分量随时间变化的曲线。如图 2

所示，在内爆滞止时刻前后极短时间内，代表内爆平均速度的𝑢0(𝜏)发生了由负

到正的剧烈变化，同时，代表速度不对称扰动的𝑢2(𝜏)和𝑢4(𝜏)也在迅速增长；距

离滞止时刻越远，上述三个速度分量的变化越小，并逐渐趋于常量。由于代表形

状不对称扰动的𝑟2(𝜏)和𝑟4(𝜏)分别是𝑢2(𝜏)和𝑢4(𝜏)对时间的积分函数，它们将在滞

止时刻之后继续快速增长。需说明的是，此处𝑃4模不对称性是𝑃2模不对称性激发

的二次谐波，仅有二阶微扰项贡献的𝑢4(𝜏)和𝑟4(𝜏)分别远小于包含一阶与二阶微

扰项之和的𝑢2(𝜏)和𝑟2(𝜏)。改变𝐶𝑟，选择不同的扰动类型与模式（𝜌𝑖0，𝑟𝑖0，𝑢𝑖0），

改变初始幅度，都可获得与图 2 类似的计算结果：即在初期不对称扰动幅度较小

时，微扰解与数值解高度吻合；在后期扰动幅度增大后，两者偏离随之增大，微

扰近似逐渐失效，但仍可通过数值解获得有效物理信息。 
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图 2 不对称扰动增长子过程与准一维内爆主过程的耦合（𝐶𝑟 = 7；速度种子𝑢20=0.01） 

Fig. 2. Coupling between asymmetry growth sub-process and quasi-one-dimensional 

implosion main process（𝐶𝑟 = 7; velocity seed 𝑢20=0.01）. 

图 3 通过计算结果展示滞止时刻内爆不对称性与初始时刻速度𝑃2模扰动种

子𝑢20的敏感关系。其中，内爆收缩比𝐶𝑟 = 7滞止时刻形状和速度的𝑃2分量分别

为
𝑟2𝑠

𝑟0𝑠
和𝑢2𝑠， 𝑃4分量分别

𝑟4𝑠

𝑟0𝑠
和𝑢4𝑠。𝑃4模扰动是𝑃2模扰动诱发的二次谐波，如图 3

所示，以一阶微扰项贡献为主的速度𝑃2和形状𝑃2与初始扰动种子之间存在近似线

性的敏感关系；仅有二阶微扰项贡献的速度𝑃4和形状𝑃4则与初始扰动种子之间存

在近似平方的敏感关系。在物理关注范围内，当不对称性扰动种子𝑢20在区间

（-0.03，0.03）内变化时，由实线表示的直接数值解与由虚线表示的微扰解析解

基本相符。其中，速度分量𝑢2𝑠两种解的最大偏差小于 1%，形状分量
𝑟2𝑠

𝑟0𝑠
两种阶的

最大偏差约 5%，后者更为显著的原因，可能与滞止时刻的定义有关。实际上，

改变𝐶𝑟，选择不同的扰动类型与模式（𝜌𝑖0，𝑟𝑖0，𝑢𝑖0），均可获得与图 3 类似的

计算结果，从而证实由式（23）和（24）描述的一阶线性关系与由式（26）和（27）

描述的二阶非线性关系都在给定条件下近似成立。据此推测，由微扰解析解得到

的推论在一定范围内具有普适性。 
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图 3 滞止时刻不对称性随速度种子𝑢20变化（𝐶𝑟 = 7，4 阶模是 2 阶模的二次谐波） 

Fig. 3. Stagnation-time asymmetry versus velocity seed 𝑢20 (𝐶𝑟 = 7, mode 4 is the second 

harmonic of mode 2). 

在这些算例中，采用具有四阶精度的龙格-库塔法求得常微分方程组（10）-

（12）的直接数值解，结果与微扰解析解基本吻合，表明在感兴趣的范围内计算

精度满足要求。球谐展开法与传统空间离散化法的优缺点比较，以及数值稳定性

和计算精度的分析对比，可参见相关专著[51-53]，此处不再赘述。 

综上，本章通过直接数值解与微扰解析解相互校验，验证了重构三维活塞模

型的可靠性，并系统揭示了内爆减速与滞止阶段不对称性增长的主要特性。具体

发现包括：一阶微扰量与初始扰动种子呈线性关系，仅依赖能量因子（对应内爆

收缩比），与扰动模式无关；二阶微扰量包括非线性与模耦合项，可表示为初始

扰动种子的二次多项式函数。基于轴对称简化分析，球谐扰动模式的奇偶性是影

响不对称性扰动演化路径的关键因素。对于单模扰动而言，奇模振幅的符号反转

仅相当于对系统进行镜像对称操作，其物理图像与演化过程保持等价；而偶模振

幅符号反转则会导致物理图像及演化过程的实质性改变，且该差异在非线性阶段

尤为突出。此外，自耦合效应能够激发偶数模谐波型扰动，其中模数最高的二次
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谐波分量最为显著。上述特征均与理论预期相符，充分证实重构模型对相关物理

机制的有效捕捉，从而为建立更具普适性的不对称性定标关系奠定了坚实基础。 

4 内爆不对称性的定标关系 

接下来，将基于前述内爆不对称性增长特性的分析，对𝑛𝑅𝐾𝐸与壳层不对称

性因子的定标关系进行修正，确保其在多因素、多模式扰动条件下仍近似成立，

从而为𝑛𝑅𝐾𝐸的实验测量提供理论支持。 

壳层动能角分布的时间演化为
1

2
𝑚(𝛺)𝜐2(𝛺, 𝑡) =

𝑀

4π
〈𝜐0(𝛺)〉2𝜌(𝛺)𝑢2(𝛺, 𝜏)，式

中𝑀 = 4π〈𝑚(𝛺)〉为壳层总质量。因此，无量纲化的剩余动能角分布函数定义为

𝑟𝑘𝑒(𝛺)=𝜌(𝛺)𝑢𝑠
2(𝛺)，而𝑛𝑅𝐾𝐸可表示为： 

𝑛𝑅𝐾𝐸 =
〈𝜌(𝛺)𝑢𝑠

2(𝛺)〉

〈𝜌(𝛺)𝑢0
2(𝛺)〉

                             （28） 

面密度角分布的时间演化为
𝑚(𝛺)

𝑅2(𝛺,𝑡)
=

𝑀

4𝜋〈 𝑅0(𝛺)〉2

𝜌(𝛺)

𝑟2(𝛺)
 。滞止时刻的面密度角分

布函数定义为： 

𝜒𝑠(𝛺) =
𝜌(𝛺)

𝑟𝑠
2(𝛺)

                               （29） 

图 4 和图 5 通过计算实例，分别展示了滞止时刻球壳剩余动能和面密度角分

布与不同速度扰动种子之间的关系。其中，𝐶𝑟为内爆收缩比， 𝑢10和𝑢20分别表示

𝑃1和𝑃2模的速度扰动种子。图中实线和虚线分别对应初始速度扰动幅度符号为负

和正的情形。在单模扰动条件下，内爆过程中速度和形状扰动幅度的符号与初始

符号保持一致。由于满足轴对称条件，相应的角分布函数仅依赖于𝜃。因此，在

图 4 和图 5 中令𝑥 = cos 𝜃，并分别以𝑟𝑘𝑒(𝑥)和𝜒𝑠(𝑥)表示剩余动能和面密度的角

分布函数。 
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图 4 源自速度种子𝑢10的滞止时刻剩余动能和面密度角分布（𝐶𝑟 = 7） 

Fig. 4. Angular distributions of residual kinetic energy and areal density at stagnation time 

originating from the velocity seed 𝑢10 (𝐶𝑟 = 7). 

由图 4 可见，当𝑢10大小相等、符号相反时，不对称性扰动演化的结果关于

赤道面呈镜像对称，物理上是完全等效的。这实为奇模扰动的固有特性：两种演

化途径在几何上始终保持镜像对称关系。改变𝐶𝑟，或选择不同的扰动类型（𝜌10，

𝑟10，𝑢10）或其它奇模扰动种子，均可获得与图 4 类似的计算结果。 

 

图 5 源自速度种子𝑢20的滞止时刻剩余动能和面密度角分布（𝐶𝑟 = 7） 

Fig. 5. Angular distributions of residual kinetic energy and areal density at stagnation time 

originating from the velocity seed 𝑢20 (𝐶𝑟 = 7). 
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由图 5 可见，当𝑢20大小相等、符号相反时，不对称性扰动演化的结果完全

不同。这实为偶模扰动的固有特性：两种演化途径在几何上始终无相似之处，特

别是面密度角分布呈现出显著差异。改变𝐶𝑟，选择不同的扰动类型（𝜌20，𝑟20，

𝑢20）或其它偶模扰动种子，均可获得与图 5 类似的计算结果。 

如前文所述，Hurricane 基于两端活塞模型提出𝑛𝑅𝐾𝐸 ≈ 𝑓2和𝑓 ≈
𝜐ℎ𝑠

𝜐𝑖𝑚𝑝
等猜想，

并将滞止时刻的面密度角分布𝜒𝑠(𝛺)、热斑定向运动速度𝜐ℎ𝑠，以及最大内爆速度

𝜐𝑖𝑚𝑝等实验可诊断量关联起来[41,42]。根据其对壳层不对称性因子的定义𝑓2 = 1 −

〈𝜒𝑠(𝛺)〉−1〈𝜒𝑠
−1(𝛺)〉−1，代入式（29）可得： 

𝑓2 = 1 − 〈
𝜌(𝛺)

𝑟𝑠
2(𝛺)

〉−1 〈
𝑟𝑠

2(𝛺)

𝜌(𝛺)
〉−1                     （30） 

易见，𝑓 ≈
𝜐ℎ𝑠

𝜐𝑖𝑚𝑝
 的猜想仅适用于𝑃1模不对称性这一特例，在𝑃1模不占主导的

一般情形下并不适用。𝑛𝑅𝐾𝐸 ≈ 𝑓2的猜想是否适用于一般情形仍有待验证。考虑

到与两端活塞模型定义不对等的影响，现在三维活塞模型中假定𝑛𝑅𝐾𝐸与𝑓2存在

近似的比例关系： 

𝑛𝑅𝐾𝐸 ≈ 𝜅𝑓2                                 （31） 

其中𝜅为待定系数。将球谐展开式（7）-（9）代入式（28）和（30），展开

后 忽 略 四 次 和 以 上 高 次 项 ， 可 得 𝑛𝑅𝐾𝐸 ≈ ∑ 𝑢𝑖𝑠
2 〈𝑌𝑖

2〉𝑁
𝑖=1 +

∑ ∑ ∑ 𝜌𝑖𝑢𝑗𝑠𝑢𝑘𝑠〈𝑌𝑖𝑌𝑗𝑌𝑘〉𝑁
𝑘=1

𝑁
𝑗=1

𝑁
𝑖=1 ， 以 及 𝑓2 ≈ ∑ (2

𝑟𝑖𝑠

𝑟0𝑠
− 𝜌𝑖)

2
〈𝑌𝑖

2〉𝑁
𝑖=1 −

∑ ∑ ∑ {4
𝑟𝑖𝑠

𝑟0𝑠

𝑟𝑗𝑠

𝑟0𝑠

𝑟𝑘𝑠

𝑟0𝑠
− 2

𝑟𝑖𝑠

𝑟0𝑠

𝑟𝑗𝑠

𝑟0𝑠
𝜌𝑘 − 2

𝑟𝑖𝑠

𝑟0𝑠
𝜌𝑗𝜌𝑘 + 𝜌𝑖𝜌𝑗𝜌𝑘}𝑁

𝑘=1
𝑁
𝑗=1 〈𝑌𝑖𝑌𝑗𝑌𝑘〉𝑁

𝑖=1 。 

当𝑓2 → 0时，在𝑛𝑅𝐾𝐸和𝑓2中都只需考虑二次项的贡献。此时，一阶微扰近

似（参见式（17）和（18））足可描述不对称扰动的增长过程，因此可将式（23）

和（24）代入式（31）获得系数𝜅的极限估计值。若仅考虑初始形变𝑟𝑖0，可得极

限系数𝜅𝑟 = (
𝜉𝑢𝑟

2𝜉𝑟𝑟
)

2

；若仅考虑初始速度不对称性𝑢𝑖0，可得极限系数𝜅𝑢 = (
𝜉𝑢𝑢

2𝜉𝑟𝑢
)

2

；
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若仅考虑初始质量不均匀性𝜌𝑖，可得极限系数𝜅𝜌 = (
𝜉𝑢𝜌

2𝜉𝑟𝜌−1
)

2

。当𝑞 ≫1 时， 𝜅𝑟和

𝜅𝑢都渐近趋向于 0.30， 𝜅𝜌渐近趋向于 0.33。 

上述分析表明，在小扰动极限情形下，或当𝑛𝑅𝐾𝐸与𝑓2展开式中的三次项贡

献可忽略时，式（31）近似成立。然而，当偶模不对称扰动的幅度较大时，三次

项的影响不可忽略，此时在𝑛𝑅𝐾𝐸和𝑓2中对应三次项的增减趋势呈现不一致性，

导致两者偏离小扰动极限下的简单比例关系。因此，式（31）在偶模主导或多因

素多模式耦合场景中容易失效。为此，本文拟从能量视角出发，重新构建具有更

广泛适用性的不对称性定标关系，并结合数值算例验证其有效性。 

在活塞模型中，内爆减速和滞止过程简化为壳层动能与芯部内能之间的相互

转化，因此二者之和守恒。根据多方气体状态方程（多方指数取𝛾 = 5/3），芯

部内能的时间演化可表示为
3

2
𝑃(𝑡)𝑉(𝑡) =

3

2
𝑃0𝑉0 (

〈𝑟3(𝛺,0)〉

〈𝑟3(𝛺,𝜏)〉
)

2/3

。结合上文的定义和

代换，得到无量纲能量守恒关系： 

〈𝑟3(𝛺, 0)〉 + 𝑞〈𝜌(𝛺)𝑢2(𝛺, 0)〉 =
〈𝑟3(𝛺,0)〉5/3

〈𝑟3(𝛺,𝜏𝑠)〉2/3 + 𝑞〈𝜌(𝛺)𝑢2(𝛺, 𝜏𝑠)〉        （32） 

将球谐展开式（7）-（9）代入式（32），结合初始条件𝜌0 = 1，𝑟00 = 1、𝑢00 = −1

和滞止时刻条件𝑢0𝑠 = 0，忽略初始不对称性𝑢𝑖0和𝑟𝑖0等相对小量，利用式（28）

可将式（32）近似简化为： 

𝑛𝑅𝐾𝐸 ≈ 1 − (1 + 𝑞)−1〈𝑟3(𝛺, 𝜏𝑠)〉−2/3                  （33）  

其 中 ， 〈𝑟3(𝛺, 𝜏𝑠)〉 = 𝑟0𝑠
3 (1 + ∑ 3 (

𝑟𝑖𝑠

𝑟0𝑠
)

2
〈𝑌𝑖

2〉𝑁
𝑖=1 +

∑ ∑ ∑
𝑟𝑖𝑠𝑟𝑗𝑠𝑟𝑘𝑠

𝑟0𝑠
3

〈𝑌𝑖𝑌𝑗𝑌𝑘〉𝑁
𝑘=1

𝑁
𝑗=1

𝑁
𝑖=1 )为滞止时刻无量纲体积。当内爆接近球对称时，

(1 + 𝑞)−1𝑟0𝑠
−2 → 1，由此猜想𝑛𝑅𝐾𝐸与内爆不对称性具有如下形式的定标关系： 

𝑛𝑅𝐾𝐸 ≈ 1 − (1 + 𝜎𝑠
2)−𝜆                           （34） 

其中，𝜆为待定指数，壳层不对称性因子𝜎𝑠
2的定义为： 
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𝜎𝑠
2 = 〈𝜒𝑠

−3/2(𝛺)〉〈𝜒𝑠
−1/2(𝛺)〉−3 − 1                      （35） 

式（35）的球谐展开式为𝜎𝑠
2 ≈ 3 ∑ (

𝑟𝑖𝑠

𝑟0𝑠
−

1

2
𝜌𝑖 )

2
〈𝑌𝑖

2〉𝑁
𝑖=1 +

∑ ∑ ∑ (
𝑟𝑖𝑠

𝑟0𝑠

𝑟𝑗𝑠

𝑟0𝑠

𝑟𝑘𝑠

𝑟0𝑠
−

9

2

𝑟𝑖𝑠

𝑟0𝑠

𝑟𝑗𝑠

𝑟0𝑠
𝜌𝑘 +

9

2

𝑟𝑖𝑠

𝑟0𝑠
𝜌𝑗𝜌𝑘 −

5

4
𝜌𝑖𝜌𝑗𝜌𝑘)𝑁

𝑘=1
𝑁
𝑗=1 〈𝑌𝑖𝑌𝑗𝑌𝑘〉𝑁

𝑖=1 。当质量不均

匀性𝜌𝑖的影响可以忽略时，𝜎𝑠
2 = 𝑟0𝑠

−3〈𝑟3(𝛺, 𝜏𝑠)〉 − 1，此时，𝜎𝑠
2实际刻画了芯部体

积因不对称扰动而产生的相对变化。实验中难以直接测量质量不均匀性𝜌𝑖或壳层

形状𝑟(𝛺, 𝜏𝑠)，而面密度角分布𝜒𝑠(𝛺)可通过中子诊断数据获得，因此采用式（35）

定义𝜎𝑠
2不仅兼顾形状、质量和速度三种扰动因素产生的内爆不对称性，而且便于

实验测量。 

当𝜎𝑠
2 → 0时，式（34）可进一步简化为𝑛𝑅𝐾𝐸 ≈ 𝜆𝜎𝑠

2，其中𝑛𝑅𝐾𝐸 ≈ ∑ 𝑢𝑖𝑠
2 〈𝑌𝑖

2〉𝑁
𝑖=1 ，

𝜎𝑠
2 ≈ 3 ∑ (

𝑟𝑖𝑠

𝑟0𝑠
−

𝜌𝑖

2
)

2
〈𝑌𝑖

2〉𝑁
𝑖=1 。此时，一阶微扰近似足可描述不对称扰动增长过程，

因此可直接利用式（23）和（24）获得指数𝜆的极限估计值。若仅考虑初始形变𝑟𝑖0，

可得极限指数𝜆𝑟 =
1

3
(

𝜉𝑢𝑟

𝜉𝑟𝑟
)

2

；若仅考虑初始速度不对称性𝑢𝑖0，可得极限指数𝜆𝑢 =

1

3
(

𝜉𝑢𝑢

𝜉𝑟𝑢
)

2

；若仅考虑初始质量不均匀性𝜌𝑖，可得极限指数𝜆𝜌 =
1

3
(

𝜉𝑢𝜌

𝜉𝑟𝜌−
1

2

)

2

。 

比较式（30）和式（35）可知，当𝑛𝑅𝐾𝐸和𝜎𝑠
2展开式中的三次项及以上高次

项贡献可忽略时，两式所定义的不对称性因子𝑓2和𝜎𝑠
2仅相差乘数因子4/3，而参

数𝜅与𝜆的极限估值只相差乘数因子3/4。显然，在小扰动极限下，由式（31）和

（34）分别描述的不对称性定标关系是近似等价的。 

在一阶微扰近似下，𝜉𝑟𝑟，𝜉𝑟𝑢，𝜉𝑟𝜌，𝜉𝑢𝑟，𝜉𝑢𝑢和𝜉𝑢𝜌与模数𝑖无关，因此极限

指数𝜆𝑟、𝜆𝑢和𝜆𝜌与模数𝑖无关。如图 6 所示，当𝑞 ≫1 时， 𝜆𝑟和𝜆𝑢渐近趋向 0.40，

 𝜆𝜌渐近趋向 0.44。虽然𝜆𝑟、𝜆𝑢和𝜆𝜌的变化均较平缓，但三者之间仍存在细微差

异。为利用式（34）统一描述不同扰动条件下的定标关系，可采用算术平均值𝜆𝑎𝑣

或加权平均值替代𝜆𝑟、𝜆𝑢和𝜆𝜌。通常可将由扰动种子种类、模数和幅度变化引起
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的这些差异视为数据不确定度，另行考虑。 

 

图 6 极限指数（𝜆）随收缩比（𝐶𝑟）变化（𝑞为能量因子） 

Fig. 6. Limit exponent (𝜆) versus convergence ratio (𝐶𝑟) (𝑞 is energy factor). 

不过，当不对称扰动幅度增大时，需在所述相关物理量的球谐展开式中进一

步纳入扰动振幅三次项的影响。以轴对称情况为例，利用勒让德函数系𝑃𝑖、𝑃𝑗和

𝑃𝑘替代球谐函数系𝑌𝑖、𝑌𝑗和𝑌𝑘，研究滞止时刻𝑛𝑅𝐾𝐸与壳层不对称性因子的相互关

系。若仅考虑单模 𝑃𝑖 扰动，分别可得 𝑛𝑅𝐾𝐸 ≈ 𝑢𝑖𝑠
2 〈𝑃𝑖

2〉 + 𝜌𝑖𝑢𝑖𝑠
2 〈𝑃𝑖

3〉 ， 𝑓2 ≈

(2
𝑟𝑖𝑠

𝑟0𝑠
− 𝜌𝑖)

2
〈𝑃𝑖

2〉 − (4 (
𝑟𝑖𝑠

𝑟0𝑠
)

3

− 2 (
𝑟𝑖𝑠

𝑟0𝑠
)

2

𝜌𝑖 − 2
𝑟𝑖𝑠

𝑟0𝑠
𝜌𝑖

2 + 𝜌𝑖
3) 〈𝑃𝑖

3〉 ， 以 及 𝜎𝑠
2 ≈

3 (
𝑟𝑖𝑠

𝑟0𝑠
−

1

2
𝜌𝑖 )

2
〈𝑃𝑖

2〉 + ((
𝑟𝑖𝑠

𝑟0𝑠
)

3

−
9

2
(

𝑟𝑖𝑠

𝑟0𝑠
)

2

𝜌𝑖 +
9

2

𝑟𝑖𝑠

𝑟0𝑠
𝜌𝑖

2 −
5

4
𝜌𝑖

3) 〈𝑃𝑖
3〉。𝑓2和𝜎𝑠

2表达式中

忽略了四次和以上高次项。当模数𝑖为奇数时， 〈𝑃𝑖
3〉 = 0，三次项无贡献。当模

数𝑖为偶数时，〈𝑃𝑖
3〉 ≠ 0，且𝑓2与𝜎𝑠

2中三次项的主要变化趋势相反。 

结合芯部体积〈𝑟3(𝛺, 𝜏𝑠)〉的球谐展开式可知，𝜎𝑠
2可近似等效为芯部体积因不

对称扰动引起的相对变化，且该等效关系受扰动模式奇偶性的影响甚微。相比之

下，由于𝑓2与芯部体积展开式中对应三次项的符号相反，扰动模式的奇偶性及振

幅符号均可通过所述三次项改变两者之间的映射关系。具体而言，若仅存在单一

奇模扰动，三次项无贡献，则𝑓2与芯部体积相对变化的比例基本保持恒定；若仅
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存在单一偶模扰动，三次项的贡献将导致该比例随振幅符号与幅值发生变化。 

基于芯部内能对体积的单调依赖关系及能量守恒定律，可推测 𝜎𝑠
2与𝑛𝑅𝐾𝐸 

的广义定标关系（式 34）在较大参数范围内仍适用，而且基本不受扰动模式奇

偶性的影响。然而，在偶模主导或多因素、多模式耦合的情形下，𝑓2 与 𝑛𝑅𝐾𝐸

的映射关系将因振幅符号与幅值变化而产生显著分化，进而导致式（31）所描述

的比例定标关系易于失效。 

下面利用具体算例验证前述结论。内爆收缩比越大，不对称扰动增长越剧烈，

因此对初始扰动幅度的限制也越严格，这正是 ICF 研究在追求高收缩比、高性能

内爆时所面临的挑战。有鉴于此，不失一般性，本文以𝑛𝑅𝐾𝐸 < 0.2作为选择初

始扰动种子的约束条件；否则，内爆性能将降至不可接受的水平。文中算例均采

用典型收缩比𝐶𝑟 = 7；若选用更高的收缩比，则需降低初始扰动幅度。对于多因

素或多模式扰动问题，依据等权重原则设定各种参数的取值水平，并通过均匀抽

样或随机抽样的方法确定初始条件，从而在统计意义上保证不同扰动因素对

𝑛𝑅𝐾𝐸的贡献均衡。  

 

图 7 𝑛𝑅𝐾𝐸与1 − (1 + 𝜎𝑠
2)−𝜆𝑢的比值随速度种子𝑢𝑖0变化（𝐶𝑟 = 7；𝑖=1, 2, …, 6） 

Fig. 7. Ratio of 𝑛𝑅𝐾𝐸 to 1 − (1 + 𝜎𝑠
2)−𝜆𝑢 versus velocity seed 𝑢𝑖0 (𝐶𝑟 = 7, 𝑖=1, 2, …, 6). 
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如图 7 所示，当仅考虑速度扰动种子𝑢𝑖0时，在感兴趣范围内，定标关系

𝑛𝑅𝐾𝐸 ≈ 1 − (1 + 𝜎𝑠
2)−𝜆𝑢成立（𝜆𝑢取图 6 所示极限指数）。内爆收缩比𝐶𝑟 =

(1 + 𝑞)1/2 = 7，横坐标为归一化初始扰动幅度𝑢𝑖0/(2𝑖 + 1)1/2。计算结果显示，

 𝑛𝑅𝐾𝐸与该定标关系的预测偏差<3%，可接受。如果仅考虑形状扰动种子𝑟𝑖0或质

量扰动种子𝜌𝑖时，可分别采用指数𝜆𝑟或𝜆𝜌确定 𝑛𝑅𝐾𝐸和𝜎𝑠
2的定标关系，且因扰动

幅度或模数奇偶性变化产生的偏差都在可接受范围。在感兴趣范围内，改变收缩

比𝐶𝑟，可获得类似结果。 

 

图 8  𝑛𝑅𝐾𝐸与𝑓2的比值随速度扰动种子𝑢𝑖0变化（𝐶𝑟 = 7；𝑖=1, 2, …, 6） 

Fig. 8. Ratio of 𝑛𝑅𝐾𝐸 to 𝑓2 versus velocity seed 𝑢𝑖0 (𝐶𝑟 = 7; 𝑖=1, 2, …, 6). 

图 8 采用与图 7 相同的算例和横坐标，展示𝑛𝑅𝐾𝐸与𝑓2的关系。计算结果表

明：当仅考虑单一奇数模小扰动时，𝑛𝑅𝐾𝐸/𝑓2相对极限系数𝜅𝑢偏离小，且与初始

扰动种子幅度的符号无关；仅当扰动幅度增大时，偏离逐渐增大。当考虑偶数模

扰动时，𝑛𝑅𝐾𝐸/𝑓2相对极限系数𝜅𝑢的偏离则非常显著，且与初始扰动种子幅度的

符号相关。具体原因可参见上文对式（31）的相关分析。由此可见，即使仅考虑

速度扰动种子𝑢𝑖0，𝑛𝑅𝐾𝐸与𝑓2也不能保持简单比例关系。类似地，对于形状扰动

种子𝑟𝑖0或质量扰动种子𝜌𝑖，因扰动幅度增大或模数奇偶性变化产生的显著偏离，
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同样表明𝑛𝑅𝐾𝐸与𝑓2无普适比例关系。总之，通过对比分析可知，在仅考虑单因

素单模扰动的情况下时，式（34）比式（31）具有更广的适用性。 

图 7 和图 8 均表明，当仅考虑单一奇模扰动时，𝑛𝑅𝐾𝐸与不对称性因子的定

标关系与扰动幅度的符号无关（参见图 4 及相关分析）；当仅考虑单一偶模扰动

时，定标关系则与扰动幅度的符号和大小均密切相关（参见图 5 及相关分析）。

根据前文关于𝑛𝑅𝐾𝐸、𝜎𝑠
2和𝑓2展开式的分析可知，上述差异主要源于三次项的贡

献，且与扰动模式的奇偶性有关。由于奇模中三次项为零，从表象来看，无论式

（31）还是式（34），对于单一奇模扰动的适用性均优于单一偶模扰动。 

下面给出更一般情况下的数值试验结果，进一步验证式（34）的适用性。图

9 展示同时存在速度扰动种子的三种典型扰动模式𝑃1、𝑃2和𝑃4时，𝑛𝑅𝐾𝐸与壳层

不对称性因子的敏感关系。内爆收缩比𝐶𝑟 = 7，采用 3 因素 5 水平完全抽样选择

初始条件，共 125 个算例。另外，以(2𝑖 + 1)1/2为比例系数平衡𝑢10、𝑢20和𝑢40的

取值水平，使各因素对定标关系的影响权重相当。计算结果显示，数据点

(𝜎𝑠
2，𝑛𝑅𝐾𝐸)与广义定标关系𝑛𝑅𝐾𝐸 = 1 − (1 + 𝜎𝑠

2)−𝜆𝑢描述的曲线高度吻合，拟

合优度极佳（决定系数𝑅2  > 0.99，均方根误差 RMSE< 0.004）；而数据点

(𝑓2，𝑛𝑅𝐾𝐸)高度分散，不存在简单映射关系。前文已指出，在单一偶模扰动条

件下，式(31)描述的比例关系便难以成立；本例涉及多个奇、偶扰动模式的各种

组合，故该式自然不再适用。改变收缩比𝐶𝑟，或仅考虑形状扰动种子或质量扰动

种子的多模式扰动时，也可获得类似结果。 
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图 9 𝑛𝑅𝐾𝐸与不对称性因子𝜎𝑠
2或𝑓2的关系（𝐶𝑟 = 7；速度种子：𝑢10、𝑢20和𝑢40；3 因素 5

水平完全抽样） 

Fig. 9. 𝑛𝑅𝐾𝐸 versus asymmetry metric 𝜎𝑠
2 or 𝑓2 (𝐶𝑟 = 7; velocity seeds: 𝑢10, 𝑢20 and 𝑢40; 

full sampling with 3-factor and 5-level). 

图 10 展示同时存在三类扰动种子，及𝑃1、𝑃2和𝑃4三种扰动模式时，𝑛𝑅𝐾𝐸与

壳层不对称性因子的敏感关系。内爆收缩比𝐶𝑟 = 7，采用 9 因素 5 水平正交表

L50511 抽样选择初始条件，共 50 个算例。另外，分别以(2𝑖 + 1)1/2/𝜉𝑟𝑟、

(2𝑖 + 1)1/2/𝜉𝑟𝑢和(2𝑖 + 1)1/2/𝜉𝑟𝜌为比例系数平衡𝑟𝑖0、𝑢𝑖0和𝜌𝑖的水平设置，使各

因素对定标关系的影响权重相当。计算结果显示，数据点(𝜎𝑠
2，𝑛𝑅𝐾𝐸)与广义定

标关系𝑛𝑅𝐾𝐸 = 1 − (1 + 𝜎𝑠
2)−𝜆𝑎𝑣描述的曲线紧邻，拟合优度指标极佳（决定系数

R2 > 0.99，均方根误差 RMSE < 0.004）；而数据点(𝑓2，𝑛𝑅𝐾𝐸)高度分散，不存

在简单映射关系。前文已指出式(31)在一般扰动下不适用的原因，此处不再敷述。

如果改变收缩比𝐶𝑟，可获得类似结果。 
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图 10 𝑛𝑅𝐾𝐸与不对称性因子𝜎𝑠
2或𝑓2的关系（𝐶𝑟 = 7；扰动种子：𝑟𝑖0、𝑢𝑖0和𝜌𝑖，𝑖=1, 2, 4；

采用 9 因素 5 水平正交表 L50(5^11) 抽样） 

Fig. 10. 𝑛𝑅𝐾𝐸 versus asymmetry metric 𝜎𝑠
2 or 𝑓2  (𝐶𝑟 = 7; perturbation seeds: 𝑟𝑖0, 𝑢𝑖0 and 

𝜌𝑖, 𝑖=1, 2, 4; sampling with 9-factor 5-level orthogonal array L50(5^11)). 

综上，不对称性因子 𝜎𝑠
2与𝑓2虽均由中子诊断获得的面密度角分布𝜒𝑠(𝛺)直

接导出，但𝜎𝑠
2与滞止时刻芯部体积（对应芯部内能）的相对变化具有更直接的物

理关联，因而在计量不对称性时基本不受扰动模数奇偶性到的干扰，并在构建与

𝑛𝑅𝐾𝐸的定标关系时展现出明显优势。传统基于𝑓2的比例定标仅在小扰动极限或

奇数模扰动主导条件下近似成立；然而，当偶数模扰动主导时， 𝑓2展开式中三

次项贡献所引起的偏差将导致该定标关系失效。为此，本文提出基于𝜎𝑠
2的广义定

标关系𝑛𝑅𝐾𝐸 ≈ 1 − (1 + 𝜎𝑠
2)−𝜆。理论分析与数值验证均表明，在小扰动极限或

奇模主导情形下，两种定标关系基本等价；而在偶模主导或多因素、多模式耦合

条件下，基于𝜎𝑠
2 的定标关系展现出更优的普适性。该广义定标关系能够统一描

述薄壳内爆体系中形状、质量、速度等多因素、多模式扰动耦合所引起的内爆性
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能退化，并保持可接受的预测精度，为复杂扰动下𝑛𝑅𝐾𝐸的实验测量提供了明确

的理论依据。 

值得注意的是，第 3 章关于内爆不对称性增长机制的重要推论，以及本章对

定标关系的分析，均依赖于三维活塞模型的有效性。该模型采用薄壳近似，并假

设球壳质量不变、切向运动可忽略以及热斑均匀等压。这些简化与实验和数值模

拟之间必然存在一定偏差；但该模型基本抓住了内爆减速阶段能量耦合与转换的

主要矛盾，在所关注的参数范围内近似成立，并已获得数值模拟与理论研究的支

持[41-46,54,55]。以球壳质量不变假设为例：Atzeni 等[54]采用内爆火箭方程模拟辐射

烧蚀球壳的加速过程，其解析解清楚表明，随着球壳半径和外表面积缩小，总质

量烧蚀率迅速降低；Saillard 等[55]通过数值模拟结果与解析解对比指出，在内爆

减速阶段，内外表面烧蚀对球壳质量变化的贡献可近似忽略。 

当然，三维活塞模型仍有诸多改进余地，例如：采用动态热斑模型替代绝热

假设，并纳入辐射致冷和α粒子加热效应；部分放松薄壳近似和不可压缩假设，

考虑聚心反弹冲击波在有限传播时间内穿过球壳的影响；引入球壳质量交换项以

描述滞止阶段的角向质量流动等。然而，采取这些改进后，通常只能借助空间离

散化法对三维模型进行数值求解，无法获得类似本文的解析解。在提升真实性的

同时，牺牲物理图像的清晰性和理论推导的简洁性，是科学研究必然面临的挑战，

需要在应用中审慎权衡复杂性与实用性之间的得失，做出合理取舍。实际上，在

内爆滞止时刻前后，不对称性扰动增长迅速，模型预测的有效性最易受到质疑。

因此，在应用式（34）描述的定标关系时，需结合具体靶物理设计，借助二维辐

射流体模拟与实验数据，对前文所述不对称性增长特性进行分析验证；同时，应

考虑壳层厚度的影响，例如对𝜆指数进行适当修正，以减小薄壳近似带来的偏差。 
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5 结论 

本文采用球谐函数展开法重构了三维活塞模型，将控制方程转化为易于求解

的常微分方程组。该方法清晰刻画了低阶模不对称扰动的演化过程与准一维内爆

主过程的耦合机制，避免了传统空间离散化求解所伴随的数值不稳定性，为构建

统一的理论框架提供了支撑。然后，通过微扰近似获得解析解，并与直接数值解

进行了交叉验证，证实了重构模型的可靠性。 

数值计算与微扰分析一致表明，在内爆减速和滞止阶段，内爆不对称性增长

具有如下一般特性：滞止时刻一阶微扰量与初始扰动种子呈线性关系，其增长系

数仅依赖于能量因子（对应内爆收缩比），而与具体扰动模数无关；二阶微扰量

（包括非线性项和模耦合项）则可表示为初始扰动种子的二次多项式函数。 

基于轴对称简化分析可知，扰动模式的奇偶性对不对称性扰动的演化路径具

有显著影响。对于单一模扰动，奇模振幅的符号反转仅等价于对系统进行镜像对

称操作，因此其物理图像与演化过程完全等价；而偶模振幅的符号反转则会导致

物理图像及演化过程的实质性改变，且该差异在非线性阶段尤为突出。此外，自

耦合效应激发类似谐波的偶数模扰动，其中模数最高的二次谐波最为显著。 

扰动模式的奇偶性不仅改变内爆不对称性的演化路径，还直接影响不对称性

计量的可靠性，导致传统因子 𝑓2与 𝑛𝑅𝐾𝐸的比例定标容易失效。为此，本文提

出了一种具有广泛适用性的定标关系𝑛𝑅𝐾𝐸 ≈ 1 − (1 + 𝜎𝑠
2)−𝜆。其中，引入新的

不对称性计量因子 𝜎𝑠
2 = 〈𝜒𝑠

−3/2(𝛺)〉〈𝜒𝑠
−1/2(𝛺)〉−3 − 1，〈∙〉表示全立体角平均，𝜆为

与内爆收缩比弱相关的常数。𝜒𝑠(𝛺)为滞止时刻面密度角分布，可通过中子诊断

数据获得。在小扰动极限或奇模主导情形下，该定标关系与基于𝑓2因子的传统比

例定标关系基本等价；而在偶模主导或多因素、多模式耦合条件下，则展现出更
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优的普适性。数值试验表明，在所关注的参数范围内，该广义定标关系的拟合优

度极佳（决定系数 R2 > 0.99，均方根误差 RMSE < 0.004），为实验测量𝑛𝑅𝐾𝐸 提

供了明确的理论依据。 

综上，本研究可为多因素、多模式不对称性增长提供高效且数值稳定的分析

工具，并为定量评估非球对称内爆的性能退化建立统一框架。该框架支持多种应

用，包括参数灵敏度分析、不确定性传播建模、设计裕量分配和实验归因分析。

未来改进计划包括：通过二维辐射流体模拟与实验数据验证上述不对称性增长特

性，以及引入厚度修正项以减小因薄壳近似引入的偏差等。 
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Abstract:  The three-dimensional (3D) piston model provides a convenient framework for investigating the 

growth of implosion asymmetries. In the conventional approach, the imploding shell is discretized into multiple 

small conical pistons, each constrained to move radially and coupled through an isobaric core. However, this 

method is susceptible to numerical instabilities and entails complex input‑output dependencies, which limit its 

broader applicability in asymmetry analysis. 

To address these limitations, the 3D piston model is reconstructed using a spherical-harmonic expansion, through 

which the original governing equations are reduced to a set of ordinary differential equations describing the 

time-dependent coefficients of each mode. This reformulation explicitly characterizes the coupling mechanism 

between the evolution of low-mode asymmetry perturbations and the primary quasi-one-dimensional implosion 

dynamics, while also improving numerical stability. Analytical solutions, including zeroth- through second-order 

perturbative terms, are derived and subsequently validated against numerical integrations performed with a 

high-order Runge–Kutta solver, thus confirming the reliability of the reconstructed model. 

Subsequently, the general characteristics of asymmetry growth during the deceleration and stagnation phases of 

implosion are systematically investigated. The key findings are summarized as follows: (1) First-order 

perturbations at stagnation scale linearly with the initial asymmetry seeds, with the sensitivity coefficients 

depending on the convergence ratio while remaining independent of different modes. (2) Second-order 

perturbations, comprising both nonlinear and mode-coupling terms, are quadratic polynomials of the initial seeds. 

(3) Mode parity plays an important role in asymmetry evolution, where reversing an odd mode yields mirror 

symmetry, or reversing an even mode alters both the image and the process, with more pronounced differences in 

the nonlinear growth stage. (4) The self-coupling effect of each mode can excite harmonic-like even-mode 

perturbations, with the second harmonic being the most prominent. 

Based on the preceding methods and results, as illustrated in Fig. 11, a generalized scaling relation between the 

normalized residual kinetic energy (𝑛𝑅𝐾𝐸) and the asymmetry metric 𝜎𝑠
2 is derived: 𝑛𝑅𝐾𝐸 ≈ 1 − (1 + 𝜎𝑠

2)−𝜆. 

Here, 𝜎𝑠
2 serves as an alternative to the conventional metric 𝑓2, where both are defined from the angular 
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distribution of the shell areal density at stagnation, 𝜒𝑠(𝛺), which is measurable via neutron diagnostics in 

experiments. Moreover, the difference in the mappings of 𝜎𝑠
2 and 𝑓2 to 𝑛𝑅𝐾𝐸 is investigated in detail using 

spherical‑harmonic expansion. In the small-amplitude limit or for a single odd‑mode case, 𝑓2 is approximately 

proportional to 𝑛𝑅𝐾𝐸; however, for even modes, the mapping varies significantly with both the sign and 

magnitude of the perturbation amplitude. Owing to its susceptibility to mode parity, 𝑓2 cannot provide a unified 

scaling relation with 𝑛𝑅𝐾𝐸.  In contrast, 𝜎𝑠
2 effectively tracks the relative variation in core volume induced by 

asymmetry perturbations at stagnation. Based on the dependence of internal energy on core volume and the 

principle of energy conservation, 𝜎𝑠
2 exhibits a monotonic mapping to 𝑛𝑅𝐾𝐸, which is less sensitive to mode 

parity. Although this generalized scaling relation is derived in the small-amplitude limit, it remains approximately 

valid under even-mode-dominated or multi-factor/multi-mode perturbations, demonstrating broader applicability 

across a wide parameter range, as exemplified in Fig. 11(b). 

(a) 

(b) 

Fig. 11. (a) Stagnation fractions versus velocity seed 𝑢𝑖0 for even modes 𝑖=2, 4, 6 at 𝐶𝑟 = 7 (convergence 

ratio). 𝜎𝑠
2 = 〈𝜒𝑠

−3/2〉〈𝜒𝑠
−1/2〉−3 − 1 and 𝑓2 = 1 − 〈𝜒𝑠〉−1〈𝜒𝑠

−1〉−1 are asymmetry metrics, with 𝑟𝑖𝑠 denoting 

mode-i shape asymmetry. For even modes, implosion dynamics and morphology depend on the perturbation sign. 

Both metrics reflect this, but 𝜎𝑠
2 tracks the trend in 𝑛𝑅𝐾𝐸 (normalized residual kinetic energy) much more 

closely than 𝑓2. (b) 𝑛𝑅𝐾𝐸 versus 𝜎𝑠
2 for all modes 𝑖=1-6 at 𝐶𝑟 = 7. For both odd and even parities, the 
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dependence closely follows the scaling relation 𝑛𝑅𝐾𝐸 = 1 − (1 + 𝜎𝑠
2)−𝜆𝑢 for velocity seeds. 

In summary, this study offers an efficient, numerically stable tool for analyzing multi-factor, multi-mode 

asymmetry growth. The 𝜎𝑠
2-based scaling relation enables experimental inference of asymmetry-induced 𝑛𝑅𝐾𝐸, 

providing a unified framework for quantitatively evaluating performance degradation in asymmetric implosions. 

This framework supports diverse applications, including parameter sensitivity analysis, uncertainty propagation 

modeling, design margin allocation, and experimental attribution analysis. 

Keywords: piston model; implosion asymmetry; normalized residual kinetic energy (nRKE); performance 

degradation 
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