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传统固体晶体由原子在实空间中的周期性排布所定义, 而近期非平衡动力学研究表明, 受到时

间周期驱动的动力学系统可在相空间中形成晶体结构, 即“相空间晶体”. 本文系统地综述了相空

间晶体的理论框架、多体相互作用机制及其拓扑动力学效应. 相空间晶体的格波模式能在不破坏

时间反演对称性的前提下,支持手性拓扑输运态的存在,表现为一种“反常陈氏绝缘体”. 超冷原子

系统凭借其极低的环境噪声与高度可控性为实现相空间晶体这种非平衡态提供了理想的平台. 在

开放环境下, 通过定义晶体序参量, 可以确定在耗散速率、相互作用强度与环境温度参数空间下相

空间晶体的存在条件及物相图. 相空间晶体与时间晶体是两个有区别又紧密联系的概念, 都是研

究动力系统的高次谐波现象, 但侧重点有所不同. 相空间晶体为研究量子多体问题提供了新的平

台, 也为基于弗洛凯调控的玻色码量子计算打开了新的研究思路.
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1 引 言

传统的固体晶体是由于原子在实空间中的周期性排布所形成的高度有序的平衡态. 近期的研究表明,

受到时间周期驱动的多粒子也可以在其相空间中形成晶体结构, 形成“相空间晶体”(phase space crys-

tals, PSC) [1]. 这是在动力学系统中出现的一类高度有序的非平衡物态 [1], 其存在性由庞加莱-伯克霍夫

(Poincaré-Birkhoff) 定理 [2–6] 所保证. 特定的时域周期性外驱动场能够在相空间中产生一个具有晶格结构
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 的有效哈密顿量, 称为“相空间晶格”(phase space lattices, PSL) 哈密顿量, 其极值点对应动力学系统中

的吸引子. 在有耗散的情况下, 粒子倾向于向这些吸引子弛豫, 并在外部驱动 (能量泵浦) 与环境耗散 (能

量损失) 的动态平衡下达到稳定排布. 当每个吸引子被单个粒子占据时, 且粒子间相互作用满足一定条件

时, 这种周期性排布的多体态便可以形成稳定存在的相空间晶体 [1]. 要在真实的实验条件下实现这种由周

期驱动引发的非平衡物态, 需要系统具备极低的环境噪声与高度的可控性. 近年来, 凭借优异的宏观量子相

干性与高度精准的参数调控能力, 超冷原子系统已成为模拟和探测各类复杂周期驱动动力学现象的理想物

理平台 [7,8]. 因此, 探索超冷原子在周期驱动下所形成的相空间晶体, 不仅拓展了现代凝聚态物理的研究范

畴, 也为研究远离平衡态的量子多体动力学开辟了新的方向 [9,10].

需要注意的是, “相空间晶格”和“相空间晶体”是两个不同的概念. 相空间晶格描述的是单粒子有

效哈密顿量的周期性结构, 而相空间晶体则是由粒子间相互作用与驱动耗散机制共同诱导形成的有序非平

衡多体态. 历史上, 相空间晶格的概念最早由约翰·冯·诺依曼 (John von Neumann) 引入 [11], 其在频

率-时间平面上的对应形式被称为 Gabor 晶格 [12,13], 该晶格正交基的完备性已被严格证明 [14–19]. 随后,

扎斯拉夫斯基 (Zaslavsky) 在对受击谐振子 (kicked harmonic oscillator, KHO) 的研究中, 进一步探讨了

动力学系统中的相空间晶格结构 [20]. 在此基础上, 学者们把实空间晶体布洛赫定理和能带论拓展至相空

间,建立了“准数理论”(quasi-number theory) [9,10]. 借助紧束缚模型与温策尔-克拉默斯-布里渊 (Wentzel–

Kramers–Brillouin, WKB)准经典近似 [21,22],许多典型的凝聚态物理现象在相空间中得以复现. 例如,通过

在驱动场中引入随机时间微扰以产生等效的随机格点势, 可以在相空间中实现的安德森局域化 (Anderson

localization) [23–27]; 通过调节外部驱动强度, 可以在相空间晶格中呈现光子数布洛赫振荡现象 [28] 等等. 与

实空间不同,相空间本质上是一个非对易空间,这会导致类似于阿哈罗诺夫-玻姆 (Aharonov-Bohm)相位的

几何相位, 使得粒子在相空间中的运动等效于带电粒子在磁场中的洛伦兹力运动 [29]. 也正因为这种内禀的

拓扑联系, 具有相空间晶格对称性的本征态 ( Gottesman-Kitaev-Preskill, GKP) 可以用于容错编码 [30,31].

尽管相空间晶格中的单粒子物理已得到深入研究, 但相空间多体动力学仍需进一步探索. 研究发现, 由

于相空间中相距较远格点上的粒子在实空间演化过程中仍会发生频繁碰撞, 实空间的短程相互作用会在相

空间变为长程相互作用 [1,26,27,32–34]. 这种长程化映射机制, 结合相空间有效磁场以及周期背景势场, 使得

在相空间晶格中模拟和研究固体物理中诸如哈伯德 (Hubbard) 模型、海森堡 (Heisenberg) 模型以及存在

无序驱动时的多体局域化 (many-body localization, MBL) 等量子多体物理成为可能 [35–37]. 在相空间晶体

中, 粒子间的相空间相互作用也会引发类似于实空间中的集体声子激发. 但与实空间晶格波受二阶时间微
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 分方程支配不同, 相空间晶体的振动由一阶正则辛动力学 (symplectic dynamics) 所描述.

维持相空间晶体这种远离平衡的有序态需要系统在外部驱动 (能量泵浦) 与环境阻尼 (能量耗散) 之间

达成动态平衡,否则一般的孤立受驱多体系统将不可避免地被加热至无穷温度态 [38–40]. 在包含耗散与热噪

声的真实开放环境中,经典动力学的线性分析与数值模拟表明,仅当系统的多体相互作用强度、耗散速率以

及环境温度均低于各自的物理临界值时, 相空间晶体才能克服边缘熔化与方差色散稳定存在 [41]. 此外, 作

为高激发系统中的非平衡有序范例, 相空间晶体与近年来备受瞩目的“时间晶体”(time crystals) [27,42–44]

形成了互补与对比研究. 时间晶体的研究主要集中于系统离散时间平移对称性的自发破缺机制; 而相空间

晶体的构建并不必然要求打破该对称性, 其更侧重于相空间内由多体相互作用维持的类固体晶态 [1,41,45],

二者的研究正共同推动着时间晶体中的凝聚态物理学等新兴前沿领域的深入探索 [27,34,44,46].

本文的结构安排如下. 在第一节 (本节) 引言之后, 第二节聚焦单粒子相空间晶格, 探讨一维与二维晶

格的构建方法、准数能带理论以及非对易几何效应等单粒子物理内容. 第三节将深入介绍相空间多体动力

学, 阐明实空间短程相互作用向相空间长程相互作用的映射机制, 以及如何在相空间模拟各类强关联多体

模型. 第四节围绕冷原子相空间晶体, 分析其集体振动的拓扑能带与手性边缘态, 并结合耗散与热噪声等开

放环境条件, 给出了系统稳定存在的相图与具体实验参数. 第五节阐明时间晶体与相空间晶体之间的区别

和联系. 最后第六节对全文进行总结, 并对相空间晶体领域的未来发展与应用前景作出展望.

2 相空间晶格

2.1 相空间中的晶格对称性

2.1.1 一维 Zn 相空间晶格

首先, 考虑一个描述经典的一维系统运动的不含时哈密顿量 H0(x, p), 由于能量守恒, 系统在相空间中

的轨道就是 H0(x, p) 的等能线. 通过沿等能线定义“作用量”(action) 变量：I ≡ (2π)−1
∮
p dx. 哈密顿量

可被重写为作用量的函数 H0(I), 其中作用量 I 的共轭变量 (角变量 θ) 不显式出现. 根据正则运动方程,

角变量的变化满足 θ(t) = Ωt + θ(0), 其中 Ω(I) = dH0(I)/dI 表示规则运动轨道的频率. 然后, 加入微扰

时域周期性外驱动场 V (x, t) = V (x, t+ 2π/ωd), 当驱动频率 ωd 与某个作用量 I0 的有理轨道共振时, 把哈

密顿量正则变换到旋转频率为 ωd/n 的旋转坐标系, 采用旋转波近似 (rotating wave approximation, RWA)
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图 1: 相空间晶格结构. (a) 哈密顿量 (2) 在作用量-角变量 (I-Θ) 相空间的密度图及稳定点附近的周期性

轨道 (白色实线) 形成的 Zn 晶格结构; (b) 当 n = 8 且驱动强度 µ = 0.2µc, 哈密顿量 (2) 在坐标-动量

(X-P ) 相空间中的密度图; (c) 哈密顿量 (3) 在坐标-动量 (X-P ) 相空间的密度图. 该图由被零线分隔的多

个 Zn 晶格环路 (白色虚线圆圈) 构成. (基于文献 [10,22,47] 的方法重新生成).

Fig. 1: Lattice structures in phase space. (a) Periodic orbits of the Zn lattice model in the action-angle

(I-Θ) plane shown in Eq. (2); (b) 2D density plot of Eq. (2) in (X-P ) phase space when n = 8 and the

driving strength is µ = 0.2µc; (c) 2D distribution plot of Hamiltonian Eq. (3). This plot is composed

of loops (white circles) formed by multiple Zn lattices separated by zero lines. (Reproduced following

references [10,22,47]).

舍去快振荡项后, 即可得到与时间无关的有效哈密顿量:

HRWA(I,Θ) = H0(I)−
ωd

n
I + ϵVeff(I,Θ). (1)

其中, Θ = θ− ωdt/n 为旋转系中的新角变量, 有效势能 Veff(I,Θ) 是关于 Θ 的周期函数, ϵ 为扰动参数. 根

据庞加莱-伯克霍夫定理 [2], 驱动与频率为 ωd/n 的经典轨道共振, 将在 Θ 环上均匀地产生 n 个相同的局

域势阱 [3–6]. 这种一维 n 重对称的相空间晶格即被称为 Zn 晶格. 下面我们介绍关于该晶格的两个例子.

2.1.1.1 幂律驱动非线性振子 考虑一个非线性振子 H0(x, p) = p2/2m+mω2
0x

2/2 + νx4/2, 受外部场幂

律形式的驱动 V (x, t) = 2f cos(ωdt)x
n, n ∈ N. 当驱动频率 ωd 接近 nω0 亚共振区域 (|ωd/n − ω0| ≪ ω0),

用作用量和角变量表示的时间无关旋转波近似哈密顿量为 [9]:

HRWA(I,Θ) =

(
I − 1

2

)2

+ µ(
√
2I)n cos(nΘ), (2)

4



 其中 µ 为标度化的无量纲驱动强度. 图 1(a) 展示了在 I-Θ 相空间上绘制的哈密顿量 (2) 的 Zn 晶格结构,

被分隔线 (白色虚线) 分隔的 n 个稳定点被闭合周期轨道 (白色实线) 包围. 通过定义新的一对共轭变量

X ≡
√
2I cosΘ 与 P ≡

√
2I sinΘ, 图 1(b) 绘制了在 X-P 相空间中的哈密顿量 (2), 其中 n 个均匀分布在

半径为
√
2I0 圆上局域势阱显示了 n 重旋转对称性 [9].

2.1.1.2 余弦驱动简谐振子 考虑一个简谐振子, 受余弦型晶格势驱动 V (x, t) = 2A cos(kx + ωdt), 在多

光子共振条件下 (ωd/n = ω0, n ∈ N), 经典极限下用作用量和角变量表示的旋转波近似哈密顿量为 [10]:

HRWA(I,Θ) = 2µJn(
√
2I) cos

(
nΘ− nπ

2

)
, (3)

其中 Jn(•)是 n阶贝塞尔函数, µ是标度后的无量纲驱动强度. 图 1(c)展示了旋转波近似哈密顿量在 X-P

相空间中的图像. 零线 (HRWA = 0) 将整个相空间晶格分割成许多小的“晶胞”, 每个晶胞的中心是一个

稳定点, 对应于存在耗散时的吸引子, 整个晶格展示出 n 重旋转对称性 Zn 晶格结构.

2.1.2 二维相空间晶格

相空间晶格也可以具有完整的二维结构, 以周期受击简谐振子模型 (KHO) 为例 [20,48–50], 其含时驱动

势为 V (x, t) = Kτ cosx
∑

m δ(t/τ−m),其中 K 为受击强度、τ 为周期性脉冲周期. 在共振条件 τ = 2π/q0

(q0 ∈ Z) 及弱受击极限 |K| ≪ 1 下, 描述正交分量 (X,P ) 的旋转波近似哈密顿量为 [1]：

HRWA(X,P ) =
K

q0

q0∑
j=1

cos
[
X cos

(
2πj

q0

)
− P sin

(
2πj

q0

)]
. (4)

图 2(a) 展示了 q0 = 4 时的正方晶格结构. 为了在相空间中合成更加复杂的晶格结构, 还可引入广义的

KHO 模型 [41], 通过多个频闪晶格的组合, 原则上能够在相空间中合成任意的二维晶格结构. 在第4.1.1节,

我们将给出蜂窝状相空间晶格的例子.

2.2 相空间能带理论

可以把实空间布洛赫定理扩展到相空间, 为相空间晶格建立一套完整的准数能带理论, 并讨论紧束缚

模型、安德森局域化和布洛赫振荡等典型固体晶体现象.

2.2.1 布洛赫定理

从图 1 上观察到, 2.1小节中多种相空间晶格模型的有效哈密顿量 ĤRWA 均具有离散对称性 [9,10]. 为

了刻画这种离散对称性, 引入幺正的离散相位平移算符 T̂τ = e−iτâ†â, 其中 â 为相空间谐振子的湮灭算符.
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 Zn 晶格的有效哈密顿量在此离散变换 T̂ †
τ ĤRWAT̂τ = ĤRWA 下保持不变 (τ = 2π/n). 根据布洛赫定理, 满

足本征方程 ĤRWAψm(Θ) = g(m)ψm(Θ) 的准能量 g(m) 和本征态 ψm(Θ) 具有如下形式:

ψm(Θ) = e−imΘϕm(Θ), ϕm(Θ + τ) = ϕm(Θ). (5)

类似于实空间晶体中与坐标共轭的“准动量”(quasi-momentum), 整数 m 是相位变量 Θ 的共轭量子化变

量, 我们将其称为“准数”(quasi-number) [9].

2.2.2 紧束缚模型

对于 Zn 晶格, 如果晶格格点处的势阱足够深, 就可以通过紧束缚模型进行近似分析:

HTB ≈ El

∑
i

â†i,lâi,l +
1

2

Jl∑
⟨i,j⟩

â†i,lâj,l + h.c.

 . (6)

这里, âi,l 是第 i 个格点上第 l 个瓦尼尔 (Wannier) 态的湮灭算符, El 是该 Wannier 态的能级, Jl 是由

⟨i, j⟩ 标记的最近邻格点之间的隧穿率. 通过紧束缚布洛赫本征态与局域瓦尼尔态的关系, 可推导出第 l 条

能带的谱结构表达式:

gl(m) =

∫ 2π

0

ψ∗
lm(Θ)ĤRWAψlm(Θ)dΘ ≈ El − dl cos(mτ + δlτ). (7)

上式包含三个未知的核心参数: 紧束缚能带中心能量 El; 带宽参数 dl = 2|Jl|; 能带的不对称因子的 δl. 这

三个参数可通过 WKB 近似方法进行解析计算 [22]. 能级 El 由相空间经典闭合轨道的玻尔-索末菲量子化

条件决定; 带宽参数 dl 及隧穿率幅值 |Jl| 可通过沿主导隧穿路径对虚作用量进行积分求得; 不对称因子 δl

可在 Θ 表象下利用作用量-角变量的非对易关系 [Θ, I] = iλ (λ 为约化普朗克常数) 求解得出 [10,21,22].

2.2.3 安德森局域化

进一步地, 通过在驱动场中引入周期性随机时间微扰 [23–27], 可以在紧束缚模型中产生随机格点势, 从

而得到如下有效哈密顿量:

Heff ≈ −1

2

n∑
j=1

(Jj â
†
j+1âj + c. c.) +

n∑
j=1

ϵj â
†
j âj . (8)

上式中, ϵj 表示随机格点能量, 可通过合理设计微扰函数来调控. 对于 Zn 晶格, 式 (8) 等效于圆环上的一

维安德森模型, 无论无序多弱均会发生局域化. 在相空间中, 局域态表现为概率随相空间距离增加呈指数衰

减的波包叠加; 而在实验室参考系中, 这表现为位形空间固定位置的概率密度在特定时刻附近呈指数级局

域化, 即所谓的“时域安德森局域化” [26].
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 2.2.4 布洛赫振荡

布洛赫振荡指被束缚在周期性晶格势中的粒子在受到微弱恒力作用时所产生的振荡行为. 这一现象最

初由 Felix Bloch 在研究固体晶体中电子的运动时预言 [28]. 实空间中, 可以在被时变磁通穿过的一维环状

晶格中实现这种效应. 观察 (2) 式描述的相空间晶格哈密顿量, 其等效于一个带有效磁通量的实空间环状

晶格, 驱动强度 µ 对应一个有效磁场强度 [41]. 由于作用量变量与光子数算符满足 ââ† = Î/λ, 体系的光子

数期望值可以由准能量色散关系：⟨â†â⟩(t) = 1
2λ

+ 1
2λ2

∂El(m)
∂m

∣∣∣∣
m=m(t)

确定, 将紧束缚能带 (7) 式带入, 采用

半经典近似 λ≪ 1 以及弱驱动条件 µ≪ 1. 通过调节驱动强度 µ, 可以得到光子数随时间演化的关系式:

⟨â†â⟩(t) = 1

2λ
+

|JI |τ
λ2

sin
(
mτ + δIτ

)∣∣∣∣
m=m(t)

. (9)

其中 m(t) 跟随驱动强度 µ 单调增加, 但根据该演化公式, 光子数并不会一直增加, 而是呈周期振荡, 最大

变化量为 ∆⟨â†â⟩max = 2|JI |τ/λ2. 同时, 体系的能带带宽随着驱动强度的增加呈指数衰减. 因此, 作为驱动

强度函数的光子数布洛赫振荡, 在相空间中最终表现为一个具有指数衰减包络的正弦曲线，详细推导参见

文献 [41] 的第 3.2.5 节.

2.3 相空间非对易几何效应

如图 2(b) 所示, 由于相空间的两个自由度是不对易的 ([X,P ] = iλ), 当相干态 |α⟩ 沿着闭合路径移

动一周时, 会获得一个几何相位因子 eiS/λ, 其中 S 为闭合路径所包围的面积 [51]. 在一维 Zn 晶格模型中,

这种几何相位类似于外加磁场诱导的 Peierls 相位 [52], 是导致复数隧穿效应以及准能量能带结构不对称的

原因, 预期二维相空间晶格中也会出现相应的拓扑现象. 以正方晶格 Ĥsq(X,P ) = 1
2
K(cosX + cosP ) 为

例, 给定无量纲参数 λ/2π = p/q (p 和 q 为互素整数), 整个能带结构分裂为 q 个子带, 每个子带具有 p 重

简并度, 并在准能量谱中展现出与量子霍尔系统相同的 Hofstadter 蝴蝶结构 [53,54], 见图 2(c). 特别地, 当

λ/2π = 1 且 K < 0 时, 可以定义如下正交的等间距位置本征态相干叠加的态:

|0̄⟩ =
∑
l∈Z

|X = 2πl⟩, |1̄⟩ =
∑
l∈Z

|X = π + 2πl⟩. (10)

这种梳状态最早由 Gottesman、Kitaev 和 Preskill 引入, 可以作为逻辑量子比特态用于容错量子计算中的

玻色码量子纠错, 现在被称为 GKP 态 [31].
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图 2: 二维相空间晶格及非对易几何效应. (a) q0 = 4 时, KHO 模型的二维正方晶格构型; (b) 非对易几何

相位. 相干态 |α⟩ 沿着闭合三角形移动, 并获得由 eiS/λ 给出的几何相位因子, S 代表闭合路径的面积 (紫

色区域); (c) 霍夫施塔特蝴蝶: λ/2π ∈ [0, 1] 时的准能量谱与能隙陈数. (基于文献 [1,44,45] 方法重新生成)

Fig. 2: 2D phase space lattice and the non-commutative geometry effects. (a) 2D square lattice of the

KHO model for q0 = 4; (b) Noncommutative geometric phase. A coherent state |α⟩ is moved along a

closed triangle and acquires a geometric phase factor given by eiS/λ, where S represents the area of the

closed path (purple region); (c) Hofstadter’s butterfly: quasienergy spectrum and gap Chern numbers for

λ/2π ∈ [0, 1]. (Reproduced following references [1,44,45]).

3 相空间晶体

在上一节中, 我们讨论了相空间晶格中的单粒子动力学. 本节将考虑受周期外场驱动的多个相互作用

的粒子体系, 讨论其经典多体动力学和量子多体效应. 将建立相空间中有效相互作用与实空间中原始相互

作用之间的关系, 并揭示实空间中的短程相互作用在相空间中会演变为长程相互作用. 借助相空间相互作

用的特性, 许多强关联模型都可以在相空间中进行模拟, 为在动力学系统中探索凝聚态现象提供新视角.

3.1 相空间多体动力学

3.1.1 经典相空间相互作用

考虑被束缚在一维势阱中并受外场周期驱动的多个全同粒子, 假设单粒子哈密顿量记为 Hs(x, p, t), 粒

子间的相互作用势 V (xi − xj) 是两个粒子间距 |xi − xj | 的函数, 其多体哈密顿量可描述为:

H =
∑
i

Hs(xi, pi, t) +
∑
i<j

V (xi − xj). (11)
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 变换到与驱动频率相应的旋转参考系中, 该多体系统在旋转波近似下的有效哈密顿量为

HRWA =
∑
i

Hs
RWA(Xi, Pi) +

∑
i<j

U(Xi, Pi;Xj , Pj). (12)

其中, Hs
RWA(Xi, Pi) 是单粒子旋波近似哈密顿量, U 是实空间相互作用势 V (xi − xj) 在旋转参考系下时间

平均的结果. 若无微扰运动接近简谐振荡, 其有效相互作用势仅依赖于相空间相对距离 Rij :

U(Rij) =
1

2π

∫ 2π

0

V (Rij sin τ)dτ. (13)

由于 U(Rij) 定义在旋转参考系的相空间中, 并且由相空间距离 Rij 决定, 故将其称为相空间相互作用势.

通过该积分关系, 可以显式计算出几种典型实空间相互作用在相空间中的等效形式 [33]. 对于描述超冷原子

s 波散射的点状接触相互作用 V (xi − xj) = ϵδ(xi − xj)
[55], 其等效产生的相空间相互作用为长程类库仑势

U(Rij) = π−1ϵ/Rij . 对于排斥幂律相互作用 V (xi − xj) = ϵ2n/|xi − xj |2n, 重整化积分结果表明, 库仑势

(n = 1/2) 会获得对数修正, 硬球势 (n → ∞) 则演变为随相空间距离线性增加的势能, 类似于量子色动力

学中夸克之间的禁闭相互作用 [33]. 最后, 对于分子间的兰纳-琼斯 (Lennard-Jones) 势, 由于近距离碰撞排

斥项占主导, 其相空间碰撞因子可直接通过选取对应的反幂律指数进行近似计算 [41].

3.1.2 相空间中的“牛顿”方程

对于一维实空间中包含多个相互作用粒子的系统, 可在二维相空间中利用位置矢量 Zi ≡ (Xi, Pi)
T 标

记粒子坐标. 类比实空间, 可通过相空间能量梯度定义第 i 个粒子所受的“相空间力”(phase space force)

Fi ≡ −∇iH, 并且给出紧凑形式的正则运动方程:

d
dtZi = n̂× Fi, (14)

其中 n̂为垂直于相空间平面的单位法向量. 对于两体相空间相互作用势 U(Rij), 第 j 个粒子对第 i个粒子

的相空间力为 Fij ≡ −∇iU(Rij), 且满足 Fij = −Fji. 由此可以总结二维相平面上的“牛顿”运动定律 [41]:

(1) 除非受到相空间力作用, 粒子在相空间中保持静止; (2) 粒子受到的总相空间力与其相空间速度成正比

且方向垂直, 即 Fi = Vi × n̂; (3) 两个粒子间的相空间相互作用力大小相等、方向相反.

注意到在均匀磁场中运动的带电粒子所受洛伦兹力 FL = qv ×B 与上述相空间力具有相同的叉乘形

式, 在荷质比趋于无穷大 (q/m → ∞) 的极限下, 带电粒子的回旋运动 (cyclotron motion) 半径趋于零, 描

述粒子回旋运动中心漂移的磁控运动 (magnetron motion) 的洛伦兹运动方程变为 vi = (qB)−1Fi × n̂, 与

运动方程 (14) 式一致 [41]. 上述类牛顿动力学方程能够描述不同多体系统在相空间中的演化轨迹. 例如, 对
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 于相空间中的两体问题, 相互作用会导致两个粒子保持固定的相空间距离 R12, 并以依赖于相互作用势的

特定角速度 ωR 绕中心旋转. 而在三体或多体动力学中, 粒子会根据相空间相互作用类型 (如库仑势、硬球

势或 Lennard-Jones 势) 的不同, 展现出如层级旋转、不规则扰动或周期性位置交换等丰富的复杂轨迹演

化 [13].

3.1.3 相空间晶体的形成

进一步, 通过在相空间中引入背景晶格势, 结合相空间相互作用, 可在驱动场中研究多体动力学. 对于

包含多个相互作用的受击谐振子模型, 选取特定的受击共振周期 (2π/τ = 4) 并应用正则变换, 可以在相空

间中构建处于正方晶格内的多个相互作用粒子 (参见 2.2.1 节), 其多体相空间哈密顿量为:

HRWA =
∑
i

1

2
K(cosXi + cosPi) +

∑
i<j

U(Rij). (15)

在合适的相互作用强度下, 相互约束的粒子将稳定在相空间格点附近进行微小振荡, 从而形成规则排列的

多体结晶态 [1]. 前文探讨的相空间晶格仅指不考虑粒子间相互作用时, 单粒子有效哈密顿量在相空间中呈

现的静态周期性势场结构; 而相空间晶体则是指由相互作用的原子在相空间势场中自发组织、并依靠相空

间长程相互作用维持稳定的多体结晶态 [10]. 后者的存在性与结晶态特征, 本质上受到原子总数与有效耦合

强度的严格制约. 相空间晶体在开放环境下的稳定性机制与物理相图将在 4.3 节中进行探讨.

3.2 量子多体效应

3.2.1 量子相空间相互作用

在非对易相空间的框架下, 实空间中“点”的概念失去物理意义, 取而代之的是由相干态表征的最小量

子波包. 相应地, 将相空间“距离”严格应被定义为算符: R̂2
ij ≡ (X̂i − X̂j)

2 + (P̂i − P̂j)
2 [1]. 由于受到非对

易关系 [X̂i, P̂j ] = iλδij 的约束, 相空间距离变为了一个存在物理下限 (
√
2λ) 的量子化变量. 在多体相互作

用系统中, 将系统变换至旋转框架并在旋转波近似下, 可得到有效哈密顿量算符:

ĤRWA =
∑
i

ĤRWA(X̂i, P̂i) +
∑
i<j

Û(X̂i, P̂i; X̂j , P̂j), (16)

对于给定的实空间相互作用势, 根据玻色 (费米) 子的交换对称性, 全同带自旋粒子平均相空间相互作用可

以分解为直接相互作用和交换相互作用之和或差 [1,10,56], 即 ⟨U⟩± = U ± J . 在 R̂ 表象下, 它们的形式为:

U =
∑
N

U(RN )IN , J =
∑
N

(−1)NU(RN )IN , (17)
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 其中 IN 为构成两体波函数两个组份的交叠积分. 如果无微扰运动无法采用简谐运动近似, 亦可将相空

间相互作用定义为实空间势两体量子态的时间平均值 Uij = ω
2π

∫ 2π
ω

0
⟨Φ(t)|V (xi − xj)|Φ(t)⟩dt. 这是经

典相空间时间平均相互作用的量子对应版本, 也是 Sacha 等人在研究振荡镜面上反弹粒子时采用的方

法 [26,32,34,35,57–60].

3.2.2 碰撞诱导的自旋-自旋相互作用

两个自旋-1/2 全同粒子不考虑相互作用时, 其自旋三重态 |+⟩ 和单重态 |−⟩ 是简并的. 当两个粒子

在势阱中发生碰撞时, 相空间相互作用会诱导一个共同的能级频移 U , 并在三重态和单重态之间产生一个

大小为 2J 的能级劈裂. 这种量子的交换相互作用 J 可以看成是由碰撞诱导的等效自旋-自旋相互作用.

依靠这种相空间碰撞动力学, 通过控制演化时间 tg, 可以构建出双量子比特门 U(tg) =
√
SWAP(R(θ) ⊗

R(θ)) [61,62]. 由于
√
SWAP 门已被证明是通用量子门 [61,62], 这种基于相空间碰撞的幺正演化机制为实现

通用量子算法提供了一条可行的物理途径. 近期, Immanuel Bloch 团队成功在实空间的光学超晶格双孔势

阱中实现了这种碰撞诱导的相互作用, 并完成高保真度双量子比特纠缠门的实验制备 [63].

3.2.3 相空间中的强关联模型

借助相空间晶格结构与诱导的长程相互作用, 可以在相空间中模拟强关联凝聚态模型. 例如, 在单体紧

束缚模型中引入包含直接与交换相互作用的多体项后, 系统可被推广为 Bose-Hubbard 或 Fermi-Hubbard

模型, 从而为观测 Mott 绝缘体相变等强关联现象提供理论支持 [26,57,60]. 若在周期性驱动场中引入随机的

时间无序微扰, 系统将形成等效的随机格点势, 从而复现多体安德森模型, 为探索时域多体局域化现象提供

新视角 [34,35]. 此外, 当粒子被相空间深势阱束缚于平衡点时, 其动力学将由长程交换相互作用主导, 系统

对应于相空间海森堡模型 [36,37]. 该模型的类库仑长程行为, 为检验 Mermin-Wagner 定理 [64] 及探索长程

相互作用下的其他现象 (如因果性与量子临界性 [65–71]、非定域序 [72–74] 等) 提供了一个可能的平台.

4 冷原子相空间晶体

本节将探讨二维相空间晶体的线性化动力学及其在含耗散与热噪声的开放环境中的物理行为. 研究表

明, 原子间的相空间相互作用能够诱导出具有非平庸陈数和手性边缘态的集体振动能带结构 [45]. 进一步,

通过对动力学系统进行线性分析并定义晶体序参量, 可以确定维持相空间晶体稳定的临界耗散速率、临界

相互作用强度与临界温度及物理相图, 这为在冷原子实验体系中实现相空间晶体奠定了理论基础.
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 4.1 相空间晶格动力学

4.1.1 蜂窝状相空间晶格

如图 3(a) 所示, 为了在冷原子光晶格中制备相空间晶体, 实验上可从磁阱中产生的玻色-爱因斯坦凝

聚体 (BEC) 出发 [75], 通过叠加正交的驻波将 BEC 囚禁在准一维细长谐振势中. 进一步叠加多束以特定

角度相交的激光束, 即可产生空间周期受控且以时间间隔为 τ 周期性开启和关闭的可调频闪晶格势 [76].

此时, 单原子动力学可以由 2.1.2 节中介绍的受击谐振子 (KHO) 的广义模型来描述 [20,48,77–80], 在弱近

共振驱动与旋转波近似下, 可以用有效哈密顿量描述. 例如, 通过选取由九个频闪晶格组成的特定受击序

列, 能够在相空间中精准构建出蜂窝状晶格 [41]. 定义相空间位置矢量 Z ≡ (X,P )T 以及三个辅助矢量：

v1 = (1, 1/
√
3), v2 = (1,−1/

√
3) 和 v3 = (0,−2/

√
3), 蜂窝状晶格单粒子有效哈密顿量由下式给出 [41]:

Hs(Z) = −1

2
δω|Z|2 − 16

9
ω0

3∏
n=1

sin2

(
1

2
vn ·Z

)
+

2∆√
3

3∑
n=1

sin(vn ·Z). (18)

上式中的第一项对应相空间中的有效抛物势, δω = 1− 2π/τ 为失谐量; 第二项描述由周期驱动产生的蜂窝

状相空间晶格结构; 第三项为格点失谐项, 用于调节两个子晶格之间的局域振动频率差. 蜂窝状晶格两个子

晶格的“在位频率”(on-site frequency) 分别为 ω0 ±∆. 在量子情况下, 单粒子最近邻隧穿率可通过 WKB

近似沿主导路径进行估算 [41].

在超冷原子实验中, 低温下的碰撞主要由 s 波散射过程主导. 三维超冷气体的两体相互作用可以用接

触函数形式的赝势 V3D(ri − rj) =
4πh̄2a
2m

δ(ri − rj) 描述 [55], 其中 a 是三维 s 波散射长度. 在准一维势阱中,

接触相互作用的强度受横向模式修正,其有效赝势可近似为 V1D(xi−xj) ≈ γδ(xi−xj) [55],其中 γ = 2h̄ωtra.

这种一维接触相互作用会导致粒子在正交相空间产生有效的类库仑相互作用 U(Rij) = π−1γ/Rij , 适用于

彼此分离较远 (即晶格常数远大于波包宽度) 的原子. 最终, 推导出总的多体哈密顿量如下 [45]:

H =
∑
L

Hs(XL, PL) +
1

2

∑
L ̸=L′

U(RLL′) ≡ T +Φ. (19)

下标 L = (l, s) 代表 s ∈ {A,B} 子晶格的第 l 个原子, 如图3(c) 所示. 该多体哈密顿量分解为总单粒子部

分 T 和总相互作用部分 Φ, 分别描述原子在相空间晶格中的独立运动和由类库仑长程相互作用耦合的复

杂多体关联效应.

4.1.1.1 平衡构型 在晶格势和有效相互作用的共同作用下, 原子在相空间中可形成平衡构型. 平衡点由

极值条件 ∂H/∂uαL = 0 (α ∈ {X,P}) 确定 [41], 其中 uαL 为粒子在相空间偏离平衡点的位移. 对于周期性边
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图 3: 冷原子相空间晶体. (a) 上图展示冷原子云被多个激光束囚禁在准一维管状光势阱中并受频闪晶格

势驱动的实验示意图, 下图展示原子所受的势场可分为静态谐振势 (绿实线) 加上频闪晶格势 (红色虚线);

(b) 相空间晶体振动格波, 原子 (蓝点) 被局域在各自平衡点附近做微小振荡 (黑圈); (c) 单个原胞放大示

意, 相空间晶体的格波振动在相邻格点间的跳跃 (蓝色箭头) 和配对 (粉色箭头与红色哑铃图形). 黑色虚线

代表由最近邻配对诱导的次近邻跳跃. (基于文献 [45] 重新生成)

Fig. 3: Cold atom phase space crystals. (a) Atomic cloud confined in a quasi-1D tube potential and tunable

stroboscopic lattices, and particles in a static harmonic trap (green solid curve) driven by stroboscopic

lattices; (b) Phase space crystal vibrations, where atoms (blue dots) perform small oscillations on closed

equilibrium orbits (black circles) at their respective sites; (c) Magnified unit cell, showing the hopping

(blue arrow) and pairing (pink arrows and red dumbbell shapes) processes of lattice modes. Black dashed

lines denote next-nearest-neighbor hopping induced by nearest-neighbor pairing. (Reproduced following

reference [45]).

界的情况, 对称方向的相互作用会相互抵消, 平衡点即为蜂窝状晶格的格点. 在实际实验中, 通过引入较强

的排斥相互作用, 原子将散布在相空间中并形成圆盘状的晶体态, 如图 3(b). 但是, 原子间的相互作用会使

蜂窝状平衡构型产生形变并引起一种平均场势, 从而破坏平衡构型. 由这种圆盘晶体产生的有效势可以近

似为均匀带电圆盘平面的库仑势. 考虑高阶项的贡献, 将该有效势拟合为 Ũ(Zi) ∼ −1.35πσR−1|Zi|2/2. 因

此, 通过在单粒子哈密顿量 (18) 式中设定全局失谐量 δω ∼ 1.35πσR−1, 以抵消由相互作用引起的平均场

势 [41].

4.1.1.2 线性模式 如图 3(b) 所示, 假设每个原子在其平衡位置 Z0
L 进行微小振荡, 将多体哈密顿量 (19)

沿平衡位置展开至二阶, 略去常数项后, 在每个格点处引入复数场 aL ≡ (uXL + iuPL)/
√
2λ. 注意在此物理过
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 程中, 原子本身被束缚在平衡位置并不发生实际跳跃, 真正在相空间晶格中发生跳跃的是晶格激发, 原子仅

在其所属格点的相空间闭合轨道上做局域振荡. 由此可得到如下线性化哈密顿量 [45]:

H/λ =
∑
L,L′

hLL′a†LaL′ +
1

2
(gLL′a†La

†
L′ + g∗LL′aLaL′). (20)

其中, 对角项参数 hLL ≡ ωL 与 gLL ≡ gL 分别代表格点激发能量与局域压缩率. 如图 3(c) 所示, 原胞内非

对角格点间的耦合机制由两种物理过程主导: 由实数跳跃系数 hLL′ 描述的声子跳跃过程 (蓝色箭头) 和由

复数配对系数 (pairing coefficient) gLL′ 描述的相空间声子配对过程 (粉色箭头与红色哑铃). 两个连续的

最近邻配对过程能够有效诱导出具有非平庸相位的次近邻跳跃 (黑色虚线所示). 对于具有周期性边界条件

的蜂窝状晶格, 通过求解相应的系数, 可以得到描述相空间晶体振动的多体哈密顿量 [41,45]:

H/λ =
∑
L

ωLa
†
LaL +

1

2
gLa

†2
L +

1

2
g∗La

2
L − γ

4π

(∑
L ̸=L′

a†LaL′ + 3ei2φLL′a†LaL′

|Z0
L − Z0

L′ |3
+ h.c.

)
. (21)

上式描述了在蜂窝状相空间晶体中传播的声子, 参数 ϕLL′ 为相位参数, 即连接两个格点矢量的角度. 该物

理模型类似石墨烯中电子的紧束缚模型, 但相空间声子可以在任意距离的两个格点间跳跃, 这反映了原子

间相空间相互作用的长程本质.

4.1.2 量子反常霍尔效应

为区分长程跳跃与配对效应, 考察配对产生过程处于远失谐区域 (γ ≪ ω0) 的情形. 在此情形下, 可通

过幺正变换有效消除哈密顿量 (20) 中的配对相互作用项, 剩下的是由配对诱导的额外有效跳跃项:

h̃LL′ ≈ −
∑
L̄

2

ωL̄

gLL̄g
∗
L̄L′ . (22)

配对可以诱导出具有非互易相位的有效跳跃跃迁. 如图 3(c), 在闭合环路 L(·) 上传播的声子 (虚线所包围

的三角形环路) 将会获得一个几何相位 Φ(L(·)). 这些几何相位类似于带电粒子在磁场中获得的 Aharonov-

Bohm 相位, 常被称为合成磁通量. 事实上, 这种从 γ/ω0 微扰理论导出的有效粒子数守恒描述, 与量子反

常霍尔效应 Haldane 模型 [81] 的区别, 仅在于它包含了长程跳跃跃迁. 这里描述的声子合成规范场与量子

原子在准能量表面 Hs(Z) 隧穿的合成规范场 [1,9,21] 并没有直接关联. 对于仅具有最近邻相互作用且包含

对称蜂窝状晶格的模型, 可以在弱失谐相互作用区域恢复为类似 Haldane 模型的量子反常霍尔效应 [41].

4.2 拓扑相空间晶格波

对于线性化哈密顿量 (21), 在非微扰区域中, 当玻色子配对相互作用 γ 相较于 ω0 不再是微扰时, 声子

数不再近似守恒, 进而导致单粒子描述失效. 不同于费米子系统, 玻色子占据数不受泡利不相容原理限制,
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图 4: 相空间晶体拓扑能带. (a) 弱相互作用强度 γ/ω0 = −0.2(左) 和强相互作用强度 γ/ω0 = 100
√
2(右)

的相空间晶格波的体能带结构; (b) 相空间格波拓扑相图, 展示了上下两能带陈数随相互作用强度 γ 和格

点失谐 ∆ 变化的函数关系. (基于文献 [45] 重新生成)

Fig. 4: Topological bands of phase space crystals. (a) Bulk band structures of phase space lattice waves

for weak (γ/ω0 = −0.2, left) and strong (γ/ω0 = 100
√
2, right) interaction strengths; (b) Topological

phase diagram, showing the band Chern number as a function of interaction strength γ/ω0 and on-site

detuning ∆/ω0. (Reproduced following reference [45]).

其涨落极易被放大进而引发系统动力学失稳. 为求解这一复杂的本征问题, 考虑具有周期性边界的相空间

晶体, 可将系统转化为玻色子版本的 Bogoliubov-de Gennes (BdG) 哈密顿量 [41], 并通过玻色子玻戈留波

夫 (Bogoliubov) 变换, 求得体系的本征频率 ωk,n 与简正模式 bk,n, 将原多体哈密顿量转换为对角化形式

H/λ =
∑

k,n ωk,nb
†
k,nbk,n, 其中 k = (kX , kP ) 是相空间的“倒易空间”(reciprocal space) 矢量.

4.2.1 拓扑体能带

由于跃迁系数中存在复相位 ϕLL′ , 哈密顿量 (21) 的能带在准粒子波函数 |k, n⟩ 中可能具备非平庸的

拓扑结构. 与费米子拓扑能带不同, 要计算玻色子第 n 条能带中准粒子的贝里相位 Φn 与陈数 Cn, 必须基

于更新后的正交归一化条件与贝里联络 An(k) = i⟨k, n|Σz∇k|k, n⟩ [82], 即

Φn = i
∮

BZ
⟨Sk|bk,n∇kb

†
k,n|Sk⟩ · dk ≡

∮
BZ

An(k) · dk + ϕn, Cn =
1

2π

∫
BZ

(∇k ×An(k)) · n̂ ∈ Z. (23)

上式中的物理量 Cn 也被称为“辛陈数”(symplectic Chern number). 在该模型中不存在净几何相位 (合成

磁场的总磁通量), 因此遍及所有粒子能带的陈数之和为零. 单个能带的陈数可能会在发生相变后改变, 但

它们的总和保持不变, 因此可将 C = |Cn| 定义为系统的陈数 [41].

图 4(b) 展示了相空间晶体的拓扑相图, 给出了陈数随相互作用强度 γ/ω0 和格点失谐量 ∆/ω0 变化

的函数关系. 在格点失谐 ∆ = 0 时, 广泛的吸引和排斥相互作用 (−5 ≲ γ/ω0 ≲ 115) 均使相空间晶体
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 处于 C = 1 的拓扑态; 但在中等相互作用强度区域 (−20 ≲ γ/ω0 ≲ −5), 陈数会变为 C = 2, 这在反

常量子霍尔效应的标准 Haldane 模型 [81] 中是不存在的. 在弱相互作用 γ = 0 近邻, 能带边缘呈现锥形

结构, 且能带间隙与 γ2/ω0 成正比. 然而, 拓扑相的稳定存在是有物理边界的. 对于过大的吸引相互作用

(γ < γ− ≈ −20ω0) 或排斥相互作用 (γ > γ+c ≈ 115ω0), 相空间晶体将变得不稳定, 如相图中灰色区域所示.

图 4(a) 的右图中展示了具有较强相互作用的体能带结构. 在存在玻色子配对相互作用的情况下, 准能量可

以被视为产生一对 Bogoliubov 激发的能量代价. 当 K 和 K ′ 点处的能带结构的准能量趋于零时, 相空间

晶体将失去稳定性, 从而在相空间中导致一种无序的类气体相 [41].

4.2.2 手征边缘态

这一小节将讨论条带状边界和圆盘状边界下的能带结构. 研究表明, 相空间晶体拓扑边缘态具有手征

特性, 对边界上的缺陷具有鲁棒性, 并且在非局域时间反演变换下保持不变.

4.2.2.1 条带状边界 考虑在 X 方向具有周期性边界, 但在 P 方向具有开边界的系统. 通过在 X 方向

上进行傅里叶变换, 图 5(a) 展示了所得的本征模式能带结构. 图 5(b) 展示了具有手征性拓扑边缘态和原

子在稳定点附近的运动轨道, 位于正 (负) P 边界上的边缘态向左 (右) 传播, 且原子以不同的运动相位在

椭圆轨道上运动. 单个边界上拓扑边缘态的数量由体-边对应关系决定, 即对于给定的两个带隙能量处, 其

净手征边缘态数量之差等于这两个能量之间所有能带的陈数之和. 由于对于稳定的相空间晶体, 粒子能带

无法与空穴能带接触, 零能量附近不存在拓扑边缘态, 因此能带的陈数就可以确定拓扑边缘态的数量 [83].

4.2.2.2 反常陈氏绝缘体 在实空间中, 陈氏绝缘体的“手性”(chiral) 传输态需要打破时间反演对称性,

包括量子霍尔效应和反常量子霍尔效应. 而拓扑绝缘体的“螺旋”(helical) 传输态则保持时间反演对称性,

如量子自旋霍尔效应. 相空间晶体的格波声子是无自旋的玻色子, 图 5(b) 中所展示的边缘态属于手性传输

态, 然而相空间晶体哈密顿量 (19) 在时间反演对称操作下 (Xi, Pi) → (Xi,−Pi) 却保持不变. 这表明相空

间晶体支持时间反演对称性的手性传输态存在, 可以看成是一种“反常陈氏绝缘体”. 在相空间中, 时间反

演操作是非局域的变换, 上下边缘处的两个手性传输态是分开的, 因而可以互不影响传播.

4.2.2.3 圆盘状边界与实验实现 为了证明相空间晶体手性态的鲁棒性, 考虑如图 5(c) 所示边缘上有若

干随机缺陷的圆盘状相空间晶体, 通过对角化哈密顿量 (20) 可求得能谱和本征态. 选取带隙中间的高斯波

包作为初始态进行时间演化, 结果表明波包在传播过程中对边缘缺陷具有鲁棒性. 需要注意的是, 该模型在

16



 

图 5: 相空间晶体拓扑边缘态. (a) 条形带状 (沿坐标方向周期边界, 动量方向有边界) 相空间晶体的能带结

构; (b) 在动量上下边界传播方向相反的拓扑边缘态; (c) 边缘带有随机缺陷的圆盘状相空间晶体中不同演

化时刻的两个波包; (d) 波包投影至实空间维度的时空图 (上)、单个原子的振动 (中) 以及所有原子的有限

时窗功率谱 (下). (基于文献 [45] 的方法重新生成)

Fig. 5: Topological edge states of phase space crystals. (a) Band structure of a phase space crystal

with strip-shaped boundaries; (b) Two topological edge states propagating on the P boundaries; (c) Two

topological wave packets at different times in a disk-shaped phase space crystal with random edge defects;

(d) Spacetime plot of the topological wave packet projected onto the X spatial dimension (top), vibration

of a single atom (middle), and finite-window power spectrum of all atoms (bottom). (Reproduced following

methods in reference [45]).

实空间中实际上是一个一维物理系统, 我们将传播的波包 Ψ(Xi, Pi, t) 投影到空间维度上, 并定义平滑后的

一维强度分布 ρ(X, t) =
∑

Xi∈σ |Ψ(Xi, Pi, t)|2. 图 5(d) 的上方图表展示了 ρ(X, t) 的时空图, 可以看出拓

扑波包在传播过程中对缺陷具有鲁棒性. 在 5(d) 的中间图表绘制了圆盘边缘上某个固定原子 (图 5(c) 中

的红圈) 的振动随时间的演化. 在实际实验中, 难以直接测量单个原子的振动, 可以通过附加的探测频闪晶

格来检测原子的集体运动, 并测量有限时间窗口的功率谱 S(ωc, t). 如图 5(d) 的下方图所示, 功率谱的峰值

对应于拓扑波包的手征运动. 我们将在 4.4节对超冷 87Rb 原子的具体实验参数进行了探讨.

4.3 相空间晶体的存在性

基于旋转波近似下的多体动力学方程, 可通过线性分析估计相空间晶体稳定存在的参数临界值 [84]. 考

虑零温无相互作用的纯耗散情形, 耗散会导致晶格收缩旋转与边缘原子率先逃逸. 理论估算容纳 N 个原子

的耗散速率要满足 κ < κc ≡ 4|Λ|/
√
2πN , 其中 Λ 代表无量纲驱动强度. 这表明系统原子总数越多, 对环境

耗散的容忍度越低. 对于有限温度的热噪声效应, 长时极限下的热扩散宽度必须远小于原胞特征长度, 可以
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 推导出临界温度条件为 T ≪ π2/8. 最后, 对于相互作用效应, 考虑类库仑相互作用势 U(Rij) = π−1β/Rij ,

假设原子均匀分布于密度为 ρ 的圆盘区域内, 边缘原子的受力平衡给出了相空间晶体的存在条件:

(
4βρ

π

)2

+
(κ
2

)2 [(4Λ)2Z0
i + 4(4Λ)βρ

π

(4Λ)2 +
(
κ
2

)2
]2

⩽ (2Λ)2. (24)

式中 Z0
i 为原始平衡点距原点的距离, 对于大尺寸晶格 (|Z0

i | ≫ 1). 通过适当地引入临界相互作用强度

βc ≡ π3|Λ|, 稳定性约束可简化为 (β/βc)
2 + (κ/κc)

2 ≲ 1. 此线性分析得出的条件可用于估计相变边界. 当

该条件被破坏时, 边缘原子首先逃离稳定点, 导致晶体从边缘开始熔化, 过程见图 6 所示. 为了标识相空间

晶体的存在, 定义如下晶体序参量:

C(kX , kP , t) ≡

∣∣∣∣∣ 1N ∑
j

eikXXj(t)+ikPPj(t)

∣∣∣∣∣
2

. (25)

基于该序参量, 图 6 绘制了不同参数下的相图演化. 图 6(a)-(c) 展示了无耗散 (κ = 0) 且相互作用超临界

(β = 1.5βc) 时完美晶体态的动力学演化: 初始周期的规则峰 (图 6(a)) 随时间推移因晶体从边缘熔化而显

著减弱 (图 6(b)), 最终原子完全散布为无序类气态, 导致非平凡峰彻底消失 (图 6(c)). 计入有限耗散且保

持零温时, 通过追踪特征弛豫时刻的序参量峰值, 图 6(d) 在参数空间中界定出了稳定的相空间晶体区域.

固定耗散下的序参量随相互作用强度 β 的突变则表明晶体熔化属于不连续相变 (图 6(e)), 且随原子数趋近

热力学极限, 该相变点逐渐逼近理论预测的临界值 βc. 此外, 计入热噪声影响的统计演化表明, 相空间晶体

在高温下将完全瓦解, 且序参量的统计涨落 (标准差) 仅在晶体熔化的相变温度区间内出现显著增加 [84].

4.4 冷原子相空间晶体的实验参数

我们讨论在真实冷原子实验中, 实现经典相空间晶体的条件能否得到满足. 首先考察旋波近似条件, 即

驱动强度 Λ、耗散速率 κ 以及相互作用强度 β 在所取单位下应远小于 1 [1,33]. 恢复各参数的量纲后, 旋波

近似条件为 |Λ|, β/l0 ≪ ϵ0 = mω2
0 (l0/2π)

2 且 κ ≪ ω0. 对于冷 87Rb 原子, 选择驱动晶格势的特征长度为

轴向囚禁长度 ωtr 的 50 倍时, 驱动强度的旋波近似条件为 |Λ| ≪ ϵ0. 在准一维势阱中, 有效的接触相互作

用由 V1D(x) ≈ 2h̄ωtra0δ(x) 给出 [55]( a0 为三维 s 波散射长度), 由此可得相互作用强度的旋波近似条件为

β/l0 = 2h̄ωtra0/l0 ≪ ϵ0. 通过选取三维散射长度 a0, 相互作用强度满足旋波近似条件.

接下来估计相图的临界参数. 恢复量纲后的临界相互作用强度与临界耗散速率分别为 βc

ϵ0l0
= π3|Λ|

ϵ0
和

κc =
4|Λ|√
2πN

ω0

ϵ0
. 采用驱动强度 |Λ| = 0.01ϵ0 及原子数 N = 225, 可得临界值 βc ≈ 0.31ϵ0l0 与 κc ≈ 0.0038ω0.

实验中原子的耗散 (阻尼)系数 κ/ω0 可通过激光相对于原子频率的失谐进行调节,并在共振处设 κ = 0 [85].
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图 6: 晶体序参量与相图. [(a)-(c)] 当相互作用强度 β = 1.5βc 及 κ = 0 时, 69 个冷原子在 t = 0 (a),

t = 50|Λ−1| (b) 及 t = 2000|Λ−1| (c) 的相空间构型与晶体序参量在 (kX , kP ) 空间分布 (右下); (d) 零温

相图：晶体序参量随 β/βc 和 κ/κc 的变化; (e) 不同原子数对应的晶体序参量随相互作用强度的变化关系.

(基于文献 [84] 重新生成)

Fig. 6: Crystal order parameter and phase diagram. [(a)-(c)] Atomic configurations in phase space and

crystal order parameters in (kX , kP ) space (bottom right) at time t = 0 (a), t = 50|Λ−1| (b), and t =

2000|Λ−1| (c) for interaction strength β = 1.5βc and κ = 0; (d) Phase diagram at T = 0, showing the

crystal order parameter as a function of β/βc and κ/κc; (e) Crystal order parameter as a function of

interaction strength for different atom numbers N . (Reproduced following reference [84]).
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 此外, 为获得稳定的相空间晶体, 必须满足相应的温度条件 T ≪ π2ϵ0
8kB

≈ 179nK, 该温度完全处于冷原子实

验中从纳开尔文到微开尔文的典型温区范围之内 [55].

进一步估计观测边缘态的物理限制. 假设纵向囚禁频率 ωax = 2π×50 Hz,选取 k−1 = 45µm可确保系

统工作在半经典区域 (λ = 0.04). 实验中横向囚禁频率可达 ωtr ≈ 2π × 1.0 MHz [55], 为避免在碰撞过程中

激发横向模式, 相空间晶体的半径存在物理限制 R < k
√
h̄ωtr/(mω2

ax) ≈ 9.2. 通过选取 ω0 = 0.1(以保证在

旋转参考系中的振动足够缓慢), 波包沿圆盘边缘往返一圈的传播时间大约为 100π/(ω0ωax) ≈ 20 s, 短于原

子云的典型寿命 [86–88]. 考虑散射长度 a0 = 5.3 nm, 无量纲相互作用强度为 γ = 2h̄ωtrak
3/(mω2

ax) ≈ 1.25.

该相互作用强度还可以通过 Feshbach 共振或调节晶格波矢 k 作进一步微调.

5 相空间晶体与时间晶体

2012 年, Frank Wilczek 提出了时间晶体的物理构想 [89,90], 探讨了在一个封闭且与时间无关的量子力

学系统中连续时间平移对称性发生自发破缺的可能性, 并理论构造了一个由具有接触吸引相互作用的粒子

在穿有 Aharonov-Bohm 磁通圆环上组成的多体模型. 然而, 这一平衡态时间晶体的存在性被 Bruno [91,92]

以及 Watanabe 和 Oshikawa(WO) [93] 等人提出的 No-go 定理否定, 排除了在热力学平衡态或孤立系统基

态中发生连续时间平移对称性自发破缺的可能性. 由于 No-go 定理的严格限制, 研究转向了远离平衡态的

周期性驱动 (Floquet) 系统, 在此系统中离散时间平移对称性可以发生自发破缺, 从而形成了 Floquet 时间

晶体 (或离散时间晶体) [27,42–44]. 目前, Floquet时间晶体已在囚禁离子 [94]、金刚石氮-空位 (NV)色心 [95]、

核自旋 [96–98]、超流体以及超冷原子 [99] 等多种实验平台上得以实现.

时间晶体与相空间晶体是两个密切相关却又立足点各异的物理概念. 两者均关注周期性驱动系统中的

次谐波响应模式, 但大多数关于时间晶体的研究集中于量子多体系统中离散时间平移对称性的自发破缺机

制以及次谐波模式的稳定保护机理上. 作为对比, 相空间晶体则侧重于研究周期驱动体系中基本响应模式

之间的相互作用. 根据是否考虑相互作用, 相空间晶体可分为单粒子相空间晶体与多体相空间晶体 [41,46].

相空间晶体不必要求打破离散时间平移对称性, 对于单粒子系统而言, 相空间晶体态指的是哈密顿量或刘

维尔算符在相空间中具有离散旋转或平移对称性的本征态 [9,103]; 多体相空间晶体则被定义为相空间内由

相互作用维持的类固体晶态 [1,41,45]. 相空间的非互易几何效应 (辛几何结构) 能够赋予原子相空间振动声

子模式之间具有内禀复相位, 使得相空间声子的手性输运可在不破坏物理时间反演对称性的条件下出现,

这与实空间中多数手性输运的情形截然不同 [45]. 当前, 探究两个或多个时间晶体之间相互作用的研究趋势
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 也日益凸显 [100], 并推动了“时间晶体中的凝聚态物理学”这一前沿领域的发展 [27,34,44,46].

相空间晶体与时间晶体在周期驱动体系中具有相似的晶体化机制 [27,46]，且相空间晶体的集体声子激

发理论揭示了由原子间相互作用诱导的非平庸陈数与手性边缘态等集体振动能带结构。因此，借助相空间

晶体集体声子激发理论的研究思路，将为探究时间晶体多体动力学系统中的集体相互作用提供理论思路.

6 总 结

本文系统地综述了相空间晶体这一动力学系统中的新型有序非平衡多体态 [1]. 我们从单粒子动力学出

发, 探讨了周期性驱动在相空间中产生的有效晶格势场 [3–6] 及其内禀的非对易几何效应 [29]. 在此基础上

引入多体机制, 阐明了实空间短程碰撞向相空间类库仑长程相互作用的映射 [1,26,27,32–34], 为模拟强关联凝

聚态现象提供了全新理论途径 [35–37]. 针对集体激发动力学, 研究表明相空间配对过程可使复杂晶格在不

破坏物理时间反演对称性的前提下, 展现出支持手性边缘态的反常陈氏绝缘体相 [45]. 此外, 针对实际的开

放环境, 本文通过定义晶体序参量及线性动力学分析, 明确了维持晶体稳定存在的耗散、相互作用及温度

临界条件与相图, 验证了利用当前超冷原子实验平台 [7,8] 制备相空间晶体的可行性 [41]. 最后, 本文简要回

顾与对比了时间晶体的发展脉络及二者异同.

实验上, 单粒子相空间晶体现象已经在超导电路实验上得到验证 [101,102]. 相空间晶体的概念已经被从

封闭量子系统推广至开放耗散的量子系统, 发展出了“耗散相空间晶体”的概念和研究 [103]. 展望未来, 理

论预言的相界条件为冷原子实验制备相空间晶体指明了具体方向: 实验上可将原子团初始化于驱动与相互

作用低于临界值、但温度相对较高的状态中; 此时热噪声使原子散布于相空间, 随后在有限的环境耗散作

用下, 原子将向附近的稳定吸引子弛豫, 进而自发形成相空间晶体 [1].

作为一种新颖的非平衡物态, 相空间晶体在概念上与时间晶体 [27,42–44] 形成了补充与对比, 为探索不

受时间平移对称性破缺限制的复杂动力学提供了更广阔的视角. 目前, 关于相空间晶体振动及拓扑特性的

研究多局限于经典或半经典区域. 未来, 将该多体动力学框架全面拓展至量子区域, 探究其在量子极限下衍

生的强关联拓扑物态, 将是探索远离平衡态量子多体物理的广阔且极具潜力的研究方向 [9,10].

本文讨论的任意类型的相空间晶格哈密顿量都可以通过恰当的离散形式的周期驱动场来产生，结合由

冷原子碰撞诱导的相空间相互作用，为模拟凝聚态物理模型提供了新的研究思路 [41]. 实际上, 把“非对

易傅立叶变换”(non-commutative Fourier tranformation) 数学技术引入到弗洛凯工程 (Floquet engineer-

ing)，任意形式的相空间哈密顿量都可以由特定的周期驱动场产生并由最低阶的弗洛凯-马格努斯 (Floquet-
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 Magnus) 展开项给出 [104], 更高阶的弗洛凯-马格努斯误差可以通过引入额外的驱动项来消除 [105]. 基于此

种方法,学者们已经发展出了制备玻色码态的新方法 [106,107] 以及用于玻色码容错量子计算的新型“量子格

子门”(quantum lattice gates) [108].
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Abstract
Phase-space crystals (PSCs) represent a novel class of nonequilibrium ordered many-body states in

which atoms form periodic structures in phase space under periodic driving. This review systematically

introduces the theoretical framework of PSCs, the mechanisms of many-body interactions, and the topo-

logical dynamics of PSCs, with particular emphasis on their realization in ultracold atomic systems.

Any target Hamiltonian with an arbitrary lattice structure in phase space can, in principle, be synthe-

sized by appropriately designing a time-periodic driving field. The eigenstates of the target Hamiltonian

can be bosonic code states, such as Gottesman-Kitaev-Preskill (GKP) states. Thus, PSCs realized with

cold atoms in optical lattices may provide a platform for fault-tolerant bosonic quantum computation.

From the perspective of stroboscopic dynamics, the effective interaction between two atoms can be

obtained by averaging their interaction over one driving period. This mapping shows that the short-range

contact interaction between cold atoms in real space can be transformed into a long-range, Coulomb-like

interaction in phase space. Combined with the underlying lattice structure, this long-range interac-

tion makes PSCs a promising platform for simulating strongly correlated many-body models relevant to

condensed-matter physics, including the Bose–Hubbard and Heisenberg models, as well as many-body

localization.

Unlike conventional crystals in real space, PSCs possess an intrinsically noncommutative geometry,

* Project supported by the National Natural Science Foundation of China (Grant No. 12475025).

† Corresponding author. E-mail: guolingzhen26@nudt.edu.cn (Corresponding author)
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 analogous to that experienced by the magnetron motion of charged particles in a magnetic field. Con-

sequently, the collective vibrational modes of PSCs, analogous to phonons in conventional crystals, can

exhibit novel topological transport phenomena. In particular, these modes can support chiral edge states

without explicitly breaking time-reversal symmetry, giving rise to an “anomalous Chern insulator” that

differs from both conventional Chern insulators and topological insulators.

To assess the experimental feasibility of realizing PSCs with cold atoms, we analyze their stability in

open environments subject to thermal noise. By introducing a crystal-order parameter and performing a

linear stability analysis, we estimate critical thresholds for the dissipation rate, interaction strength, and

temperature. The resulting stability conditions indicate that, although experimentally challenging, the

realization of PSCs remains feasible with state-of-the-art ultracold-atom platforms.

Time crystals (TCs) and PSCs are closely related but distinct concepts. Both concern subharmonic

modes that emerge in periodically driven systems. Unlike TCs, which require the spontaneous breaking

of discrete time-translation symmetry (DTTS), PSCs do not necessarily require such DTTS breaking; in-

stead, they focus on the many-body physics arising from interacting subharmonic modes. Extending this

many-body framework into the fully quantum regime opens promising opportunities for exploring strongly

correlated topological phases of matter. Together, TCs and PSCs provide complementary perspectives on

nonequilibrium many-body physics in periodically driven systems.

Keywords: Phase space crystals, Floquet systems, Chern insulators, Time crystals
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