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量子配对体系在参数骤变后可形成不同于热平衡态的预热动力学相。本文利用Keldysh非平

衡场论研究均匀耦合BCS系统淬火后的非平衡动力学，通过闭合路径积分和复辅助配对场构造有

效作用量，在鞍点近似下导出自洽能隙方程，并利用Dyson方程推导出在平均场下描述配对动力

学的类Bloch方程组，即动量模式占据数和配对振幅的实时演化方程。对具有双峰均匀能谱分布

的体系在淬火后的动力学过程进行数值模拟，以序参量模长在预热化时间窗内的平均值和标准差

判定动力学相。结果表明，体系可进入序参量衰减至零的动力学退相干相（相I）、趋于非零值的

非热稳态相（相II）以及保持持续振荡的动力学振荡相（相III）；振荡相还可按复序参量轨迹是否

经过原点分为两类，其中经过原点的情形伴随约为π的相位跳变。数值相边界与Lax矢量解析结果

一致。本文进一步建立了理论配对场与腔输出光场正交分量的对应关系，可由实验信号的幅度、

相位和频谱特征识别动力学相，从而形成连接费米子微观演化、宏观动力学相和实验可观测量的

统一场论描述。
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 1 引 言

巴丁—库珀—施里弗（Bardeen-Cooper-Schrieffer，BCS）配对体系的非平衡动力学是量子多体物理

中的重要问题之一 [1–3]。当对量子多体系统施加快速淬火后，体系通常不会立即达到新的热平衡态，而

是在短时瞬态消退后进入长寿命的预热化阶段。在一般非可积体系中，非弹性碰撞等过程可驱动系统在

更长时间尺度上进一步热化；而在封闭可积体系或平均场近似下，碰撞过程受到抑制，不同能量模式之间

的相位混合可使宏观可观测量长期保持非热的渐近行为。在此阶段内涌现出的不同长时行为被称为预热

动力学相 [4]。当对BCS配对体系施加快速淬火后所产生的非平衡动力学相正是预热动力学相。理论研究

表明，淬火后的序参量可表现出衰减至零、趋于非零稳定值和持续振荡的三类预热动力学相 [5–9]。需要

强调的是，本文所提到的“稳态”是指预热化时间窗口内宏观序参量的长时间渐近行为，而非由环境耗散

形成的热化稳态。

近些年来，量子模拟技术的快速发展，为研究这种配对体系淬火后的动力学行为提供了途径 [10–13]。

超冷费米气体中的BCS型超流为研究量子多体非平衡动力学提供了理想平台，其中光学微腔中的超冷原

子系统因其可精确调控和高度可控的量子态制备能力，成为研究非平衡量子相变和量子淬火动力学的重

要实验工具 [14–18]。在腔量子电动力学（cavity quantum electrodynamics，腔QED）模拟方案中，费米

子配对态可编码为原子的长寿命内态，原子通过交换虚腔光子产生等效的无限程吸引相互作用，从而实

现均匀耦合BCS模型，并利用腔输出光场实时读取集体配对序参量 [19,20]。与此同时，不同量子模拟平台

对配对动力学的探测方式并不相同。腔 QED 系统可利用与集体原子相干直接耦合的腔输出光场实现对宏

观序参量的实时读出，而超冷费米气体中常通过射频谱或动量分辨光电子谱获取配对能隙及单粒子谱函

数信息 [21,22]。国内学者近年来也围绕冷原子非平衡量子多体物理、接触相互作用费米气体的淬火动力学

及关联演化等问题开展了研究，为认识不同相互作用和维度下量子多体体系的非平衡行为提供了重要参

考 [23–27]。不同实验可观测量分别与 Keldysh场论中的辅助配对场、异常关联函数及单粒子格林函数建立

对应，这也构成采用 Keldysh 方法研究 BCS 非平衡动力学的实验动机之一。

已有理论工作常采用Anderson 赝自旋图像来描述BCS 淬火后的动力学行为，将每个动量配对模式

映射为在自洽有效场中进动的赝自旋，使BCS淬火动力学可转化为一组闭合的经典运动方程；进一步利

用Lax矢量和模型的可积结构，获得序参量的长时行为及不同动力学相之间的解析边界 [4,28–30]。这些方

法在求解封闭均匀耦合模型和判定动力学相方面具有明显优势，但其表述主要针对无碰撞平均场极限。当

进一步考虑量子涨落、碰撞自能、耗散以及与外部环境的耦合时，仅采用赝自旋语言不易形成统一的理论
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 框架。Keldysh非平衡场论作为处理非平衡多体量子系统的标准场论工具，从闭合时间路径上的生成泛函

出发，可通过格林函数和自能统一描述体系的实时演化，并能够在平均场结果的基础上自然纳入涨落和

耗散修正 [31–33]。因此，有必要从Keldysh场论出发重新建立均匀耦合BCS模型的淬火动力学，在再现已

有动力学相分类的同时，给出费米子占据、配对振幅和宏观序参量之间的直接联系。

本文采用Keldysh非平衡场论研究均匀耦合BCS模型淬火后的动力学。通过闭合时间路径积分和鞍点

近似推导自洽能隙方程及配对动力学方程，并对双峰均匀能谱体系进行数值计算；在获得动力学相图的基

础上，从运动方程分析不同动力学行为的微观来源，同时建立理论配对场与腔输出实验信号之间的对应。

本文采用的均匀耦合模型主要对应腔QED系统中的无限程配对相互作用。在仅保留零总动量配对通道并

采用鞍点平均场近似时，其自洽动力学结构也可为弱耦合、s波接触相互作用费米超流体的淬火行为提供

参考。然而，本文采用鞍点平均场近似，并忽略了配对场的空间涨落、非弹性碰撞、准粒子散射以及环境

耗散。因此，本文结果主要描述碰撞时间尺度之前的预热化动力学，不能直接定量推广到BCS-BEC渡越

区或幺正区域。在这些强耦合区域，配对涨落、有限寿命准粒子和碰撞积分会显著改变序参量的阻尼、预

热化寿命以及动力学相边界。将Keldysh有效作用量扩展到高斯涨落阶，并在Dyson方程中引入碰撞和耗

散自能，是研究上述问题的自然途径。本文的重点在于以统一的场论语言连接宏观动力学相、费米子微观

演化和实验可观测量，并为进一步研究涨落、耗散及超越平均场效应提供理论基础。

本文结构安排如下。第二节介绍模型哈密顿量，构造 Keldysh 路径积分作用量，并展示如何通过场

解耦和鞍点方程得到自洽的非平衡能隙方程。第三节利用 Dyson 方程和 Keldysh 格林函数得到非平衡动

力学的类Bloch方程组，并基于方程组进行数值模拟和三种动力学相分析，随后建立 Keldysh 经典辅助场

与腔 QED 实验可观测量之间的对应关系。第四节给出总结。

2 模型与 Keldysh 作用量构造

我们考虑传统超流体和超导体中零动量配对模的 BCS 哈密顿量 [8]

Ĥ =
∑
k,σ

εkĉ
†
k,σ ĉk,σ − ℏχ

∑
k,k′

ĉ†k↑ĉ
†
−k↓ĉ−k′↓ĉk′↑. (1)

其中，ĉ†k,σ 和 ĉk,σ 分别表示动量 k、自旋 σ =↑, ↓的费米子产生和湮灭算符；εk = k2

2m
−µ为单粒子色散关

系，其中µ是化学势，m是粒子质量；χ > 0 表示有效吸引相互作用强度。在腔QED模拟实验中，BCS吸

引相互作用可等效为由虚光子交换诱导的无限范围自旋交换相互作用 [15,34]。本文只考虑Cooper对之间相

互作用强度均匀的情形。后续计算令ℏ = 1。
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 为研究该系统淬火后的非平衡动力学演化，我们采用 Keldysh 闭合时间路径积分形式。Keldysh场论

通过在闭合时间回路（从t = −∞ 到t = +∞，然后折返）上定义路径积分，将系统的正向与反向时间演

化统一纳入生成泛函，从而精确描述非平衡量子多体系统的动力学过程。用Grassmann 变量 ψ̄和 ψ编码

对应的费米子产生、湮灭算符，系统的生成泛函为 Z = Tr
[
ρ0TC exp

(
−i

∫
C
dtĤ(t)

)]
，其中ρ0是淬火前

初态的密度矩阵，TC表示沿闭合时间路径的排序。初态信息等价地进入Keldysh格林函数的边界条件；在

后续平均场数值计算中，该信息由nk (0)和pk (0)给定。则闭合路径上的作用量 S 为：

S =

∫
C
dt

[∑
k,σ

ψ̄kσ (t) (i∂t − εk)ψkσ (t) + χ
∑
k,k′

ψ̄k↑ (t) ψ̄−k↓ (t)ψ−k′↓ (t)ψk′↑ (t)

]

=

∫
C
dt

[∑
k,σ

ψ̄kσ (t) (i∂t − εk)ψkσ (t)−
|∆(t) |2

χ

+ ∆∗ (t)
∑
k′

ψ−k′↓ (t)ψk′↑ (t) + ∆ (t)
∑
k

ψ̄k↑ (t) ψ̄−k↓ (t)

]
.

(2)

在第二行中，我们应用了Hubbard-Stratonovich变换，引入复辅助场∆(t)及其复共轭∆∗(t)去解耦四费米

子相互作用项。

将闭合时间回路上的路径积分分解为正向支路（用上标 +表示）和反向支路（用上标−表示）上，并

施行Keldysh旋转，旋转后对于费米场定义新分量ψ1
k (t)和ψ

2
k (t)及其独立共轭ψ̄

1
k (t)和ψ̄

2
k (t)，对于辅助场

定义经典分量∆cl (t)和∆q (t)

ψ
1(2)
k (t) =

1√
2

(
ψ+
k ± ψ−

k

)
t
, ψ̄

1(2)
k (t) =

1√
2

(
ψ̄+
k ∓ ψ̄−

k

)
t
; (3a)

∆cl(q) (t) =
1

2

(
∆+ ±∆−)

t
. (3b)

成对指标 1(2)和 cl(q) 分别对应式中上方（下方）的符号。Keldysh旋转变换后会额外引入一个Keldysh子

空间，因此我们定义Keldysh-Nambu 旋量

Ψk (t) =

(
ψ1
k↑ ψ̄1

−k↓ ψ2
k↑ ψ̄2

−k↓

)T

t

, Ψ̄k (t) =
(
ψ̄1
k↑, ψ

1
−k↓, ψ̄

2
k↑, ψ

2
−k↓

)
t
. (4)

为了保持形式的统一，对于配对场定义

Φ (t) =

(
∆cl (t) ∆q (t)

)T

, Φ̄ (t) =

(
∆∗

cl (t) ∆∗
q (t)

)
. (5)

则作用量可表示为

S =

∫ +∞

−∞
dtdt′

[∑
k

(
Ψ̄k (t) Ĝ

−1
k (t, t′)Ψk (t

′)
)
− Φ̄ (t) D̂−1 (t, t′) Φ (t′)

]
. (6)
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 其中Ĝ−1
k (t, t′)是在4× 4 Keldysh-Nambu空间下的逆格林函数，包含了所有系统参数和场耦合信息，具有

如下结构

Ĝ−1
k (t, t′) = δ (t, t′)



i∂t − εk ∆cl(t) 0 ∆q(t)

∆∗
cl(t) i∂t + εk ∆∗

q(t) 0

0 ∆q(t) i∂t − εk ∆cl(t)

∆∗
q(t) 0 ∆∗

cl(t) i∂t + εk


. (7)

以及D̂−1 (t, t′)具有以下结构

D̂−1 (t, t′) =
2

χ
δ (t, t′)

0 1

1 0

 . (8)

Keldysh旋转后得到的作用量对于费米子场是二次型的，对Ψ̄k (t)及Ψk (t
′)进行高斯积分，得到仅依赖于辅

助场的有效作用量Seff

Seff =

∫ +∞

−∞
dtdt′

[
−Φ̄ (t) D̂−1 (t, t′) Φ (t′)− i

∑
k

Tr ln
(
Ĝ−1

k (t, t′)
)]
. (9)

为了提取系统淬火后的动力学行为，接下来我们应用鞍点方程，在等时条件下t = t′，计算Seff对辅助场

量子分量∆∗
q (t)的泛函变分并忽略高阶量子涨落项的影响

δSeff

δ∆∗
q (t)

∣∣∣∣
∆q=0

= 0. (10)

由此可自然得到描述序参量实时演化的自洽能隙方程

∆cl (t) = −χ
∑
k

⟨ψk↑ψ−k↓⟩t. (11)

3 非平衡运动方程与动力学相

3.1 类类类 Bloch 动动动力力力学学学方方方程程程

在Keldysh场论中，系统的动力学信息隐藏在Keldysh格林函数ĜK (t, t′)中。在本节我们利用 Dyson

方程导出系统的动力学方程。

在鞍点近似下忽略量子涨落，得到

Ĝ−1
0 (t, t′) = δ(t− t′)

[GR
0 ]

−1 0

0 [GA
0 ]

−1

 , [G
R/A
0 ]−1 =

i∂t − εk 0

0 i∂t + εk

 . (12)
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 应用 Dyson 方程(Ĝ−1
0 − Σ) ◦ Ĝk = I ，将其展开为 Keldysh 分量，在平均场下忽略碰撞和涨落即令自能

项 ΣK = 0 ，则有 [GR]−1 [G−1]K

0 [GA]−1

 ◦

GR GK

0 GA

 =

δ(t− t′) 0

0 δ(t− t′)

 . (13)

其中“◦”表示时间卷积以Nambu空间中的矩阵乘法，展开上式可得到

(i∂t −HBdG(t))G
K(t, t′) = 0. (14)

等时t = t′条件下，我们得到 Keldysh 格林函数所满足的运动方程：

i∂tĜ
K (t) = [ĤBdG(t), Ĝ

K (t)]. (15)

其中ĤBdG(t)由Ĝ
−1
k (t)左上角的推迟格林函数给出，ĜK (t)由Kamenev所著书 [32]中对Keldysh格林函数的

定义可得

ĤBdG(t) =

 εk −∆cl

−∆∗
cl −εk


t

, ĜK (t) = −i

1− 2nk↑ 2pk

2p∗−k 2n−k↓ − 1


t

. (16)

上式中我们定义了动量模式占据数nk↑ (t) =
〈
ψ̄k↑ψk↑

〉
t
和配对振幅pk (t) = ⟨ψk↑ψ−k↓⟩t及其共轭。将（16）

式代入(15)式并计算对易关系后我们能得到一组类Bloch运动方程

i
∂

∂t
nk↑ (t) = ∆cl (t) p

∗
−k (t)− pk (t)∆

∗
cl (t) , (17a)

i
∂

∂t
n−k↓ (t) = −∆∗

cl (t) pk (t) + p∗−k (t)∆cl (t) , (17b)

i
∂

∂t
pk (t) = 2εkpk (t) + ∆cl (t) [1− n−k↓ (t)− nk↑ (t)] , (17c)

i
∂

∂t
p∗−k (t) = − 2εkp

∗
−k (t)−∆∗

cl (t) [1− n−k↓ (t)− nk↑ (t)] . (17d)

考虑自旋对称的情况，可令nk↑ (t) = n−k↓ (t) = nk (t)。p
∗
−k (t)是pk (t)的复共轭量，不提供新的独立动力

学信息。故（17）式四个方程可约化为两个独立方程

i
∂

∂t
nk (t) = ∆cl (t) p

∗
k (t)− pk (t)∆

∗
cl (t) , (18a)

i
∂

∂t
pk (t) = 2εkpk (t) + ∆cl (t) [1− 2nk (t)] . (18b)

这里nk (t)描述淬火后动量模式k上的非平衡占据，pk (t)描述k ↑与−k ↓两个费米子之间的配对振幅。故所

引入的辅助场∆cl (t)是所有动量模式的配对振幅pk (t)相干叠加后形成的宏观配对场。（11）式和（18）式

完整描述了封闭 BCS 系统淬火后的非平衡演化。
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 3.2 动动动力力力学学学相相相

图 1 均匀耦合BCS模型的动力学相图。横、纵坐标分别为无量纲集体相互作用强度χN/EW和双峰能谱

中心分裂δs/EW。(a) 归一化序参量模长在预热化时间窗内的长时间平均值|∆cl|/∆init；(b) 同一时间窗内

的归一化序参量模长的长时间标准差δ |∆cl| /∆init。白色实线为Anderson赝自旋表示下由Lax矢量方法得

到的解析相边界。

Fig. 1. Dynamical phase diagram of the homogeneously coupled BCS model. The horizontal and vertical

axes denote the dimensionless collective interaction χN/EWand the normalized separation δs/EW

between the centers of the two spectral subbands, respectively. (a) Long-time average of the normalized

order-parameter magnitude over the prethermal window, |∆cl|/∆init; (b) Long-time standard deviation

of the normalized order-parameter magnitude over the prethermal window, δ |∆cl| /∆init. The white

solid lines are the analytical phase boundaries obtained from the Lax-vector construction in the

Anderson-pseudospin representation.

为了系统地研究淬火后的非平衡动力学，我们对上一节Keldysh平均场动力学方程（11）（18）式进行

数值模拟。在数值模拟中，我们考虑腔QED实验对应的BCS初态 [19]：该初态是一个具有最大相干配对的

BCS初态，可理解为所有动量模式中的 Cooper对具有相同相位，由此得到初始条件nk (0) = 1/2, pk (0) =

1/2，和对应初始能隙∆init = |∆cl (0)| = |−χ
∑

k pk (0)| = χN/2，其中N表示参与配对动力学的离散总动

量模式数。通过突然引入有限单粒子色散εk实现淬火过程
[8]。为了清晰展示淬火后产生的三种动力学相

的区别，这里采用双峰均匀分布来模拟具有能量分裂和有限带宽的单粒子能谱：

εk/ℏ ∈
[
−δs

2
− EW

2
,−δs

2
+
EW

2

]
∪
[
δs
2

− EW

2
,
δs
2

+
EW

2

]
. (19)
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 其中EW表示每个子带内部的频率宽度，δs表示两个子带中心之间的频率分裂。对于双峰能谱，每个子

带分别有N/2个等间距离散动量模式。在数值模拟中取EW = 1作为频率单位，并采用无量纲时间τ =

EW t/2π。对运动方程（11）（18）进行无量纲操作后，发现运动方程中独立的无量纲参数为χN/EW和δs/EW。

χN/EW表示集体相互作用强度与子带能谱宽度的竞争，δs/EW表示两个子带中心角频率分裂相对于带内

能谱宽度的大小，并决定两子带处于谱重叠还是完全分离状态。故在固定初始条件、能谱形状和每个子带

动量模式数后，可通过改变无量纲参数χN/EW和δs/EW获得系统的非平衡动力学相图。

为获得理想无耗散均匀耦合模型的渐近相图，数值模拟采用较长的无量纲时间区间，对每一个参数

点(χN/EW，δs/EW )，序参量∆cl (t)的演化区间取EW t/2π ∈ [0, 30]。本文用序参量模长的长时间平均值

和标准差来区分不同的动力学相，得到图 1所示的相图。图 1(a)和图 1(b)中的彩色背景由Keldysh平均场

动力学方程（11）和（18）的有限时间数值积分得到，白色实线则表示热力学极限下由Anderson赝自旋表

示中的Lax矢量构造得到的解析动力学相边界 [19]。两者在有限时间和有限动量模式数所允许的误差范围

内吻合良好，表明Keldysh鞍点动力学与Anderson赝自旋动力学在平均场层面给出一致的动力学相分类，

也进一步验证了本文方法的正确性。

序参量的长时间平均值和标准差的具体定义为

|∆cl| = 1
T−T0

∫ T

T0
|∆cl(t)| dt, (20)

δ |∆cl| =
[

1
T−T0

∫ T

T0

(
|∆cl(t)| − |∆cl|

)2

dt

] 1
2

. (21)

其中 T0 为去除淬火后短时瞬态后所选取时间窗口的起始时刻，T为所选取时间窗的终止时刻。在热力

学极限和无限长时间极限下，三种动力学相的渐近判据为:相 I：|∆cl| = 0，δ |∆cl| = 0；相II: |∆cl| >

0，δ |∆cl| = 0；相 III: |∆cl| > 0，δ |∆cl| > 0。图 1（a）展示了由|∆cl|得到的相图。可以看到，在较小

的χN/EW区域，序参量模长的长时间平均值接近零，对应于相 I；当相互作用增强后，系统进入具有非

零序参量的区域，对应相 II和相 III。图 1（b）给出了序参量模长的长时间标准差δ |∆cl|的分布，通过与

图 1（a）对比可以看出，相II和相III都具有非零的长时间序参量，但二者的区别在于：相II中长时间序参

量的振荡幅度趋于零，而相III中长时间序参量的振荡幅度大于零。因此|∆cl|用于判断宏观配对场是否存

在，而 δ |∆cl|则用于判断该配对场是静态稳定还是周期振荡。
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图 2 四个代表性参数点处归一化序参量模长的时间演化。横轴为无量纲时间τ = EW t/2π ，纵轴

为|∆cl| /∆init 。(a) 相I， χN/EW = 0.20, δs/EW = 0.00：序参量由于不同动量模式之间的相位混合

而衰减至零； (b) 相II，χN/EW = 1.50, δs/EW = 0.00: 序参量在短时阻尼振荡后趋于非零常数，有限动

量模式数会导致弱残余振荡；(c) 相IIIa，χN/EW = 1.00, δs/EW = 1.10 ：序参量模长围绕非零值持续振

荡且始终不为零； (d) 相IIIb，χN/EW = 1.00, δs/EW = 1.60: 序参量模长持续振荡并周期性到达零点。

Fig. 2. Time evolution of the normalized order-parameter magnitude at four representative parameter

points. The horizontal axis is the dimensionless time τ = EW t/2π, and the vertical axis is |∆cl| /∆init.

(a) Phase I, χN/EW = 0.20, δs/EW = 0.00: the order parameter decays to zero owing to dephasing

among different energy modes; (b) Phase II, χN/EW = 1.50, δs/EW = 0.00: after transient damped

oscillations, the order parameter approaches a nonzero prethermal plateau, with weak residual

oscillations caused by the finite number of modes; (c) Phase IIIa, χN/EW = 1.00, δs/EW = 1.10: the

order-parameter magnitude exhibits persistent oscillations about a nonzero value and never vanishes; (d)

Phase IIIb, χN/EW = 1.00, δs/EW = 1.60: the order-parameter magnitude exhibits persistent

oscillations and periodically reaches zero.
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 为便于与实验参数定量比较，定义带宽、集体相互作用和子带中心分裂所对应的普通频率为

fE =
EW

2π
, fχ =

χN

2π
, fδ =

δs
2π
. (22)

则本文相图的无量纲变量与实验频率之间满足

fχ =
χN

EW

fE , fδ =
δs
EW

fE , τ =
EW t

2π
= fEt. (23)

因此，当fE以MHz为单位，t以µs为单位，有

t(µs) =
τ

fE(MHz)
. (24)

在给定实验EW后，本文相图中的每一个参数点和时间轨迹均可以转换为实际的MHz和µs单位。需要强

调的是，本文用于确定理想动力学相的长时间窗口描述无耗散模型的渐近行为，而实验中则需采用有限

时间窗的平均量和频谱特征作为相应代理量。在腔QED模拟实验中 [19]，探索相图采用的有限时间窗口

为3µs ∼ 8µs，则在固定fE = 0.46MHz时对应无量纲时间τ ∈ [1.38, 3.68]，这个时间对于本文所不考虑

耗散、涨落的均匀耦合BCS模型过短。此外，考虑到实验在实现相II的过程中观测到的最大相干时间约

为t = 29µs（固定fE = 0.83MHz，对应τ ∈ [2.49, 24.07]）。为同时展示短时瞬态和长时间渐近行为，图

1相图计算统一采用τ ∈ [2, 30]；图 2(a)、(c)、(d)采用τ ∈ [0, 30]，图 2(b)延长至τ ∈ [0, 60]，以检验相II趋

于非零值的稳定性。图 2采用τ = EW t/2π作为时间坐标，便于统一比较不同动力学相，并突出能谱展宽

所决定的相位混合尺度；图 3主要讨论相III中的持续集体振荡，因此采用τχ = χNt/2π更能体现相互作用

主导的动力学特征。两种标度仅是不同的时间单位选择，其换算关系为τχ = (χN/EW ) τ。图3所取参数满

足χN/EW = 1.00，故两种无量纲时间在该参数点数值相同。因而采用两种标度并非数值计算所必需，而

是为了分别突出由能谱展宽和集体相互作用决定的物理时间尺度。

为了更直观地展示不同区域中的动力学行为，图 2 给出了四个代表性参数点处∆cl (t) 的演化。图 2

（a）对应相I。在该区域中，序参量从初始值迅速衰减到零。由式（18b）可见，在较小相互作用强度下，

χN ≪ EW，第一项由 2εkpk (t)主导，第二项中配对驱动项∆cl (t) [1− 2nk (t)]可以忽略，配对振幅近似满

足 i∂tpk (t) ≃ 2εkpk (t)，从而可得到

pk (t) ≈ pk (0) e
−i2εkt. (25)

在均匀分布的能量展宽EW内，对所有动量模式求和得到序参量

∆cl (t) ≈ −χ
∑
k

pk (0) e
−i2εkt = −χ

2

N

EW

∫ EW /2

−EW /2

e−i2εktdεk = −χ
2

N

EW

sin (EW t)

t
. (26)
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 将对初始能隙值规范化处理后有

|∆cl (t)|
∆init

=

∣∣∣∣sin (EW t)

EW t

∣∣∣∣ = |sinc (EW t)| . (27)

其中sinc x = sin x
x
。分析（27）式的长时间行为，可看出∆cl(t)按照 sinc 函数衰减，衰减时标由能量展

宽EW决定。同时由（18a）可看出，nk (t)冻结在初始值1/2，每个动量模式的费米子占据数保持均匀。这

说明淬火后每个动量模式上仍然存在瞬时配对振幅pk (t)，但不同动量模式以不同频率进动，并逐渐失去

共同相位
∑

k pk (t) → 0，导致宏观相干叠加消失。因此，相I并不意味着每个动量模式上的瞬时配对关联

均消失，而是不同模式之间的相位相干在连续能谱极限下被相位混合消除，使宏观序参量在预热化时间

尺度内渐近衰减至零。

图 2（b）对应相II。与相I不同，序参量在短时阻尼振荡之后不衰减至零，而是在预热化时间窗口内

趋于有限的非零渐近值，即∆cl (t) → ∆∞ ̸= 0。在有限N数值计算中，离散能级之间的相位混合不完全，

因此仍会保留弱残余振荡；这些振荡不改变其相II的渐近分类。如图 2（b）给出序参量在τ ∈ [0, 60]区间

内的演化。随着相互作用χN增强，配对方程右边两项在数量级上相当，配对驱动项不能再忽略且与第一

项发生非线性竞争。分析∆cl (t)的稳定性，系统最终会趋于稳态，具有有限序参量∆∞。当系统处于稳态，

则有i∂tnk (t) = 0，i∂tpk (t) = 0，计算得到

Im(∆∗
clpk) = 0, (28a)

p∞k = −∆∞(1− 2n∞
k )

2εk
, (28b)

∆∞ = χ
∑
k

∆∞(1− 2n∞
k )

2εk
. (28c)

由（28a）可知pk与∆cl的相位差只能取0或者π，非零的∆∞表明每个动量模式k上的费米子不再自由进动，

而是被序参量产生的配对场拉向同一方向，倾向将每个动量模式锁定在配对场方向。这说明非零的自洽

配对场使不同能量模式在平均场演化中保持有限的集体相干，从而避免宏观序参量像相I那样完全相位混

合至零。由（28c）式也可看出非热稳态的序参量与平衡BCS能隙方程形式相同，但n∞
k 是通过非平衡演化

自然选择的，一般不等于热平衡分布，且∆∞一般不等于平衡值∆eq（通常∆∞ < ∆eq）。

图 2（c）和图 2（d）对应相III。该区域中，∆cl(t)既不衰减到零，也不趋于时间无关的常数，而是在

长时间极限下保持持续振荡。当双峰能谱的两个子带彼此分离时，每个子带内部的动量模式可以分别形

成集体相干；由于两个子带具有不同的中心频率，它们对宏观序参量的贡献随时间发生相对运动，从而产

生持续的序参量振荡。
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 按照式（19），将全部动量模式分为两个子系综S1和S2，其中心频率分别为ε1 = −δs/2和ε2 = +δs/2。

定义两个子带的集体配对振幅和动量模式占据数为

Pj(t) =
∑
k∈Sj

pk(t) = Rj(t)e
−iϕj(t), Nj(t) =

∑
k∈Sj

nk(t), j = 1, 2. (29)

其中，Rj(t) = |Pj(t)|和ϕj(t)分别表示第j个子带集体配对振幅的模长和相位。由自洽能隙方程（11）可得

∆cl(t) = −χ [P1(t) + P2(t)] . (30)

定义两个子带的相对相位∆ϕ(t) = ϕ2(t)− ϕ1(t)，则序参量模长满足

|∆cl(t)|2 = χ2
[
R2

1(t) +R2
2(t) + 2R1(t)R2(t) cos∆ϕ(t)

]
. (31)

则上式表明，相III中序参量的持续振荡来源于两个子带集体配对振幅的相干叠加。一般而言，序参量过

零要求两个子带的集体配对贡献同时满足R1(t) = R2(t)和∆ϕ(t) = (2m + 1)π，其中m ∈ Z。对于本文采

用的对称双峰能谱和对称初态，两个子带在演化中保持对称的集体振幅，因此序参量是否经过原点主要

取决于相对相位是否达到奇数倍π。

为说明有限带宽对相对相位演化的影响，将子带内各模式的频率写为εk = εj + ξk，其中k ∈ Sj，ξk表

示该模式相对于子带中心的频率偏移。对式（18a）和式（18b）在每个子带内求和，可得

i∂tPj = 2εjPj + 2Qj +∆clZj ,

∂tNj = 2 Im
(
∆clP

∗
j

)
,

Qj(t) =
∑
k∈Sj

ξkpk(t), Zj(t) =
∑
k∈Sj

[1− 2nk(t)] .

(32)

其中，Qj(t)包含同一子带内不同频率模式的相位分布和配对振幅差异，表示有限子带宽度引起的带内动

力学贡献。将Pj = Rje
−iϕj代入（32）式，可得到两个子带集体相对相位的演化方程

∂t∆ϕ = 2δs +
1

R2

Re
[
(2Q2 +∆clZ2) e

iϕ2
]

− 1

R1

Re
[
(2Q1 +∆clZ1) e

iϕ1
]
.

(33)

（33）式第一项来源于两个子带中心频率的差异，使集体相对相位倾向于随时间累积；其余各项来源于有

限带宽内不同动量模式与自洽配对场的共同演化，并对相对相位的变化速率产生动态反馈。因此，对于有

限带宽双峰能谱，相对相位的演化取决于δs/EW和χN/EW的共同作用，而不能仅由δs与χN的简单大小关

系确定。
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图 3 相IIIa和相IIIb中归一化复序参量的时间演化及其复平面轨迹。 (a) 相IIIa， χN/EW =

1.00, δs/EW = 1.10 ：∆cl (t) /∆init随无量纲时间τχ = χNt/2π的演化，序参量绕非零振荡； (b) 相IIIa的

复平面轨迹，横、纵坐标分别为Re∆cl (t) /∆init和Im∆cl (t) /∆init，颜色表示演化时间，轨迹始终不经过

原点；(c) 相IIIb，χN/EW = 1.00, δs/EW = 1.60 : ∆cl (t) /∆init随无量纲时间τχ = χNt/2π的演化，序参

量围绕零值振荡；(d) 相IIIb的复平面轨迹，横、纵坐标分别为Re∆cl (t) /∆init和Im∆cl (t) /∆init，颜色表

示演化时间，轨迹周期性经过原点，并伴随约为π的相位跳变。

Fig. 3. Time evolution of the normalized complex order parameter and its trajectory in the complex

plane in phases IIIa and IIIb. (a) Phase IIIa, χN/EW = 1.00 and δs/EW = 1.10: evolution of

∆cl(t)/∆init as a function of the dimensionless time τχ = χNt/(2π), where the order parameter oscillates

around a nonzero value; (b) Complex-plane trajectory in phase IIIa. The horizontal and vertical axes

represent Re∆cl(t)/∆init and Im∆cl(t)/∆init, respectively. The color denotes the evolution time, and the

trajectory never passes through the origin; (c) Phase IIIb, χN/EW = 1.00 and δs/EW = 1.60: evolution

of ∆cl(t)/∆init as a function of the dimensionless time τχ = χNt/(2π), where the order parameter

oscillates around zero; (d) Complex-plane trajectory in phase IIIb. The horizontal and vertical axes

represent Re∆cl(t)/∆init and Im∆cl(t)/∆init, respectively. The color denotes the evolution time. The

trajectory periodically passes through the origin, accompanied by phase jumps of approximately π.
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 为给出更直观的物理图像，下面进一步采用两集体模式近似：忽略每个子带内部的频率展宽，即

取Qj ≃ 0，并假设同一子带内的动量模式具有近似相同的动量模式占据数和配对相位

p
(j)
k (t) ≃ p̄j(t)e

−iϕj(t), n
(j)
k (t) ≃ nj(t). (34)

对于对称初态，有n1(t) + n2(t) = 1。利用每个模式的守恒关系|p̄j |2 = nj(1− nj)，式（18）可近似约化为

∂tn1 ≃ χNn1(1− n1) sin∆ϕ, (35a)

∂tn2 ≃ −χNn2(1− n2) sin∆ϕ, n2 = 1− n1, (35b)

∂t∆ϕ ≃ 2δs + χN(1− 2n1) (1 + cos∆ϕ) . (35c)

（35a）式和（35b）式表明，两个子带的模式占据数作方向相反的变化；（35c）式表明，模式占据数变化

和自洽配对场会反过来修正相对相位的变化速率。例如，当0 < ∆ϕ < π时，式（35a）使n1从初始值1/2开

始增大，因而χN(1− 2n1)(1+ cos∆ϕ) < 0，该反馈项将减小∂t∆ϕ。在这一近似图景下，相对相位的增加

可以通过模式占据数变化产生反向反馈。需要强调的是，（35a）式–（35c）式忽略了有限带宽项Qj，仅

用于说明动量模式占据数变化、集体相对相位和宏观序参量之间的物理联系，不能用于给出有限带宽模

型中相IIIa与相IIIb的精确相边界。本文的相边界由完整Keldysh平均场方程（11）、（18）的数值演化以

及Anderson赝自旋表示下的Lax矢量分析共同确定。

对于本文采用的双峰均匀能谱，在两个子带完全分离的相III区域，

δs
EW

> 1,
χN

EW

>
2

π
. (36)

Lax矢量分析给出的IIIa–IIIb临界线为 [19]

δs
EW

= csc

(
EW

χN

)
. (37)

因此，不能简单地使用δs < χN或δs > χN 区分相IIIa和相IIIb。只有在EW/χN ≪ 1的窄带强相互作

用极限下，该临界线才近似退化为δs ≃ χN。当参数位于上述临界线以下时，两个子带的集体配对振幅随

时间作相关变化，但其对宏观序参量的贡献始终不能完全相消，因此min |∆cl(t)| > 0序参量在复平面上的

轨迹始终不经过原点，对应相IIIa，如图 3（b）所示。在两集体模式近似下，这一行为可直观理解为相对

相位在到达奇数倍π之前发生转向，并在有限范围内作往复变化。当参数位于临界线以上时，两个子带的

集体配对贡献在演化中周期性达到完全相消条件，使∆cl(tm) = 0序参量在复平面上的轨迹周期性经过原
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 点；穿过原点后序参量改变符号，在主值相位表示下表现为约为π的相位跳变，对应相IIIb，如图 3（d）

所示。由（18a）式

∂tnk(t) = 2 Im[∆cl(t)p
∗
k(t)] (38)

可知，在序参量过零的瞬间，∂tnk(tm) = 0对所有动量模式均成立，动量模式占据数由此瞬时停止变化。

需要指出的是，∆cl(tm) = 0仅表示两个子带对宏观序参量的集体贡献完全相消，并不要求每个微观配对

振幅pk(tm)同时消失。因此，相IIIb的物理图像是体系在每个振荡周期内经历宏观相干配对场的建立、完

全相消和反相重建。

对于本文采用的实数初态和关于零频率对称的双峰能谱，可以选择全局U(1)规范使序参量在演化过

程中保持为实数。因此，图 3中的复平面轨迹退化为沿实轴的往复运动：相IIIa中的轨迹始终不经过原点，

而相IIIb中的轨迹周期性穿过原点并改变符号。

3.3 实实实验验验可可可观观观测测测量量量与与与理理理论论论判判判据据据的的的对对对应应应

以往理论常采用 Anderson赝自旋图像来描述 BCS 淬火后的动力学行为。在Anderson赝自旋映射下，

定义每一个动量模式对应的赝自旋算符Ŝ−
k和集体自旋下降算符Ŝ

−为

Ŝ−
k = ĉk↑ĉ−k↓, Ŝ− =

∑
k

Ŝ−
k . (39)

相应的BCS序参量定义为

∆BCS (t) = χ

〈∑
k

ĉkĉ−k

〉
= χ

〈
Ŝ−

〉
. (40)

由费米子反对易关系可知，在本文采用的Keldysh鞍点近似下，得到的自洽能隙方程（11）式与在Anderson赝

自旋映射下得到的BCS序参量一致，即∆cl (t) = ∆BCS (t)。

在实际腔 QED 系统中 [19]，原子—腔场耦合可能随原子在腔驻波中的位置而变化，此时实验序参量

推广为∆BCS (t) = χ
∑

k ζk

〈
Ŝ−
k

〉
，其中ζk是由原子在腔驻波中的位置及腔模函数决定的无量纲相对耦合

权重；而本文研究的均匀耦合模型对应ζk = 1。

在远失谐腔极限中，由原子集体相干产生的腔输出光场满足

αout (t) = −
g
√
κm
δc

〈
Ŝ−

〉
= −

g
√
κm

χδc
∆BCS (t) . (41)

其中g为与腔最大耦合的原子的单光子拉比频率，δc为腔模与原子跃迁的失谐，κm为输出镜对应的光子泄

漏率。实验采用平衡外差探测获得两个正交信号I (t)和Q (t)，得到I (t) + iQ (t) ∝ ∆BCS (t)，故可以同时
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 重建序参量的模长和相位。对多次实验结果进行平均并扣除真空噪声背景，即外差功率Psig (t)扣除真空

噪声背景Pvac后，有

Psig (t) =
〈
I2 (t) +Q2 (t)

〉
− Pvac ∝ |∆BCS (t)|2 . (42)

因此通过对腔泄漏光进行平衡外差探测可以实时获得序参量的复振幅。由此，本文数值计算得到的∆cl (t) /∆init可

直接对应于实验归一化后的腔输出场幅度。需要指出的是实际实验受到自发辐射、腔损耗、原子运动、有

限观测时间以及技术噪声的限制，因而不能直接实现理论定义中的热力学极限和无限长时间极限。为给出

有限时间窗内可操作的判相方法，在去除淬火后短时瞬态之后，实验上通常以有限时间窗内|∆BCS (t)|的

平均值对应式（20）长时间平均序参量；式（21）序参量模长的长时间标准差表示持续振荡，由于直接计

算实验曲线的标准差会混入测量噪声，因此利用去除慢变化背景后的 Fourier 谱峰值对应序参量长时间振

荡。

除腔 QED平台外，超冷费米气体中还可利用射频谱测量配对所需的激发能，从而获得配对能隙信息；

动量分辨射频谱或原子光电子发射光谱可进一步测量单粒子谱函数及准粒子色散。与腔QED中对集体复

序参量的实时光学读出不同，这类谱学信号通常需要重复制备体系并扫描淬火后的探测延迟，再结合谱

线模型反演瞬时配对能标和非平衡分布。因此，射频谱提供的是与|∆cl (t)|相关的谱学代理量，而不是对

复序参量的直接单次实时测量。Keldysh框架既给出∆cl (t)，又可由推迟格林函数和Keldysh格林函数构造

时间分辨谱函数及非平衡占据，从而能够统一比较不同平台的观测量。

4 结 论

本文从零总动量Cooper配对的费米子BCS哈密顿量出发，采用Keldysh闭合时间路径积分方法，在鞍

点平均场近似下推导了描述淬火后动力学的自洽方程组。针对双峰均匀单粒子能谱，我们以序参量模长在

预热化时间窗内的平均值和标准差为判据，得到序参量衰减至零的相I、趋于非零值的相II以及保持持续

振荡的相III。相III中，两个子带的贡献能否完全相消进一步决定复序参量轨迹是否穿过原点；轨迹穿过

原点时伴随约π的相位跳变。数值相边界与Anderson赝自旋框架下Lax矢量方法给出的解析结果相符，说

明Keldysh鞍点理论在无碰撞平均场极限下正确再现了已知相结构，同时给出了动量模式占据数、配对振

幅和宏观序参量之间的直接联系。

理论配对场可由腔输出光场的正交分量重建，因而可利用有限时间窗平均幅度、噪声修正后的频谱

峰、零点和相位跳变识别各动力学相。对于弱耦合两分量s波费米气体，将接触相互作用限制在费米面附
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 近的零总动量配对通道并作平均场处理后，所得自洽动力学方程与本文均匀耦合模型具有同构形式，因

此上述判据在该范围内具有参考意义。需要强调的是，图1中的具体相边界依赖本文采用的双峰均匀单粒

子能谱、均匀耦合矩阵元和特定淬火协议，不能直接定量套用于一般接触相互作用费米气体。本文忽略

了空间涨落、碰撞自能、相互作用矩阵元的动量依赖以及强配对涨落，所得动力学相边界不能直接推广

至BCS-BEC渡越区或幺正区域。Keldysh框架的优势在于可在现有鞍点结果上系统加入涨落 [35]、自能、

耗散 [16,36,37]和非均匀耦合 [38]，为研究这些超越平均场效应 [33]提供统一的理论起点。
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 Nonequilibrium dynamics of a homogeneously coupled

BCS model based on Keldysh field theory*
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Abstract

Quantum pairing systems subjected to a sudden parameter quench can exhibit long-lived prether-

mal dynamical phases that are distinct from thermal equilibrium states. We investigate the post-quench

nonequilibrium dynamics of a Bardeen–Cooper–Schrieffer (BCS) model with homogeneous pairing inter-

actions using Keldysh nonequilibrium field theory. Starting from the closed-time-path functional integral,

we introduce a complex auxiliary pairing field to decouple the four-fermion interaction and derive the ef-

fective action. Within the saddle-point approximation, the stationarity condition yields the self-consistent

time-dependent gap equation. Using the Dyson equation in Keldysh–Nambu space, we further obtain a

closed set of Bloch-type mean-field equations for the real-time evolution of momentum-mode occupations

and anomalous pairing amplitudes. For a single-particle spectrum consisting of two subbands with homo-

geneous density of states, the dynamical phases are identified from the long-time average and standard

deviation of the order-parameter magnitude over a prethermal time window after the transient regime.

Three prethermal phases are found: phase I, in which the macroscopic order parameter decays to zero

through dephasing among different energy modes; phase II, in which it approaches a nonzero nonthermal

plateau; and phase III, characterized by persistent collective oscillations. The oscillatory phase is further

* Project supported by the National Natural Science Foundation of China (Grant No. 12174055).
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 divided according to the trajectory of the complex order parameter. In phase IIIa, the trajectory does not

cross the origin and the order-parameter magnitude remains finite, whereas in phase IIIb it periodically

passes through the origin, producing zero crossings accompanied by phase jumps close to π. The numerical

phase boundaries agree with the analytical Lax-vector results in the Anderson-pseudospin representation.

We also establish the correspondence between the theoretical pairing field and experimentally measurable

cavity-output quadratures. The amplitude, phase, and spectrum of the output signal provide operational

signatures for distinguishing the dynamical phases. At the mean-field level, the same self-consistent dy-

namical structure applies to weakly interacting two-component Fermi gases in the BCS regime, while

quantitative applications to the BCS–BEC crossover and the unitary regime require the inclusion of fluc-

tuations and collision effects. These results provide a unified framework connecting microscopic fermionic

evolution, macroscopic dynamical phases, and experimental observables.

Keywords: Keldysh field theory, BCS model, nonequilibrium dynamics
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