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一 引 言

本文根檬作者以前提出的非腺性官用理渝 �’�来研究阴 口截面弹性薄壁捍件的大扯

斡周题
�

歹
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�
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白克莱�� 〕和 �
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�
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�
�

刻里摩雨���曾衬渝遇弹性薄壁禅件大扭搏的别

锢简题
�

朝向力封转在小扭搏角情况下捍件的抗扭���度的影套
，

曾翘不少擎者研究遏
�

通佃尚题常和捍件的扭搏屈曲固题珊系在一起
�

例如用 �
�

�
�

符拉索夫��，” �的理渝

便可研究翰向力和填矩封转抗扭刚度的影馨
�

但是现在遗很少有人封弹性薄壁捍件的

大扭搏简题做一般地研究
�

本文就具有雨侗封解朝的和心封解的截面的捍件
，

筒化了

以前的基本方程
，

业提出一踵撮勤法近似地求解所得到的非腺性方程
�

捉�固���具艘简

愚的卦算可以看到
，

郎使在扭褥角不大的情况下
，

翰向力的效患已相富顺著
�

封朴具

有非封稚截面的捍件
，

根檬前文 【�� 的理渝
，
热臀曲的扭棘一般是不可能的

�

二
�

平衡阴题的基本方程
�

腺性理谕

我俩来考窟具有雨侗封裤翰的和心封褥的截面的捍件
�

段作用在捍件上的只有扭

载荷 。 二， ， 和均匀的壑力或拉力
�

正如前文 【�� 所指出的
，
徒封解阴保容易看到在

通撞爆合燕臀曲的扭斡

由姗
。 二 � “ �

，
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�誉一 甲二 �� 是一幢可能的平衡状熊
�
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捍件中曲面上各黔的位移篇
�
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根檬前文 汇�� 的公式 ����
，

捍件中的魔羡内力是
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捍件的平衡方程是�兑前文 「�� 的方程 �盯�
，
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徒方程 ����立刻得到
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捍件的遥界像件可能有踵幢粗合
，
最常遇到的基本情况有如下蔑踵

�如果在捍件端

面上没有法患力
，

那末遥界像件篇

� � �
，

�
�，
� �

� 。 ，，

�
’

十
，

万 『 ‘
一 � �

乙
���

如果捍件端面在燮形徒仍篇平面
，

韭且没有翰向移勤
，

那末遥界倏件篇

�二 �
，

口
，
一 �

，
�� �� ���

如果捍件端面在燮形徒仍篇平面
，

但可有自由的朝向移勤
，

那末篷界像件篇

�
‘
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，
夕二 �

，
万 � 已知值 � ���

如果捍件端面不能斡勤
，

那末遥界像件篇

�一 � ���
’

如果在捍件端面上有一涸已知的扭力矩 从
，

那末遥界像件篇
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方程 �的 在一般的载荷及一般的遥界修件下的举催解很弗找到
�

因此通常不得

不求甜近似解法
�

下面我俩将提出一踵摄勤法
�

现在我们先来看看腺性理渝
�

如果在方程 �的 中略去 �
，
� 的二极小量

、

但保留

��’ 尹

和 。 夕雨项
，
我佣便得到腺性理渝中的基本方程

�



�期 胡 海 昌 � 弹 性 薄 壁 捍 件 的 大 扭 林 ���

�‘一 “了一
�‘ 。 · ，，，

一�令
� � �，〕 “ ，，

� �“
一

‘ ，

一 �，。 · “ ，，，
� �

�
，
一普�

。 ，，
一 � ，了 ， 一 “

·

���
�
�

�����

方程 ���� 和 �
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符拉索夫理渝中的方程不一梯
�

通是因焉在本文的理渝中

考窟到一部分中曲面的剪患燮
，
同待又考虑到一�固新的魔羲载荷 � 的作用

�

如果假

定 二 一 �
，
� 一 �

，

韭且抛案方程 �����不管
，

我俩便得到 �
�

�
�

符拉索夫理渝中的

基本方程
� ，。 。 。，。 一乙粤 、 � 。

动 。 ，，
一 。 � �

� 尹 �

方程 ����比方程

捍件的雨端是筒支同降

捍件的篷界倏件是
�

在
二

�抢�蝮雄爵多
，
因此方程 ���� 的一般解法也比较困敷

�

����

在

一 。
���� 的踢合

，

可以方便地利用富民极数法
�

在道踵踢合

一 � 和
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，
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，
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因此 �和 � 迪宜放展成如下的极数
�

艺词一一�
�� 艺 禹

�介君
�，� 一厄一

， 弃
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乙

�厅忿
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石
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保数 �
。

和 �
，

由下列聊立方程决定
�
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。
十

卿汁
、 十 �
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哪
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三
� 一

十 字 形 截 面 的 捍 件

考窟一具有封裤的十字形截面的捍件
�

我俩所以把十字形截面特别提出来
，

是因

篇它的扇形面覆 。 ‘

匠等趁零
，
同峙又有一涸筒罩固悉的举催解可以找到

�

毅截面雨肢的畏度焉 �“ 和 ��
，

它佣的厚度各篇 �和 �如圆 �所示
�

由朴 。 三�

所以
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其他的麓何特徽的公式如下
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在一般的支承情况及载荷情况下
，

方程 ����的举催解恢然很潍找到
�

是裹值得指出
，

有一涸具有育除意羡的商罩简题的华催解可以找到
�

投捍件的雨端面捍接粉雨瑰���硬的填板上
，
而在是雨瑰琪板上作用一封扭力矩 �

�

而使捍件扭裤
，
如圆 � 所示

�

捍件的雨端面在扭搏徒仍焉平面
�

由粉在道，��周题中

拼 二 札 � �
，

所以我仍可以役

�
，
� 甲 � �����，

�� �
�

����

方程 ��约 和端面保持篇平面的倏件都已握满足
�

而遥界像件 ����规定 了 甲 典

�
�

的阴保 �

乙粤
一

� � � ，力
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翰向力 � 患由遥界倏件 ��� 或 ��� 决定
�

如果雨涸端面可以自由接近
，

那末
�
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，

因而方程 ����化篇
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际
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如果雨侗端面不能接近
，
那末 � 由下列倏件诀定
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徒修件 ����便得到
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将此代入方程 ����
，

我俩得到 中 和 �
二

的阴保如下 �

� ， � � �

� 一 ，

�， �� 甲 十 下
�
乙 击

，
甲

‘
二 似

二 �

‘

方程 ����中 护 的保数大放零
�

放一侗任意的截面
，
可以蹬明

����

野

， ，��

一

署
一

工�一韵
’ ‘ �
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、
因此封粉任一�固截面

�子
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，�
一 一不二 夕 �

。

尸
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所以方程 ���� 中 护 的保数也大放零
，

由此可知在通雨踵支承情况下非腺性效磨

恒使捍件抵抗扭蒋的能力增加
�

徒公式 ��叼 可以看到
，
在雨佃端面不

能接近的踢合
，

捍件中的凑由向拉力典翠位畏

度的扭蚌角的平方成正比
�

作篇一侗数字例子
，
段

� � �� ���
，
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�

������气

��刁
�

因此在雨端可以自由接近的坍合 �甲 的翠位是 ���
，

�� 的罩位是 掩
�
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�

��中 � �
�

���中�� �
， �

����

在雨涸端面不能接近的锡合 �中
，

风 的翠位同上
，
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�
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�
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在疽雨撞支承踢合下 从 以及 � 随 中 而燮的曲腺如圆 � 所示
�

徒道涸圆可以

得到如下雨默桔箫
� �� 富 甲 � 票 �郎一米畏的捍件的雨端面的相封蚌角等放或大粉

” 一
切

� ”
’ � ‘

�
‘ 「曰 “ 脚

�
一 �

囚
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朽
。

�待
，

从 中的非腺性部分不能忽略� ��翰向拉力 � 增加得很快
，

在 甲 不大待 �

已建到相富大的数值
�

四
�

一般载荷及支承情况下的摄勤法

在一般的载荷及支承情况下
，
方程 �的 的华催解很戴找到

，
因而不得不求甜近似解

法
�

在挑幢目前通用的非腺性方程的近似解法中
，

作者以篇摄勤法常常是最通用的
�

和薄板大携度简题的摄勤法一样���
，

本简题中的摄勤法也可以分篇载荷参数 法和位移

垂敷法雨幢
�

其中载荷叁数法的卦算比较方便
，
而位移垂数法的桔果比较良好

�

�
�

载荷参教法 段载荷 。 � �
，

段载荷 �
二

可以用一佃参数 � 规定如下
�

。 二

� ���
二
�

�

����

其中 ��的 是已定的函敷
�

疽样
，
最徒得到的解答 �

，
�

，
� 也必定是参教 � 的函数

�

我俩假定它俩都可以展成 � 的幕极数如下
�
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�
�
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，
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， … ，
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，
一 是坐漂
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，
�，，

从
， … 是常数

二

将算式 ����代入

方程 �的 以及相阴的遥界像件
，

然徒命 � 的各次慕的保教都等放零
，
我俩便得到一系

列的方程和相患的遥界侏件
�
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�
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方程 ���� 的右端是已知的
，
因此促方程 ���� 及相患的追界倏件便可决定 ��

，
�，，

�
，�

决定了 ��
，
两

，
��
徒

，

方程 ����的右端便成焉已知的
，
因此方程 ���� 可以用

来决定 氏
，
两

，
�

�
�

疽样恢次烦推 、 我们可决定 氏
，

内
，

戈 �氏
，

八
，
���

·

… 膏除上

算到 �
�
已够患用

，
因此若略去 ��

以上的各项
，

我俩近似地得到
�

�� ��� � ���
� � ����

，

�� 尸�� � ���
� � ���� ，

� 二 ��
� � �

�
材

� � ����
�

����

�
�

位移妾数法 上面促载荷叁数法得到了近似拮果 ��匀
，
有峙宫抬出不合理的

精果
�载荷超遏某一数值徒

，

扯褥角反而醚载荷的增加而减小 �育例觅下筋�
�

疽�固现

象的具正原因是富载荷较大降
，

取极数 ����的前三项已不能得近似的桔果
�

篇了化

费同样多的劳力而得到较好的桔果
，
可探用位移参敷法

�

典载荷 � 封患的魔羲位移 月是
�

�

，了、夕�门�内，︸�
尹‘、�吸。 一

��
，�忿，“ ‘二

月舆 � 的阴保是
�如果把 � 看作是 月 的函教

，

那末

。 一

丁�
“ ‘”，己月

是外载荷所作的功
，

也即是捍件的愈燮能
�

将算式 ���
�
�代人 ����式

，

我们得到 月封转 � 的展阴式
�

、
�
了、�了�丹���︺佗�厂气

、
��、

厂�一 月
，
� � 户

�
�

� � 月
��� � … ，

其中

、�少、，才��
���

��
几�
、
了吸
‘

将极教 ����反遏来
，

郎将

对

其中

��
，�·�。

，

�
·
�‘ · ，

�，一 ，，
�

， 。 ， …�
�

� 表示焉 月 的幕极教
，

我佣得到
�

一 从�
月� �

�
月
� � ��

月
� � … ，

�
�

�

月
� ’

����
，

�
�

�且卫奥二丝乏
‘

二

所一一�
，﹃︸�
���

门�
�

一口尸

一

将算式 ����代入 然徒蹄讲 月 的同次项
，

我佣得到 �
，
�

，
� 封放位移垂数 户



��� 物 理 擎 报 ��蟋

、，矛，白斗
户

咬
、

、����、‘�������了

的展阴式如下
�

口���口�户���
��，��于氏�月

����
��，���，������贵�

，
�户

��…

户��，��月���
�尸，��于户

�
�月

����
�夕，���，�

�尸���量户，�月
��… ，

�����，
月���

�����圣�
�
�月

�
���

��，���，������号�
�
��

��
·

…

、、了，��
产
�
、

、������、夕�������

如果只取疽些极数的前三项
，

我俩便近似地得到
�

�����，月���
�����圣�

�
�月

���屿 �����，
�� ����量岛�月

� ，

户����，
月���

�夕���于尸
�
�月

����
�尸，���，�

�尸���于尸��月
�，

����，��
����

��，��于�
�
�户

����
，�，���，�

�����贾���尸
�

五
�

工字形截面捍件的扭搏

考窟一是度篇 �乙 的工字形截面捍件
�

捍件的雨端捍接放雨瑰剐硬的琪板上
，
而

在是雨瑰琪板上作用一粉扭搏力矩 � 而使禅件扭裤
，
如圆 �所示

�

毅截面的尺寸如

卜一
��一一月

阁 �

圆 ，

圆 � 所示
�

道侗截面的麓何特徽如下
�

、 、�����，����������������������吸

� � ���人� ����
，

�
� 。
�粤

。 ，二� ，， �
。 �

� 。 ，

�

�
，

二 些
�
���

，

�
�，
�

普
。 �左� �。 。 � ，�

号
。 ，左� �。 。 心 ‘ � �

�
��月

�‘ �李
。 � ‘ ，

，

��斗�

�
�

�
�
二，
月

��
�

�� �，

十 一了
一
刀��，

�
人 二 令 ��人

�� �� ���
�
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由放 �
。 ，
� �

，

再注意到捍件只在雨端食担一佃扭神力矩 �
，

基本方程 ���化焉

����
�

�’’ ‘
一

怜
“ �
����

�’ 一 “

小
一

劲介
�

合灼
�

�
，
一劲

�，
，，
� 。 ， 。 ，，

卜
。 ，， ， 一 。

�

�
，
� 一 �

，

���
�
�

捍件的雨端在扭褥徒仍焉平面
，

所以

在
君 � 士 � 虚

�

�’ 一 �
，

� 一 �
�

我佣再假定捍件的雨端在扭搏徒不能接近
，

粉是

�乞
。

。 一�乞
�

�斋
一

剖

� 一

器芡

�
。 ， ，

�
’

十 下
�
�

‘

�

乙 ��一
” ’

宜�

�
尹��君

�

所以稳桔起来靛
，
我俩的周题是在遥界像件 ��‘�下来隶解方程 ����

�

焉了舒算方便起兑
，

我俩引淮若干燕量烟的量如下
�

� 。 ，
� 厂丁蕊一 二

�
’

儿
。 二

君 � ‘ 君 ，
甲 ‘ 口 � 下 ，

一
蔽

�

甲
，

� 二 一一下一一�一一二万丈� �
�“ ‘ 奋 ， � 妥 ， � ， � ， 、

、���，
一 二� 乙 ��

��

一 ，万 �
， 厂 � 厂 �

� �普多
夕

·

丫哥
�，

�几
。 ，

一

币呱一 。
迈性 二二 ��二二百 �

�

�

一
一一一二二� ��

。

�� � ，� 占亡
、 ���， 一 下石

， �

及�
厂�一云了万

一

一
一� ，

� �
�

�了�一一一蔽汀 ‘

习
石

针一 了夕
产 �

�子
��

�，
一�子

’

一�一�，把燕量烟的坐漂 牙 赏作自燮教
，

把 虱 常作 牙 的函数
，
那末我俩有

�

��’’ 一 �厅 十 的 币一 ‘澎 �冬衬、币一
丽

、 ‘ �

澎
，
一 护户� 币币

尹

二 �
�

式中文字上的一撇代表封 三 的微分
�

方程 �斗�� 的遥界倏件是

在 牙� 士 � 虚
�
子二

二 � �� 一
�

戊 � 二 产 � 甲
‘ � �

�
，
� � �

�

�牙
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在本简愚中
，
丽 是规定载荷大小的唯一的垂数

，
因此我俩把 币

，

户
，

贡 都展成 丽

的幕极教
�

考窟到野解阴保可知 币是 丽 的奇画教
，
户和 夕是 丽 的偶画教

，
因此

我佣靛

币一 币
，
丽 十 币

�
应

” � 二 、

户� 万
�
丽
� � 户

、
亚
斗 � 二 、

反 一 反
�
丽� � 反

�
丽� �

·

… � ����

将道些算式代入方程 ���� 和遥界倏件 仔��
，

锦讲 丽 的同次项
，

然梭命 丽 的各次慕

的保敷篇零
，

我佣得到一系列的方程和相阴的遥界像件用以决定 币
�，

乳
， … ，

风
，

户
�， … ，

风
，

风
， ·

… 决定 币
� 的方程和遥界倏件是

币�
�

一 护币
，�

土 �虚
，

一 � ���
�
�

在 牙� �����

解此方程我俩得到
二 � � 「， ����及牙飞
甲� 一 �了 、 �

一 一一
�
�一「

�

�
·

气一
� ���� 代 �

����

静多腺性尚题的舒算表明
，
在的束扭棘待捍件的自由桩搏刚度可以略去不爵

�

性的简愚中
，
由放增加了非腺性的效患

，
捍件的自由扭裤刚度更可略去不斜

�

受道一筒化
，

那末我仍便近似地得到
�

在非腺

如果接

一 �

叭 一 万

篇了筒便起兑
，

以徒我佣患用 ����式
�

牌 ����代入 �����
，

我佣得到

���

决定 万
�

的方程和遥界像件是

��一 牙��
�

竺
��

几
，
一 妒户

�� 一 币
，
币

在 牙一 士 �虚
，

万
� ， ��

牌 ����式代入方程 ���
�
�

，

得到

�
， ， � ， ��

�
户二

，

一 护 户
� 一 去

�

在泌界倏件 ����� 下解此方程
，

我佣得到
�

�牙一 牙“�
�

� � 「
、 ， ， � 一 ， 、 �

� 一 ��
���大牙�

户� �
一二不� ‘ 一 人伙 君 一 牙��十 �� 一 一

丁二，丁一 之
·

‘ � 一

几 ���� 八 �

����

����

���
�
�

�����

����

����
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决定 币
� 的方程�略去自由扭蒋���度�和遥界像件是

弓
‘
�

在

反
�

币
，� 形

一
�

� 一

甲�十 下
�

甲
乙

�����

牙一 士 �虚
，
甲�一 � �����

将 ����
，

����代入 ���
�
�

，

整理援得到
�

、 ，
一

命
�‘ 一 �尹 � �矛 一 砂�十

�二女上 �艺

�
� � 、 ， �

一 ， 、

一二，二不� 】 ��一 � ‘
�一

�人，
�

’

��一��临八夕侈

︸君

�
， � � ， �

� � ， 、
� ��一牙��

����久牙
�二��州 ��一 �之

‘
十 �之，

�一
一二万犷 一—下 石 不

�

一一
�

斗人“ 一

之人幼 ���� 入

尹

奋
，

在遥界倏件 ����� 下解此方程
，

我俩得到
�

二 � � ��

甲� � 一 下丁
心

�
�

又不下一

一
�� � 石 ��

� 一，

�
� 一

� � ，

�
十 气

�

君，
一 花下

�

斗 ��

��
�

�

� 、 � � � � ， �

�

一 �一了
一

十 二了了 �
、

下二 一
�
二 �� 十 几了

� 艺 艺人
’

�� �艺 么 �乙

， 十
一

护今
�

心
�

命帐
一

合
牙� �

合
尹一

命
� �一

。 、 �
�

� � ， � 、 � �
� 、 � ， ， �

二
�

二
� 、

�
一

二二二�丁二二下 弋式
‘
又�一万‘

����� 人�十 ������ 人一
���� 人君�一�人�

����

卜
君 ���� 人之夕之

�

‘ �‘
���� 人 �

� 一

�

我佣不再撇擅逸行舒算
，
因而近似地得到

币一 币
�
厕 � 币

�
厕

�，

户一 万
�
厕

�，

反 一 厉
�
丽

�
�

����

典外载荷 厕 封患的魔羡位移 户是燕量桐的捍件雨端的相封扭蚌角
�

” 一丁�
，
币“ 一 �

买
币��� ����

月舆真正的捍件雨端的相封扭棘角 户 的阴保是

。
�
一

万蕊一
� 二

户 二 声一一 一一万牙 �
·

通 才 � � �

、 ��，，
一 万丁

丫 厂

����

将 ����式代入 ����式
，

然徒根慷 ����
，

����算出覆分
，

我护，得到

户一 启
，丽 � 启

�

矿 �
����

其中
二

�

�� 一
，
� �

户� 一 � � 中��之 � 二
�� �

一

�一护斗一�
一

�
一护户

� 一 �

��
币
��‘ �

� 一
�

几 �丫，
一

��

���

�����

�

十 二二厂二
�

��》
����

，

� �
�

� ，

�
、 �

�
’

、飞
一 下万一 悦� ���� 人 一 �人 十 下

�
�之

。

入
，

� � 人 ��



物 理 擎 报 �� 卷

如果捍件的雨端可以自由接近
，
那末 � 二 �

�

因此遭佃简题的解答可在上列公式

中命 �� � � 得到
�

作焉一涸数字例子
，
殷捍件各部的尺寸如下�垂考圆 斗

，

匀 �

� � ����
，

� � ���
，

� � ��
�

，
左� �� �

�

���
，

� � �� � ������
��气 � � � � ������

��气

龄是根慷公式 �科�和 ����
，

捍件的各艘何特徽如下
�

� � ��。 ��， �
。 。
二 ������， �

，
� ���

�

�。 ��， �
�，
� ������气

�
，
� ����。 �气 几� ��

�

��
，

产� �
�

���
�

各数量舆封患的燕量铜叁数之简的圃深篇
�

月� �
�

，��、 厚
，

万 ����� �����贡
，

� ���
· 。 ���� ���，丽

�

根慷前面的公式我俩得到
�

�� 捍件雨端面不能接近晗

反 一 �
�

����丽
�，

户二 �
�

����丽 一 �
�

����丽�� �。 ‘
�
�

��捍件雨端可以自由接近待

启� �
�

����丽 一 �
�

����丽
�

�

徒公式 �“ �我俩可以看到 ，

常 丽 超遇某一限度筱
，
丽增加待 月

两两两两两两两两两两两两

�����������������������

�����������������������
��������� ������� 厂厂

丫丫��������������� 端面不能接近
���������������������������������������

一一一一一 端面可以接近
���、 、 、 、 勺勺

�、 、 ，，

丫丫丫
��������������� ���������������������������������������

�����������

、 、
勺勺

、 丫丫之之
���

�������������������
���夕夕

�����������������
����

���

����
������������������������

���������������阮阮夕夕
尸

�����
�������������梦梦

����

����
一苛

——
一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一 核性理翻翻翻

声声声声声声才
������� �����

乒乒乒乒���
尸尸尸尸尸尸尸尸

������ ����������������� 户户

颖然典膏除情况不符的
�

�����

反而减小
�

疽

道侗事膏表明公

式的遍用羁圃颇小
�

焉了化费同样多的舒

算以得到较好的桔果
，

我俩可根谍 �“ �将
丽 用 月的幕极数来表示

�

疽样我佣得到
�

�� 捍件雨端面不能接近降
，

丽 � �
�

���厚� �
�

���启
� ，

�‘ ���

��捍件雨端面可以自由接近待
，

丽 � �
�

，��月� �
�

��，尽
�

�

�‘���

根檬公式 ����
，

丽 和 户的阴保畜在圈 �

中
�

封放别踵载荷
，

我俩可用同样 的方 法

找寻近似解
�
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