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朋 口 截面弹性薄壁捍件的摇定性
‘

胡 海 昌
�中圃科李院数肇研究所�

引 言

本文的 目的是愿用作者�’�最近提出的顾及二极小量的阴口截面弹性薄壁禅件的育

用理渝
，

来研究道短捍件的穗定性
�

朋 口截面弹性薄壁捍件的各踵得定简题
，

受到力

擎家和工程师的普遍注意
�

早在 ����年
，
�

�

普郎多��� 和 �
�

�
�

�
�

米恰雨川 就研究

了狭矩形截面捍件的侧向得定性
�

之徒
，
�

�

载木辛柯认
’�研究了工字形截面捍件的侧

向穗定性
�

到 ����年
，
�

�

苹格钠雨���
��首先企圈建立阴 口截面弹性薄壁捍件的一般

稳定理渝
�

但是由放他错改地以篇捍件失去穗定徒的旋搏中心舆截面的扭搏中心相重
，

因此他的理输育除上只通用加截面具有雨佃封稚翰的情况
�

目前通用的一般理渝是由

�
�

�
�

符拉索夫认
�� 在 ���� 年镯立地建立的

�

由放 �
�

�
�

符拉索夫和他的同事的努

力
，

他的理渝在育除中已镬得魔泛的磨用
�

在薄壁捍件穗定周题方面的研究
，
遗需要

提到下列藉人的工作
� 匈牙利的 �

�

邱卡�‘�， ” ， ’�� 和 �
�

沃雨茨基�‘�� ，

他佣研究了狭

矩形截面捍件在均怖载荷作用下的若干穗定简题 � 波葡的 �
�

虔脱茨基“ 们 ，

他考窟到

截面形肤的可燮性
�

本文先将文默 〔�� 中的基本方程加以腺性化
�

温样得到的糕定简题的基本方程

和 �
�

�
�

符拉索夫的基本方程不同
�

在捍件承受均匀中心壑缩的情况
，
不同的原因是

本文增加了一侗新的魔羲撇向位移 �
�

数字舒算表明
， � 封粉陈界载荷的影馨不大

�

因此本文在考虑偏心屋缩的穗定性待
，
篇了筒便起见便忽略了 �

�

在忽略 � 的情况下
，

本文的方程和 �
�

�
�

符拉索夫的方程遗不相同
�

不同的原因主要是本文考窟到捍件

失去嘿定前的臀曲状熊
，
而在 �

�

�
�

符拉索夫的理渝中 、 保假定捍件在失去穗定前是

平直的
�

由赞疽涸原因
，
本文的筋界载荷此恢照 �

�

�
�

符拉索夫理渝得到的大
�

�
�

�
�

邱推金 〔‘，� 也曾注意到道幢效磨
�

封转十字形截面捍件和工字形截面捍件承受

�����年 �� 月 �� 日收到
。
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力矩作用的情况
，

舒算表明只有在截面狭而高待才可能失去穗定
，

而在截面竟而扁待

便不可能失去稳定
�

疽就鬓的方面魏来是符合育除情况的
�

二
�

在任意载荷作用下稳定简题的一般方程

·、 、�、、了︸����，����
夕

考魔一阴 口截面弹 �生薄壁捍件在某踵载荷 牙
二。 ，

孕，。
，
宁

·。 ，
�

·。 ，
�，。 ， ” ·。 ，

�� �。
，

用下虚放平衡肤熊
�

役在此踵载荷作用下捍件的魔羲位移是 氛
，
�

，
乙。 ，

��
，

丙
，

内力是 �。 ，

�
�。 ，

叽
。 ，
�。 ，

��
�

根撩文献 ���公式 ���
，

����和方程 ����
，
誉。

，

��
，
�。
等通合下列方程和通富的篷界倏件

�

。 。
作

魔羡

、，、
�

�
�

�
月
上��土

�

‘、了�、

一 �����合
，�

’ �

合
，�

’ � “����一
，���卜

�
·

�，��合
��

’
�

，

一 、 菇�式成�十 厅 ‘式十合幼
，

一 �二 ‘。了一 ，���卜 ，二 ‘。��合
“�

’
�

，

一
�

。 。
��

’
� ，。 · ‘。��合

��
�

�
，

�
，

�
，

下于干 入 。
一 �。

乙厂

�宁�
‘
一 ，����一 �，

，

�，�
‘
� 。����一 ，。 ，

��
‘
�

晋鲁半鲁令

‘、�、、�
��

���，︸�
�、、��、

十 ���
，

誉��尸入� 专�汽
�
�

厂
一

乙

娜了�甫‘

、、�、，产

����

�� ” 一 �
二� ，

嵘 一 ��，�� 占。��、
。 一 。�、

二。
�
，
�

一 、 二一 ��，�一
� 。��、

。 一 ��岭
。
�

’
一

�
��一 脚，� ，

宁，� � �
�� ，

一 ��
一 ��。誉�一

。 ，��、
。 � �、 。 � � ，‘���一 言�、

二。 一 。�、
，。�

�

�

田����
�

了、 产
�矛、� 。 。 �。 二 。 二。 � 占

�
，

凤一 ��
·

��

一���

我佣假定外载荷的大小恢辍朴某一叁数 几
，

韭且 几小晗载荷也小
，
几大特载荷也

大
�

在 �足够小待
，

载荷很小
，
因而捍件的平衡肤熊是唯一的业且是稳定的

�

宫 孟颇

大待
，
捍件的平衡状熊不再是唯一的

，

业且上列解答不一定相磨加稳定的平衡状熊
�
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现在我俩要决定 几 的道梯的踢界值 寿
，
它相患粉平衡肤熊徒唯一的一涸遏渡到有若

干涸
�

在 入接近 人
，

降
，

如果可能有坐侗平衡状熊的括
，
那末它俩都接近放上列平衡状

熊 乳
，

乳
，

仇
，

��
，
�。 �

因此我俩把捍件的魔羡位移表示篇
�

泞。 � 誉
，
夕。 � 叭 �。 � 亡

，
�。 � �

，
�。 � �� ���

而把魔羡内力表示篇

从
。 � 对

苦，

��
。 � 妈

，
�。 � �

，
�。 � �

，
� 。 � �

�

���

由鹅 又接近放 凡
，

待坐涸平衡状熊都相接近
，

所以 言
， ，，

�
，
�

，
�

，

��
，

妈
，
�

，
�

，
� 都

是小量
，

兹且赏 几趣近放 凡
，

峙它俩都超近粉零
�

将算式 ���
，

���代入文嗽 ���的公式 ���
，
����和方程 ����

，

然徒命 几超近

粉 凡
， ，

郎令 言
， … ，

从
， … 等超近粉零

，

注意到公式 ��� 和 ���
，

我佣得到
�

答一��� �式引 � ，�，
，
� ，�式拿 十 抓�’� 一 召

��� ，，
� ，二�’��十

�二
� � 一 � �

、

卜
户‘

卜
了‘、少

�
�

��仍��仍
� �

，

�，
，
� ���

，

�
，

、‘�‘ 、产、，�、，�，
口��
�

气�︶一，��
产

叹
，﹄
了�、了宜、��、

一

赞一
、 ，
�，

，，
� 。�，

，
� ，��

，

卜 、 �

�尸
，
�式。 ，

�
，

鲁
一 、 二

�。 ，，
一 。�，

，
一 ，��

，

卜
，二，

�，
，
�成。 ，

�
，

一

令一
，公 。

�
，，
� ，。 ，

�。
，
� ��。

，
�

，

、 一 ，二，

�。
产，
一 。�，

，
一 ，��

，
�一 ，，，

�，
，，
�式。 ，

� 誉二。
‘
�一

�户一��一�

一一
。

一
。

�子
、 ， ，

一 �。 ， �
� ‘

十 ��
犷，

一
一不尸少又�

‘

十 �。 口
‘

��
�

�
，
一 �

、 �
‘
一 �����

石。��、 � 、 。
�，

，
� 石。 ’

�一 “�、
二

一 从
。 �

，
�
‘
一 。 ，

尹卜

一 、 了一 ��，�一
����、 � 从 �，

，
一

‘�。 ，

�一 。�、
，
一 、 ，。 。 ，

�
，
� �

，

一 。 ，，
一 ��石 。�一

。 ，��、 � 从 �占�
，
一 “ 。 ，

�� ��
。 � � ，‘

��
，
� ��

。 一

��
�
�

一 。�从 一 、 二。 。 ，
一 ，�岭 一��

。 ，，

�
，
� 。 。 �一 。 ，

�
‘
一 � �

，
� 一 �

·

����

��
�
�
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促方程 ����立刻可得到
� �

�����
·

���

如果捍件在失去得定徒保持耀向力不燮
，

那末便可取 � � 。
�

公式 ��� 是撂定周题中魔羡位移和魔羡内力 �都是指增量� 之简的一般阴保
�

方程 ��� 是糕定固题中的一般平衡方程
�

它督同通富的痊界倏件徒便 可 抉 定 馥界

值 人
，

和决定捍件失去穗定徒的臀扭形式
�

由赞方程 ���
，

���是非腺性的
，

使人潍转找到原始的平衡肤熊
，

道梯便大大地

限制了能够求解的得定尚题的幢翔
�

焉了避免是一困粱
，

我俩韶篇可以把方程 ���
，
���

中的非腺性填全部忽略
�

略去方程 ���
，

���中的二极小量徒
， ’

艺佣便燮篇

、尸‘、尹了﹄、、卜
」

��������

护

咬
、
了

吸
、
�‘、

一 �练十 �
， 。�

，

华一
，�� ，了� 几

， ，
�

，

粤
一 ，，二 。�一 ，万� ，�

� 一 」二 �二

一 几
，

可一 儿
，

��’ ��弄
，
一
谷�式一一

��一�

一
�
目 ‘
��

‘
�，� ，，

�
，

孟
�。
一�二 “�

丛
�
鱼
�

�� � 一 穿
二� ，

� ，，、
誉毛

� 一 � �
二， ，
�
‘ ’

� ，�， 。么
犷
一 � 人

� ，
�
“

� �
�� 一 切 �� ，

� 叮�。 � 用
二� ，

� �
。 。 衅 一 ��

‘

��’ 一 “ 凡 � 护�子二� � ��
，

一 � 人
，
誉。 一 � 寿

，
刁。 一� �。 十����

，

一誉�尸
。
一� �

�

����

穿
二。一�。 �

��
�
�

戈一�
一一��

，

�
�事���月

︶

把方程 ���
，

���筒化篇方程 ���
，

���
，

使得 �
。
乳

， … 等有了二极小量的更勤
，

拮果使得方程 ���
，

��� 有了三极小量的更勤
�

由此可知
，

在只厥及二极小量的跪凰

内
，

把方程 ���
，
��� 筒化篇 ���

，
���

，

兹不影馨 誉
，
夕

， ，

二
等的数值

，

因而在同样的

乾圃内
，

也不影馨踢界载荷的数值
�

本文以徒就患用方程 ���
，
��� 而不用 ���

，

���
�

是有一侗可用的筒化是假定 �。 二 � 一 。 ，

而把相磨粉 �。
和 � 的方程 〔如方程

����
，
����

，
�����忽略不管

，

疽涸假定是舆公韶的宣用理渝相符的
�

本文以徒也将用

到通布固假定
�

如果捍件在失去稳定前的平衡肤熊是燕扭蒋的骨曲
，

郎 �。 � �
，

同峙在失去稳定

徒又保持稚向内力 � 不燮
，

那末上列公式可以得到很大的筒化
�

道待公式 ����可以不管
，
而公式 ����一��

�

�筒化篇 �
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等一 、 ‘“ ” � ‘�“
‘，十 “ ·

�
‘ ，

一

等
一 �二 �‘ ’ ‘

一 “�“
‘，一 “ 尸 “ ‘ ，

一

令一
‘ 。 。 “ “ � ‘ 公· “ ‘ ’

手一
大

， ‘。 ，尹
一札�’ ，一 “ ·‘�’’ 十 式�’ ，一 凡 “ “

���
�
�

�����

���
�
�

�资
、

十 【�，。
一一不 �

少�
‘ �

厂
�����

在方程 ���中命 � � �� � �
，

然徒将公式 ���� 代入
，
略去三极小量徒我俩得到

�

�，二二 。 ‘ �
一 � ，二， ，，，，

一 �、 。
�宁

‘
� 云。 ，

��
产

� �从
。 �

，

�
，
一 �人

二

�，��
，

�
‘ 尸
一 。 ，

�，，��

��
，， ，‘ � 一 � 几

， 。 ，，，
一 「�。

�，
，
一 ��

�

��
’
� �城

。 �
，
�

‘
� �扬�誉��

’

�
’ ，
� �

，

�����

��
。 。
��� 一 � �

。 �
尸“ ‘

一 ���
。 � � 几��

， 〕’ � 。 。 �� 〔���
。 一 ����誉

，
�

��、 ，。� “ 、 。
�，

，
�
，
����

二二 ，�睿
，，
一��

，
誉�。

尹，
� �了

，，

誉�一 人
，，��，

，
�
，
二�

，

�，，��

一 � �
二，

�誉
，，
一 ，��

，

�
’
一 �几

，

�，
，‘
� 李��

，

�
，
一 �了

。 ，
�

，‘ ，
�

� ��，
�，
一尊�，

，

一
。 �

�

尸一 。

�’
�����

�
�

�
�

符拉索夫也曾建立了阴 口截面弹性薄壁捍件的燕扭裤的臀曲平衡状熊的穗

定理渝
‘ ’ �

他的方程舆本文的方程 ����
，
���� 不同

�

不同的原因除了本文引淮一涸

新的魔羡位移 � 之外
， �

遗在粉封若干教量的大小估爵上不同
�

因此值得指出如何徒

本文的方程 ����
，
���� 滇出 �

�

�
�

符拉索夫的方程
�

首先磨假定 � 二 � 而把方程 �����
，
���� 忽略不管

�

其次在不顾方程 ��� 的

情况下假定原始携度 誉。 和 夕。 都等朴零
�

道檬我们得到
�

�
二

� 一 � �
�� 叩

，� ，

矶 二 ��
二二

誉
‘ ， ，

� � 一 ��
� 。
�

‘ ， ，

����

�几
二

李
��
一 「�。

�睿
，
� ��

，

��
’
� �从

。 �
，

�
产

二 �
， 一

���
��

�儿
，夕‘ � 一 ��

。
�，

‘
一 ��

，

��
‘
� �嶙

。 �
，
�

，
� �

，

�����

五�
。 。
���一��尺

。 ��几��
，」’� 。 。 ����从

。一��。
�誉

，
��从

。��

���夕
，
�

‘
��

�

���
�
�

最援磨在方程 ���
�
�一�工�

�
�的左端各加上下列三项

�

�、 �
。 ��

， ，

�城
。 ��

’ ，
一 �、 �

。 ，，
� 、�

。 ，，
�

�� 见文献 【�� 第五章
�
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是样它佣燮篇

五�
二二

誉
‘�
一 ��� �宁

，
� 吞�

，
��

，
� �从

。 ��
，
�� �

，

���
�
�

五�
，， 亏�犷 一 ��

。
�亏

，
一 ��

‘
��

�

� ��
，。 �

，

�
，
� �

，

�����

��
� �
��� 一 ��尺

。 � �儿��
，

�
’
� 。 。 �一 ���

。 誉
，
�

’
� ���� 夕

‘

�
尹

�

� �
�。 李

‘ �
� �

，。 夕
，，
� �

�

���
�
�

道便是 �
�

�
�

符拉索夫理输的基本方程
，�

�

在方程 ���� 的左端是否愿赏加入上面所指出的三项是值得作遥一步的研究的
�

在 �
二。
和 �

，。
都是常敷的锡合

，

通三项都等转零
，
因此加或不加都不起作用

�

道裹

已可聆现的是假定 李。 二 甲。 � � 一般是不妥蓄的
，
因篇

�，��

�，��
，

�
，，

和 �、 二。 �
，
�

， ，
��，， �。二。

，
�

’ ，

和 ��
，。 �

，
�
’ ，

�，二二 ，�誉
，‘
不口从

。 宁
， ，

�，，， 。�，
，，
不口从

。 ，·

都是同极大小的数量
，
因此依照本文的理渝看来

，

不患赏忽略第一佃而保留第二涸
，

而

患富将雨佃都保留
�

由此可知 �
�

�
�

符拉索夫的理渝迪用粉研究捍件的平直状熊 �郎 誉。 一，。 二��一��

的穗定性
�

疽幢平直状慈可以是均匀壑精
、

也可以是捍件本来是臀的而在加上载荷徒

它恰恰夔篇平直的
�

仔扣分析 �
�

�
�

符拉索夫的推理
，
可以登现不知不凳地磨用到

“ 捍件的原始肤熊是平直的
” 通一假定

�

三
�

均 匀 屡 精 的 稽 定 性

最筒翠最常遇的一踵情况是捍件在均

匀屋精下的稳定性
�

毅有一捍件
，

它的畏度

焉 �
，

在雨端承受屋力 � 而被均匀鹰精
，
如

圆 �所示
�

捍件在失去得定前的魔羲位移

颖然是
�

������一一��一一�
月
︸

一一乳一一
亡﹄

劣

，一��一创
一一一乳

将此代入公式 ���
，
我佣得到失去得定前的魔羲内力

�

�
� 曰 � �

�
�

� �
， �

�“ � 一 ��，
�

�� � �
�� � 万� 二 。 ，

尺。 ’ 一乍
一
犷

·

����

�� 见文献 ��� 第 ���真方程 ����
�

符麟稍有不同
�
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假定捍件失去穗定徒税向内力的大小不燮
�

将 ����
，
����代入方程 ����

，

我俩

得到

��
��

刀�
，，

誉�
�
一 �几

，
�

，，，
� �誉

，�
� ���

‘ ，

甲‘ � 一 �几
，
尸�‘

，
� �夕

，‘
一 ���

，，

二 �

���
�
�

�����

��
。 。
��� 一 ��

。 ，
�，，，

一 ��几一答
尸��’

‘

厂

�
�

� ��言
�，
一 ��泞

‘ ，
� � ���

�

�

一 �人
，

犷
‘ ’
一 �丙

，

叨” 二 ��
。 ，

�’ ，’
� �弄

�

一
�子
�
�杯

‘
一 ��

�

� �� 。 �����

道便是在均匀厘精下穗定简题的一般方程
�

方程 ���� 官同迪富的篷界像件徒
，

便可决定陈界载荷 � 和捍件失去穗定俊的臀曲扭棘形式
�

方程 ���� 典 �
�

�
�

符拉索夫理萧中相富的方程的差别在放
、

业且谨谨在放道裹

引逸了一涸新的魔羡位移 �
�

由此可知根慷本文的理希所得到的陈界载荷
，

不曹比根

檬 �
�

�
。

符拉索夫的理萧得到的大
�

如果捍件的雨端是筒支的
，

郎在端面上
�

言� 甲� �二 �
，

材
�

那末泌界倏件焉

在 二 � � 和 。 � � 虚
，

奋一 甲一 �一 �
，

引
尹 ·

� 对
，
� � � � 二 �

夕
，，
� �

，，
� �

，
� �

�

焉了满足谊些遥界碟件
，

我佣可殷 誉
，
夕

，
�

，
� 有如下的形式

�

一
才 ， 汀才

� 二 ���

万
�

“ 一 ��，�
子

，
�一 � �‘�

子
， ，一 �

宁 ��
“
工

�

����

����

� ����

其中 �
，
�

，
�

，
� 落常数

�

将道些算式代入方程 ����
，

豹去公因子徒
，

我俩得到 �
，

��

�
，
� 的四侗杳次方程如下

�

��
，

��

��
二

一 ��� 一 ��� 一 户
二，
�

��
，
一 ��� �

� �� 一 岛
，
� 二 �

一 �尸� � � �� �
贵 ��

。
一 ��� 一 �。 ·�

， ����

一 八
，
� 一 岛

，
� 一 户。 ，

� � 几
，
� 一 �

其中

、��沪勺山�
了‘、

‘
�����、‘����户

凡
��

二二介�

��

� �几
，兀�

��

� �扬护
��

��
��

护
一 ��

� � �
犷

。 、 二二 一二二� �
占�

�

��
。 。 ” � �几汀

�

��
� �

习
，

丙
��

。 一
‘

���
，
一

署�子
十 ����

�，
�与�户
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要方程 ���� 有不全篇零的解
，

必须它的行列式篇零
�

�
”
一

” ， �

�
， �

� �
，

气 一 几

一 �尸
，

一 八
，

��
，

一 �
，，

����
一 ��

， ��
， 一

共���
。

厂

一 尸�
，

一 �、

一 �
�，，

一 �，，，
一 �山

�，

道是 � 的一侗三次方程
，

因此 � 有三涸根
�

其中最小的一涸便是所求的聪界赓力
�

如果撑件的截面具有封解性鬓
，

那末方程 ����可有很大的筒化
�

如果 二 翰是截面的封解翰
，

那末

�� �
，

加是方程 ���� 化篇
�

�尸
二

一 ��� 一 八
，
� �

�马 一 ��� �
��� � �

�
，，

一 �
‘ �

一 �， �，，
� �“ ，

一 �
�

����

�
，

一 户
��

� � �
，，
� � �

� 尸� � 爹��一
��� 二 �

。

���
�
�

�����

方程 ����� 只涉及到 �
，
刀

，

而方程 ����� 只涉及到 �
，
�

，

因此它俩是彼此燕阴的
�

由此我俩知道馥界载荷通合下列雨侗方程之一
�

带 ��一
” ���

。
一 ” �一

�，�， ���
�
�

终
�

�尸
二

一 ��一 此
�

一 �
�

�����

方程 ���
�
�和根慷 �

�

�
�

符拉索夫理渝得到的方程相同
�

遭锢方程的雨佃根是 �其

中 产 � �����
�

�
�

尸，
十�

。
土杯�瓦再�乃

之二币 二两序矛�
���一 产�

方程 ����� 舆 �
�

�
�

符拉索夫的不同
�

尸 一 �
二

由此我俩得到
�

此
，

尸 二
�人

二介�

��

尤
，

‘二
�
，·，

一 共乡 十
户

里少犷、
五介

‘
��

����

���
�
�

�����
一

�上

�了��、‘吸

疽涸聪界屋力比 �
�

�
�

符拉索夫的小
，

业且 � 愈小
，
它就小得愈多

�

如果 二
朝和 夕 朝都是截面的封解朝

，

那末除 ����式外遗有
�
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� � �
，

几
，
� �

因而 尸 的三佃根是
�

� � �
二 ，

� 二 �， ，

�
��

二 �
�

� � ��
�

����

����

、、了‘，尹�人，一，�内�
��、、户砚

是侗桔果舆根攘 �
�

�
�

符拉索夫理箫得到的相同
�

如果捍件截面是心封解
，
那末

� � �� �
，

�
�，
� 几

，

� �
，

龄是 尸 的三于固根是
�

� � 凡
，

� � �， ，
� � �公

��
，
二 �，�

� �
�

沁一�
�

一��一

前雨侗是欧拉筋界值
，

徒面一佃此 �
�

�
�

符拉索夫理渝中相患的馥界值小
，
业且可以

羡明
，
� 愈小

，
���它小得愈多

�

如果捍件的雨端是夹住的
，

那末遥界倏件篇
�

在
， 二 � 和

。 二 � 虚
，

誉二 粉� �二 � 一 �
，

誉
�

一 甲
产

一 �
尹

二 �
�

����

篇了满足道些遥界倏件
，

我俏可投 曹
，
夕

，
�

，
� 有如下的形式 �

李�
�

�卜一等�
�

�卜一乎�

� �厂
�

�‘ 二 、
�

一
“ �� ��

工厂夕

� ��斗�

��
� �介

�

�介二

� � 刀
一万，

�
�工� ��一了一 �

乙 乙

其中 汉
，
�

，
�

，
� 篇常数

�

将此式代入方程

��
二

一 ��� 一 ��� 一 八
，
刀

��
，
一 ��� � � �� 一 岛

，
�

����
，

拘去公因子徒我佣得到
�

� �

幻��
，�内��

�、 �

‘
、

、、口�‘龟、���了，���

确
，、 � · 尸。 �

令�，
。
一 ，
卜

，·， 。 一 。 ，

一 九
�

� 一 岛
，
� 一 户。 ，

� 十 挤
，
� 二 ��

其中

�
�

�
�人

�介�

�����
“ ’

�丙
，汀�

�����
� ’

�人
，介�

�����
�

户，
，
�

�丙次
�

�����
“ ’

�，
�

户
公， 二

。 � ���
。 。
护

，

� ，

�
犷 。
� ，不一 ‘ �下下�了二可了 宁 行�‘ 石 ��

，
二。 � � �‘ �‘ ，一 �

��
� ，二� 。

八 �子、 二�
�

� ，

而面
厄

，
户。 一 乙

甲
“

一宜夕在面
厄十 行 “ 二

方程 ����在形式上舆方程 ����完全一檬
�

比较公式 ����和 ����可以看到
，
封

敖陈界载荷而言
，
雨端夹住的捍件相富加一半畏度的雨端筒支的捍件

�

作焉本筋理渝的一侗例子
，
我俩来考窟一徊角形截面的捍件

，
如圈 � 所示

�

殷截

面是等厚度的 �厚度焉 人�
，

雨肢畏度的比篇 � �，�

道佃截面的重心舆雨肢的距敲
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篇 �
�

��� 和 �
�

���
，

而主坐漂
二 翰典一肢的夹角

篇 �一��
。

劳
， �

扭褥中心颖然在雨肢的交黔
�

由

加 。 三 �
，

所以 丙
。
一 儿

二

一 丙
， 之 人

，
二 �

�

其

他的坐何特微如下
�

、，了脚�今�了�、

、������������几�了口 � 一 �
�

����
，

� 二 ��五
�

�� 一 �
�

����

、 二

叭 二 ���
�

�人��

�
，
二 ��

�

��人��
，

�
�二

� �
�

���人��

� ��
�

���人��
，
�
二，
� �

�

���人��

� ��
�

��左��
，
�

。
二 ���

�

‘ 左��

弄丙丙

几 � �
�

���左��
�

、、�只︶�
了
�
、

��一一

产
，矛�甘

圆 �

��
�

��一 �
，

�

�
�

����
，

一 ��
�

��
�

殷捍件的雨端是筒支的
，

业假定 � 二 �
�

铭
，

我俩

徒 ����得到特徽方程如下
�

�
，

���
�

��一 �

一 �
�

����
，

一 石��
�

夕
，

�
�

����
，

一 �
�

��斗�
，

‘
�

�����
�

����久一 户�

�
，

一 ��
�

��

一 ���
�

�

����十��
�

其中

� �
���

�人��
几二

人���

��

��

严 � 万了
�

����

人

竿戒 丁
�。 ‘ 一

会
、

�

展朋行列式 ����
，

我佣得到

产���
�

、 ，�户�一 ���
�

�户� �，����一 产����
�

�户，
一 ����户�� ��、 ���户一

一 ��，����一 �����户， � �������户
�
一 ���，����户一 �

�

����

根檬乡副固方程我们得到 尸 典 � 的阴保如圆 � 中的曲腺 �所示
�

如果恨捺 �
�

�
�

符拉索夫的理渝
，

那末得到特徽方程
�

产��
�

�，�户�一 ���
�

�户� �，����一 ���
�

�户
�� �����户�一 �������户� �

�

由温侗方程规定的 � 舆 � 的阴保
，

在圆 � 中麓乎舆由本文理渝得到的曲腺没有匾别
�

在圈 � 中遗畜出了根檬欧拉理渝得到的曲腺 ��
�

促道涸例子可以得到如下的精渝
�
略去庚羲位移 �野陈界力没有很大的影馨

�

因

此以徒篇了筒便起兑我佣就略去 �
�
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�

飞丽
� �

�

���

、 �
�

���

�
。
���

�
。

���

����� ���� ��� ���门门

�������
��������

�������������
、、 、、

入入入入入
飞飞飞交交飞、、 、 知、 ��肠肠肠

�� ��� ��� ���

圆 �

四
�

偏 心 廖 精 的 稳 定 性

段有一雨端筒支的捍件
，

在雨端承受揍矩 ��
。 ，

屿
。
和厘力 �� � 一 � 的作用

�

砚在需要决定通侗捍件的得定性
�

篇了针算筒便起兑
，

我俩舫探用近似方祛
�

首先

我俩忽略 �� 和 �
，

是梯本筋的理渝舆 �
�

�
�

符拉索夫理萧的差���谨谨在转是裹我俩

考窟到捍件的原始臀曲状熊
�

捍件的原始携度是 �

、

，
�、、了‘产﹄、，声、�产

����’����������

矛�、�了
、
产电、

斌
。

����
二

宕
�� 一

宕
�

，
甲。 ��

。

��几
， 城乙 一

二�
�

捍中的原始内力是
�

��

在忽略 �

一
、 ， ， ， ， 一 � �

， 。 �
�， 、 ， ，

�
，，

� 一 �， �
苦。 ，

�
，�， �� 一 �

，
��� 一 二渝 � 一 令

二

城
。 � 书

二

一 。 � ·
一

。
�

一

几
二

一��
’

��
，

的像件下
，
方程 ����化篇

�

� ， �，�，
� 。 � 。 ， � ， 。 ，， 、 � 、 ， 。 ，

人
二

�
二 。 。 ， 二

乙�。 了
‘

十 犷气夸” 十 口口
一

，十 似加 口
�

一 一百丁
�

一 以 ‘ 一 芯君少口 � �
‘ �，夕

一
， ，， �

一
，
二 � ， � 、 � � � ， 二 ��

��，

�
。 。 ， ， �

�儿
，
刁�� � ��夕

��

一 ��
，，
�� 城

。 �
，，
一 匕
头华

卫��� 一 �。 ��
，
�
’ ，
�

一 “ ��

“
一 、 ‘

一
了 ’

一
�“ 一

�人
二 “ 、

一 一
’
一 产 一 “

�
��

刀 �
。 。
��犷 一 �尺

。 � �人��
，�
� �从

。 � ���誉
，‘
� �峡

。 一 ���甲“ �

‘

几
。

从
。

十 ‘ 任气一二

艺���
��� 一 ���刀

��

�
尹

�
�

，�

��
�

�人
， ��� 一 �万�誉

‘ ，
�
产

� �
�

殷捍件的雨端是筒支的
，
郎在失去糕定筱捍端没有烧度和扭翰角

，
同峙力矩保持

不燮
，
那末根谍公式 ����篷界像件篇



�期 胡 海 昌 � 阴 口 截面
‘

弥性薄壁捍件的微 定性 ���

�
，。 ， ， � 、 。 ， � ， ，

�讯
匀 一 ，� 一 � ，

梦
’

一 下序犷万� 又� 一 �二��’ 二 �
，

丫
‘

一 了言节一 体 一 �之少�’
乙乃 ��� 乙刀 �“

�� �
‘ �
一 �

�

� �
，

��斗��

�����

由放在方程 �斗��和遥界像件 ���� 中出现了带有鬓保数的蔑项
，

它的华催解很

靴找到
�

因此本筋我俩牌用伽邃金方法 �在下面救述的伽邃金方法就是能量法�来找

寻近似解
�

将方程 ���
�
�

，

�����精分雨次
，

我佣得到

誉
，，
� ��誉� ���� ��

。 �一
几

，
�

万。

��
，， �� 一 �宕��

，
� � � �君

，

���
�
�

����仔臼仔��
，，，
� ，�。 一 ‘ 。�� 斌

。 。 一乓些
旦�� 一 �二�。

尹

一 � � 。 二
�

乙�公�

���扬��

利用遥界像件 ��的 容易茬明 � � � 二 � � � 二 �，
因而 �朽�化焉

�

，����人
，
誉刀 � 尸拿�

万几
，
丫

尹

十 尸夕�

�城
。 � ”��“ 一

黔
�� 一 �·，” ，

�

���� 一 。 ” 一

黔
�� 一功 �’ �

是檬基本方程化篇 ����和 �����
，

而相阴的遥界倏件可取篇
�

在 万 一 � 和 二 二 � 虚
� 誉二 夕� �一 �’ ‘

� ��

假定 誉
，
甲

，
� 可近似地表示篇下列形式

�

睿� 汉 ，�。
华

， ，� 刀 。��

半
， 。 一

� 乙

户
�竺 介之

七 “ �� 几乙
�

道些算式已满足了遥界像件 ��为
�

将它佣代入方程 ���� 和 ����� 的左端
，
乘以

���子
徒封坐漂

二
促 � 到 “ 覆分

，

令最徒所得的桔果篇零
，

我俩得到

�一 �
，
� ��� � 〔��一 �二

���
。 � ���� 一 。 ，

�一 �，
� ��� � ���一 �，

��
，。 一 ���� 二 �

，

���一 ‘ �腾
。 � ���� � ���一 丐��

�。 一 ���� � ����

�
， �

�

�
， �

�
� 。 ， ， � 。 、 ，

、 �

一 下万 犷 。
十

一不一 �’ 十 �户
�

似
�� 一 �户

，
似

舍� �‘ 一 �

厂 尸
一

�

��、、

�

其中

尸
二

��
，， 二� 。 � ���

。 。 二� ， 。 � 、
一

一一二厂了�一 ，
厂 ‘
�

一二�一 议�一下万— 勺司 ���崖 �，

乙
“ � �

� ‘ 一
�

����

丛编一一几一刀

几一��
一一公

�
�

立����

二

竿
，

尸，

一

会
， �梦 �

要方程 ����有不全等加零的解
，

必填它的行列式篇零
�
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尸 一 �
二 ，

�
， �一 �， ，

��一内��
，。一��

，

��一 �二

��
万 。 � ��

��一 内�矶
。 一 。 尸

令
一

��一尸
。
���。 二、 。一�。，、 。

� �
�

����

��一气�峡
。���

，

展阴疽侗行列式我俩得到
�

， � �
、 ，

� �
、 「�， ，� �

、 � � 。 � ， 。 �
‘

�

伏 一 �’����’ 一 �’���几厂 伏 一 尸。 �� �户
二

似
，� 一 �户

，
材

月。 �一
� � 」

、，产﹄卜
了，，︸︼魂污︸�

�，，上一�

一一

一 ��一�
，
����一��

��
二。����

�一�� 一 �
二

����一����
，。一���

���
�

通便是在眼界状熊待外力 �
，

呱
。 ，

嶙
。
所患满足的倏件

�

如果根镶 �
�

�
�

符拉索夫的理希
，

那末我们将得到
�

‘� 一 �
·，‘� 一 。 ，

�令
‘� 一 �。 ，� �。 ·

、 。 一 �“ · 、小
一 �� 一 凡����

。 � �尸�
� 一 �� 一 �

�

����
。 一 ���

�� �
�

疽相赏加在方程 ����中假定 �二

� 内 二 �
�

但是促公式 ���� 可以看到
，
�� 内

因此它俩不可能同待焉零
�

现在我佣来根操方程 ����衬渝坐侗重要的特殊情况
�

�
�

毅有一等厚度的封稚的十字形截面的捍件
，

在 厂 平面内承受携拒 �
�。 � � 的

作用
�

要决定 � 的陈界值
�

殷截面的尺寸如圆 � 所示
�

由放道调截面的 。 三 � 和由能封解阴保
，

� � �一 。 ，

�
。 。
二 �

二，
一 �

，，
一�

�

��斗
�
�

其躲的截面的震何特徽如下
�

� 二 �人���� ��
，
�
� � 粤人����� 。 ��

�

了
，�
一

普
“ �
�‘ � �’

�
，

�
�
二二

� 二
月 ��� �� ，

�

�
�

，，
� ，丁 力��

�

、 一

普
‘ �‘ �‘ 十 �，

·
��斗��

朴是根檬公式 ����得到

、了一，︸，�‘
、

、
�����、

���
矛

� �
�� � � —�

介��人��

��

�
二二

一
�

介��人��

乙�

�
，

�
�。
二
卫
�
�左����� ��

，

一 生矿
�

一 月
，
� �

�

，月一一�

一，︸一一�仪

在方程 ����中合
� 二 �� �

，

蝎
。 � � � � 和 从

。 � �
，

我竹得到 � 的一涸二次方

程如下
�

�，
�卜

�二

�
� 、 �一
手

�
二

�， �。
一 。 �

由此得到 � 的雨侗根如下 �
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�

侧万天万丁
士

—
‘

�一��

将公式 ����代入 ����
，

整理徒得到

�

一 士 二丁
�

�

� 、����十��

�一蚤�
�

介 �人

�

竺

仔

����

����

�
�

�

�
。

�

�
。
�

�
。

�

�
。
�

�
。

�

吟吟
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，，，，，，，，，，，，，，，，，，，，，，，，，，，，，，，，，，，，，，

����������
������������������������������������������……………………………

’

�

了��������
夕夕

����

��������������������������������������������������������������������
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末封粉任一涸 � 都有一涸聪界值 ��但若依照本文的理输
，

那末只有在 “ � 刁丁 待

才有眼界力矩 �
， � � 粼玄待捍件不含因携矩而失去稳定

�

粼丁 遏一涸特殊的数值

是否 正催
，
有待粉育阶的橙明

�

不遏就臀的方面来税
，

本文理渝是符合粉育除情况的
，

因焉握输表明一涸竟而扁的捍件是不食失去侧向穗定性的
�

�
�

投有一等厚度的封解的工字形截面的捍件
，
在 州 平面内承受揍矩 �

�� 一 �

的作用
�

要决定 � 的踢界值
�

毅截面的尺寸如圈 � 所示
�

由鹅封解阴保
，

� 一 �一 �
，

�
�，

� �
，，
� �

�

其除的截面的坐何特徽如下
�

一 � � ， ， ， �
� 、 ，

斗
， ， ，， ， �

�
� 二 二 。 ， �

�

� 、 � �
�一�左�������

，

�
二二

�一左�
� ��

，

�
，，
一于人�

�
������

，
�

，
�于 人�

�
��������

�
�

一

一
“ 一

’

一
�

” “ �
� � � � 一 ， “

�� � 一
、 一

‘
一 � ， 一 �

� 一
、 一 ’

一
’

一
产

，
一音

‘����， ，一普
‘ ����� ��

，

朴是促公式 ����得到

�
�

，，
� 二二

一

�月
�

�� 十 ��� 十 ����

十 ��
〕
�

�》

阵卜产

，，
、

，、、夕、�了����������

、��吸����，

…
尸

二

一

音
一

鲁
尸。 �

护 �人��

��
��， �� �

�

�

介��冷��

��
��� ���

，

月
二

一 月
，
�

些
�

汀��左��

��

。 � � 粤
� 。 左�二 ��� 。 �

，

�

��

气 一 �干云己
�� ��

����

�妒

和以前一样
，

我佣得到 � 的陈界值如下
�

遗有一侗特微方程的根是

一

六寸于下又
�

一

六了
…黔获

�

但它富 ‘ 超近朴燕舅大待翅近放零
，
因此是混淮特徽方程中去的假根

�

将公式 ����代入 �公�
，

我俩得到 � 随 � 而夔的嗣保
�

� ������� �
‘ �

� �

� 一 二二
�

几
一
下一二一一一一了

� ‘ �
’

十 二�了
�

气石
� �十��一伴 � 艺介一

乃

五���

��

二“ � ·�

�
‘ 介��左��

乙�

促通侗公式我俩可以看到富 � 》 �
�

���晗谊涸捍件在携矩作用下便不督失去侧向穗定

�

隆
�

如果依照 �
�

�
�

符拉索夫的理渝
，

那末我佣得到
�

� �
， �

� �

� 一 二
一 �弋�

’

十 二一了
�

一于

� 叹 ‘ 介 “ 乙

左���

��

“ � ·�

�
‘

·

竺�人��

��
����
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二 �
�

�
人���

�
� 一 �

，

我俩根檬公式 ����和 ����叠出雨倏曲腺如圈 �所示
�万�

取

寺寺寺 、、

���
���

���
泣泣泣 习习习

�茗茗茗
上上上

���������

匆匆匆卜卜卜卜卜

飞飞飞
���������

二二二
目目目目目

������������
勺勺勺勺���矛矛
�������

���

���

����������
洲洲尸尸

���
口口

圆 �

上面所衬渝的保假定捍件的雨端是筒支的
，

郎在失去稳定徒捍端没有携度和扭搏

角
，
同待力矩保待不燮

�

如果捍件的雨端是灾住的
，

郎在失去得定徒捍端的携度
、

恒度

和扭搏角等转零
，
同待端面又保持篇平面

，

那末蓬界倏件焉

在 二 一 � 和
二 �� � 虚

�

誉� 夕� ��� �
，
誉

，
� 夕

‘
� �

，
� �

�

�石��

焉了满足温些蓬界僳件
，

我佣可假定 乳

，一 ，
乙
�一

。
��卫醉、

， ，一 。 ‘
� 乙 � �

从 �有下列形式
�

卜
。 。 �

等�
，

卜
�

�卜
。��

等�
·

“ ‘�

将谊些算式代入方程 ���� 的左端
，

乘以

徒得到的桔果篇零
，

我们得到
�

�
�一 。 。 �

粤、徒野 二 徒 。 到 � 猜分
，

命最
、 肠 �
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‘

，、�了抽��八�石
了�、�矛‘、

、，�，‘口���‘、护下‘、�、������、了������ 一 �
�

�� � ���一 �，

��
二。 � ���� � �

，

�� 一 ���� � ���一 �，
��

，。 一
���� � �

，

���一 �二

��
二。 � ���� � ���一 �，

��
，。
一 ���� �

其中

�
二

二
二��人

二

�乙���
� ’

�

�
一

鲁�尸 一 尸·

卜
�。 · 、 。 一 �。， 、 。

�
� 一 �

·

尸，
一

豁
，

凡 一

手�豁
�

闪
，

汗

。 �

�� 五生
�

��
，， ’ 巧 �

人
，

��
二� 月

，
�
人

，

��
二二 ’ 月

，
�
丙

�

��，
，

知

方程 ����在形式上完全和方程 �” �一样 ，

所不同的只是其中 ��
，

凡
， … 等的

意羡
�

比较公式 ����和 ����可以看到
，
和中心均匀壁缩的情况相同

，

封粉阮界载

荷而言
，
雨端爽住的捍件相赏砖一半畏度的雨端筒支的捍件

�
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