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弹性薄 壁 捍 件 的 振勤 理 兼
�

解 伯 民

�清 菜 大 攀�

�

一 前 言

本交基朴典前文 〔‘」 相同的假投
，

虚理了弹 哇薄赞樟件的一般振勤周愚
�

本文的

桔果挽明
，

在一般坍合
，
薄壁捍件的振勤 是空简臀扭

二

振勤和翰向振勤的珊合
�

封患朴

一定的瞥桩振勤形式
，
可么有煞限多�固自由振勤的硕率

， ‘

七佣封磨转不同的翰向振勤形

式
�

按照 �
�

�
�

符拉索夫的理输舒算所得的频率相富粉我佣的最低飨率
，

但前者一般

高朴援者
�

�

二
�

基 本 方 程

考窟一弹性薄壁捍件在腺怖横向载荷 衅�幻
，

心�的
，

腺怖扭矩 。 忍�的 及撇向艇

力 � 的作用下的振勤周题
�

假殷撇向壑力 � 保由按平面规律分饰的患力所合成
，

它

可以是待简 �的已知函教 尸�约
‘

坐漂系

的取法如同 �
�

丫 ，
� 焉埠件横截面的中

心主翰
， 宫

焉埠件翰腺
�

投捍件各黔在

振勤恃沿
� ，

�
， 。
朝之位移各焉

“ ， ，，

弘

���在振勤待作用在翠元 弓�击 上之膺性力

沿
、 ，
夕

， 二
翰之分量各焉

�

。 、 君 �

一器
、 、 。 岔�

一器
，。
法君 己，

一令

兰 人浮万 �了

�

上叻 瑟。
击

�
���

上 人击 ��
�

�

其中 左 一 创
了
�虑壁厚

，
丫 焉翠位艘覆的重量

，
� 恩重力加速度

�

勿
，

热
，
户

。

之意羡焉

� ���� 年 � 月 � 日收到
�
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一

，�������侧������
�� 心������，���� �

一�，�目 门��，月������������ 月 ��砧内曰�甲晌�
�， �口，口�������，�，，�，，，�一 州

一
���飞������口�

���� 织 �卜� 口������甲，��，卜，����，，�甲，���

一
一

一
��

悍件翠位面精上的情性力分量
�

殷 李
，
夕焉坐漂原黔 �郎截面重心 、 沿 ，，

夕 勃方向

之位移
，
�篇栽面搏角

�

根棣横截面周腺不可逮形之假定
，
赞是作用在捍件翠位是度

七的食性力 价
，
�， 及惯性扭矩 。 二

焉 �

���

竺
�

卫
�

丛
�改一���的一���脚一���一一

、
一穿

二

�

其中
� 一

又
�
一只

滩击 焉截面面猜
，

�
。 � � 尹�人铭

，
焉截面梅，��性矩

�

住害窝捍件覃元的振勤方程待
，

我佣患歌补及椎向燃力由料捍件振勤燮形而癸生

的影髻
�

毅捍件在振勤待的罐形很小
，

我们甜篇撇向魔力在捍件借截面上所引起的法

患力 武 及剪患力 �乳典在平衡情况下所引起的相同
，
郎

。 �
叮

� 二二二

一
气二

�

�尸

�勺 � �‘ ，

�，� �
��

���
�
象� �

，

其中 ‘ ，
勺 焉 尸 作用黔之

劣，
� 坐漂

�

、一��
，�“ 一 ‘

一��
一 ‘ �二

在 袱
，

心
， 。 昙及 尸 的珊合作用下

，
捍件已有形燮

，

我佣假殷道些形燮很小
，

而且焉了

清楚起兑
，

我佣以 ��， ，
誉

，
�

，
�

， ‘ ， ，�

等来表示由朴捍件振勤而聆生的位移和患力的

增量
，

转是
‘卜

、召、，
�

�

巴��
、
了�、氏 一 “

餐
，

几一
�

摆
�

器八器
厂 �

鬓一〕
其中 。 丧示扇性面覆

�

砖是根旗前文 〔‘�的 ��幻一����式
，

���得在振勤待的基本方程
�

。 豁
� �

�
一

景小鲁�
十

翻
人一丫 �

豁、 �
，
�

豁、 ，�，��

丫
�

��留

— — 忍 一二了
一二

，，
二二二 妞，

� ��
乙 ���

�� 外文字母上加一撒表示到
，
之微分

�



� 期 解 伯 民 � 邺 性 傅 壁 捍 件 的 振 助 理 输 ���

、了�、少、，�加��乃��
、了�、‘、成

一

磊自击 � “ ��

器
��� 下� ��誉

�

宁 ���勺
�

下丁��一

一 —一 一二，�

一 �才‘ � 口�
‘ 二 ��

�内仃︸召业砰宜
。��“

少

日君�了
�，
方��’ 十 � ，�

丢畏
口忿�

��誉

十 、 ��

会
� ‘ 器 � 汉��

口�� ��

弓
一

社

� 够 二 廷�
�

丛
�

盆、一忍么
‘︸君

�一����夕

�念 日�
田，
人岔了 � ��， 口�粉

‘ 卜 了廷，�
�

不�
�万

一 口之�
十 ��� � ，。

旦� ��
�

夕，﹄

�
�，

������月

�
�，

��

其中 二 一 � � �双
二

� �
�

二兰土丛
�

���一 一 � � �形
�

�才�

口��

�之�

�一
�
二�二

��
�，�

�
二�

�
二七，��，，，

�，，
��， � �了乙

。
� ‘ ，

��

�，�� ��二
， ，

‘二一��
戈 ，�

�一�

�己了
，

一 尸‘ 十 ��二
。

��
二

一

汉” 二 一 八、 」一 �形

�、 一
��
一 ，， ‘ “ 了

如果遴界像件典待简热阴
，

相患朴方程相
�

��、一 ���的涤界倏件舆前文〔 ‘ ’ 相同
�

由方程粗 ���一���可以看出
，
在一艘场合

，
报勤是以 留

，
言

，
夕

，
� 同诗出现而存

在的
，
也就是税是空简臀扭振勤和朝向振勤的哪合

�

焉虚理筒便舒
，
我们引逸下列函敷 争

，

郎合

、，矛、尸一�����
���了性、了、价一�一�一

似 二二

�左

， 、

��留
�

�宁
， ，

口李
， ，

�夕
�二 � 仃 ‘ 一犷甲 十

� �

石尸， 丫 卞 几不丫 夕 十 一石二一

� 口百 �万 口汀 口汀

�了

公

今一资缪一六
一

令�
其中 �� 一

令
�

朴是第 ���式官然满足
，

而方程 咬��八��
，

���刻化焉 �

、，、

、�，�
月

��刁�土了�、了�、�一产立 �
‘

厂旦生
日之 ����

君‘ 黝八
· � 尸

器

黝向
， � “

一

豁

��口
�

丫� �乙枣
厂勺 下几

一

十 —
一

无了 一 �荃� ”
口二 � 口 ‘

于�
，

丫�
�不尸飞产 卞 一—�之 “

� 乱参一 弓
��邓三产

一

口�

� �己
二

二 �峥一甲犷�、�︷于

�

立�厂
�

旦逆
闷

一上里里、
己屠 ���口

夸 ‘ �� 日�
‘
�

己之穿
心� �了 一 厂口

、 ， �二一只一
户

�君
山
十 尸几

�

音专 十
口忿�

��夕

�
�一��二 � 。二��一�

�器
�

丫了。
�
�
�

。 �
、

门� 一— 二
一

马 一 ” 气 一
” �

� 口二
‘

����

其中焉筒便舒
，
引人了下列符鱿

�

产 二
几

二

十�”
�

几
�二

十几理

�
二二 月�

�
��，��，，

、

�，，

决定函敷 中
，
誉

，
夕

，
� 的第四涸方程可由 ���� 及 ���中消去 留 而得到

，
郎

雄
一白�
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��功
日万�

方程粗

出 〔���

� 日�价
� ‘ ，

己 �� 日价、
� ， ，

��享
， �

日夕
， ，

�口 八
一 一

万
一

下不厂 十 二二 � ��，，
�

�
��， �又， �宁 甘邝 �

一获卜
�

丫 十 不
一下� 十 蔺甲 曰 ��

日
·

又” �
乙一 �不

一
乃 �� �

�

� �� � �
�

�� �� �� �

����一 ��，�就是找护，的基本方程
，
在各幢支承情况下的遥界侏件也很容易求

封转在雨端

富

君 � �� 及 宕

铰 支 捍 件 的 解

二 乙 铰支的捍件
�

雨端的遥界倏件篇
�

之 一 。 及 君 � � 恃
，

誉一 叩� �一 。 ， ‘ 一 �

也郎 泞一 甲� 口�
��功
�之 �了

����

����

另外
，

封赞阴 ��截面的捍件
，
因焉在雨摧向遥椽上煞剪患力

，
所似有遏界像件

�

富
� � � 及

� 二 �峙
，

价一 �
�

����

而封龄阴合截面的捍件具��有迢期倏件
�

价�
，
二 功�

，� ‘ �

����

赏 社 � 弓 二 川 � � 而 � “ ����� 待
，

焉要满足遥界僳件 ����
，
可合

价一 艺 功
。

�
，
�
��� 几

。 “

李一 艺 �
。 ，
�� ���

��� 及
。

反
， � ，

��俩��归我仁
，� 艺 �

， ，�� ��� 反
。

万牙凡凡

�二 艺 �
。 ��� 又

。 万 ，�� 反
，

其 中 凡
�

二

得到

将 ����式代入方程祖 ��� 、一 ��，�
，

取各同短项的傈教篇零

争
·

�
·
�‘

一
‘ “
一

�‘，� ·
� �二 ‘“ �一誉

，�汉
，
一 。

价
·

�
·
�‘二‘，’

�
一

�‘“�，

一 �二 ‘“�一譬
，‘ �一

。 ，

����

，‘
�
，刃‘

�广皿�，，︸产���，
︸

瓶
一乙“
一
��一�

势
，，

�
了

�几
， 。三。

，
�了 � ��� 大蕊刁

，�

一 �己
二

大三�
。

一��
�� 十 �巴二 � 月勺�尸 一 �」大三�，

一

��
。

一— 尺花�
�

� �

�
����



� 期 解 伯 民 � 浑 性 薄 壁 捍 件 的 振 勤 理 渝

人

荟�资
里弩立�一

“价·

�
·
�� �“

·

��二
‘
� “ · ，‘

� “ 一
’

卜
“ ‘ ��‘，

其中

限制

心一
刽

“ 一

脚 在很多易合

可以是虚敷
�

因 “��粤萝
，

所以 。 。

是育敷
�

但我佣业不
” 。

是膏敷
，

也���

役函数 �
，

�。
�，
几

， ， ，
�

，
�

，

�
，。 ，
几
� ， �
�

，
口

。

�。
�，
又

。 ， ，
�篇下列方程

左

篇�青令�
一 。

·
十 “ ‘ · “ 一 �

人

橇
一

�含
�

鲁〕
‘
备�含孚�

一 ，
三�

。
� 五左久

， 夕，
二 一�

，

����

一 ，三口
。
� �左大

。 。 ，
� �〕

、，声、�少
�片�，‘，‘了龟

、山‘、

之解
，
而且野朴期 口截面捍件满足遥界像件

�

�
�

���二 �
，

���� �
，

�
。

���二 �
�

���� �
，

口
。

���� 口
�

����� �
�

封朴阴合截面捍件满足遇期倏件
�

�
。

���� �
�

�
， � ��

，
�

二

�
�

�� �
。

�
， � ��

，

口
邝

�
，
�� 口

�

�
� � ��

，

只��方程 ��钓 之解可以窝成

价
，

�
了
�� �

。
�

，

�
�
�� �

。
�

。

�
�
�� �

，
口

，

�
，
�

�

将 ����式代入方程祖 ����一 ����
，

业引篷下列符鱿
�

����

·
���

·。 ， ‘ ·

�一

��
�
一

“

一
“��一 �

。

卜��
�

· ，“一
，

����

再注意到 心
� � 心

‘ ，
心
� � 心

‘ ，

心
� 二 心

�，

我俩就得到决定振勤硕率 左
，

的特徽行列式

焉 �

�“八曰
�仍

一

誓
一

切“即 一 烈卜子
，“ �

了
� 人� �孟“ 卉

‘

备
‘二三

‘
护 �

， �

� ，， � ，， 下� 二

几互
� “ ” ” “ “ 石

一
‘ 一‘ 一了

尺

借
一 ‘二，·“’ � ’ 勺 ‘霖

一

誓
‘二三

·‘’ 一 ��
二

又柔

备
�

， ·�
·
�
� 十 ，。 ， ��

备
�

。 ，�嵘
�一 。 ，二 ��

音
，， ”
�二 一 〔�尸���� �

� 月‘ �尸 一 ‘ �嵘一
丫��

�
杖

如截面具有二封解翰
，
别 心

� � 菇
� 二 心

� � ��
�

再假毅 � � �
，

��� ��。�式化焉三涸

镯立的方程
�

�
�

了 成。
嵘 口“

下�
� � ��

一— 气元� ����

�� �

一
…
�一一

�
一一一一一一‘ �
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�
�

飞不凡 ” 益‘之
�止 毓

�
� �

，

备
凡嵘蹭 � “ ‘二� 下��

二 ， �

— 尺元 “ �
�

�

����

����

封患朴一定的 丸
，

����式及 ���� 式分���决定了捍件在
� 及 夕 方向横向振勤的婿

率
，
而 ����式���决定了扭搏振勤的颁率

�

现引逸下列符犹
�

，乏
二

� ��只三
� 几� �三������

”三
， �

� �� 几乏
� 几

。 口
蓝
����

����

，蕊， �

只�����式可窝篇
�

�

�

���
，一��只三

几
， 。
君
����，

��

�车
一 ，、一 ，

� �石男 �

� 丝
。
护

了 入
，

� 嵘
� 久

。 以
�� 尸‘

三丝
， ，�

百 几
� 一 ，

��

匕婿
一 一 �、 一 尸

、 �分� �

�� 卜� ， ， �

� 几
。 “ ”

一 勺 � �
�

����

弓
�十 尸勺

� ”三
， ， �

一二一 �
二二 口�

�

一 ��乙
右 人�

， � � � 、

� �三
�

、
�乙�

，
一 �少�

�二于�� 一 � �一
� 砂元。 �

嵘一‘
�
一
�

一 ��
� � �‘ � 月动 �

势患鹅一定的 凡
，

郎封磨粉一定的督扭振勤形式
，
满足 ����的 入 值一般有燕舅

多佃
，

也就是 左
，

值有燕窦多佃
，
它俩鹭愿朴不同的翰向振勤形式

�

如果 尸 之值遂到稳定简题之馥界值
，

良��� 满足下列行列式降 【‘�，

�孟
。 。
二
‘ 一 � 天

， 。
泛
� 孟

。 。二�� 尸�
。

�

� 几
。 。
二
� 孟

。 口三�一 � 孟
。 �三�一 �口

，

�� �
�

� 孟
。 �
�
� � �勺 孟

。 。
君
�一 尸�

二

入
� �
君
� 一 「���� �口二 � 月勺�尸一 �� �

则 畏
，
� �

，

而振勤之遇期趣朴燕限大
�

在一定的 孟
。

和 左
。

晗
，
横截面保圈揍一定黯而振勤

，

道黯解焉旋蚌中心
�

我俩用

��
�，

氏
，
表示它的

二 ，
夕 坐漂

�

旋斡中心的倏件是

龄是
， 夕
弓� ” 护 二二二二

一
�二丁 二二二

�口

誉一 �
，， �二 �

，

，�，��二

�� �
·

�
。 ， 睿 �

，

七生
�

��
，

二 今 二一
�

�
。 ’ 一 邓� 一

� 一 ‘ 。 ’

由 ����式不粱求得少及 乒
‘ � 七 月

但因孩式较繁
，

我俩现在只窝出富 尸� 。 峙的 ��
二

及



� 期 解 伯 民 � 弹 性 薄 壁 捍 件 的 振 勤 理 渝 ���

‘ �，
之算式

�

�
��

�

� �
� 人� ‘一了

一

� �五� 毒�
·
才
’ 一 己

通
’ “
止
’

��赶‘一零一 七丫
一

乌
�

，� � 二山 二 ‘ ， � ‘ �‘
、 �月� � 九 � � �， ” �

一

亩�
�

一 �
�
名
�

�
“

����

�几
己

、���
︷此一

︸�

�土一
，
洲洲

一�一

�
了性又

�

二
��

君
�一 � 几

。

�
�� � ， 、 ，

� � � �� � �
’

�
�

‘ 人二�
�

下�一 一 一了 」�丁�一 一 一 歹 �一气以， ‘

� �石
� �云 � � �云夕 �元�

其中 。 一

譬
·

下面以工字形截面校支捍件自由振勤的舒算焉例来税明上述理渝的患用
�

毅�� �

而壁厚 人二 �
����

�

弧畏
， 的舒算起默取在坐漂原黯

�

我俩得到 扩
，

犷 及 了 的分

����� ���

扮扮扮扮扮
心心心心
����� ���

万
�
�戈��垫

�司 �

怖如同 � 所示
�

解方程 ����业注意到在 �，，
��

，
�，，

��
官�

， �� 士 �
“ � 占�四黯

憋满足追界倏件 ����
，

而在 �
，
� 郎

� 一 士 �
雨黯磨满足平衡嵘件

�

艺
��矛 左� �� ����

其中
“
艺

，，

代表将雁集在 � 黑占�或 � 黯�的三段 �，�
，
���

，
�刁 �或 ���

。
���

，
���

在 汉 默 �或 � 黑占�的剪力求和
�

根檬 又���
、

����之第一式及 ����式
，
����式

分解篇
�

艺 �
�

�
�
�� 艺 �

�

�一
。
�� ‘，，

艺 �
。

�
�
�二 艺 �

，，

�一 ��� �〕 ，

艺 口
，

�
�
�� 艺 口

，

�一
�
�� ��
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其中
“ 艺 ”

仍代表将在匪集默的三段内之量求和
�

通梯就得到 �

在 � � ‘ 内 �一
“ 一 �《 ， 《 一 ��

�

� �
� ， ，

�，

�
， � � � ��

， ，。

�
艺乙左 人， 了左

—
���

一

—名

�� �
�

” � �

此 �力

—名�、 �
。
� �

，

口
，
一 � �

。
�

在 � � 内 �一
“ 《 �

�
�
�
� �

。
二 �

，

�左久
。
�

� �左” 。 了 �
� ”
二 一�，���一 ��一

—
�

，

”益 � �左 ” � “ �

口
，
� �

�

另外
，
�

。

保按反封解朴
�
朝及 � 朝的娩律分怖

，
�

，

保按封麟龄
�
袖及 夕 翰的规

律分怖
，
而 口

。

���按野解放
公
翰而反封解朴 �翰的规律分怖

�

换句韶挽
，

封粉
�
及 夕

翰
，
�

。

典 犷
，
�

。

典 犷
，
口

。

舆 了 具有相同的封得性或反封稀性
，

放是在其除各段

的 �
。 ，
�

。

及 口
。

容易求得
�

由 ����式舒算得到
�

��左大
，
�

，

�
� ” 。

��
�孟

‘

�
����一二�

� 【 乡 一— ����
一一二一 �

，

嵘 � �� 艺 �

��人久
。

� ”
三 �

· ���、 ·。 ·

�
，

� �� 。
泛
‘ ， �

粱
� 二 。

君
� 二 �

君
，二 �

�

孑心

我俩下面谨限粉舒算最基本的飨率
，

也郎令
， 一 � 而 几

。
二 于

�

再假殷 竺一 �，
王“ 口

会
。

·

��，，

会
一 ，

·

”

勤的婿率的算式
�

由 ����式握遇一系列的化筒就得到决定雨调横向振勤及扭斡振

、飞
卜、，产、少���广，�之︸

了

吸
、�‘、

·

卜
��� ·�一

子
�二�

粤
一 。 ，

·

卜
�二�

一斋
�二��。 一仁 。 ，

二
置一 ��

�

����君， 一
��

�

����

占

占之
�

����� 一二一 � �
。

乙
����

—
�

�� 人 之数值只影称 饰
。 而买 协

�

及 饰
，
热阴

�

如果忽略自由扭搏的刚度 �，
��� 介

。 一

也典 乃熊翩
�
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其中 二�� ��二 �
， 万� � ��， �

， 君� �� ” �。 �
， �

占 二
��，

乙

而 � 篇捍件畏度
�

解出方程 ����
，
����

，

�斗�� 俊
，

就不簸求得频率
�

因焉由 ����一 ��引 式可知 �

。 二

一

���住�
’ 一

备件 昧
，

��二 、 � ‘ ，
�

�
�

一 吸 ，二一

弃 一 一二 一 �礼 �
，

��� � 立
一 ‘ �

�
’

友子
。

如果
，，
取虚教值

，
刻方程 ����

， 「了二 、 � �
，
�

一
‘ 一

�又万�一了
” 孙�

‘

一 ����化焉

、，产、少�，土�伪�一一

协份一，才︸舀
弓 十 �，� 二� �

介�

一

了
一 ��

君
受� �二� 屠� �

介�

�占
���舀召� � �

、，产，，内︸吃六
、��
�

。沪，︸‘、�，�

君了‘

�曰

一一扬一
�

污 十 ��������� �
���

�

����

占

其中

钊

二�一 �
。 ，二
�

·

�
， 二� � �，

，，
�

·

�
， 二� 一 �

，�。
�

·

乙
�

实缘 本文的结果

履嵘 符拉索夫的桔果

人
�，

方程 ����一 ����各决定

。 �
的一涸正根

，
而方程 ����

，

��������告有燕舅多正根
，
由它俩定出

的硕率速高转由前者定出的频率
�

根摊 ����一 ���� 算出的精果如

圆 �所示
�

圆上同峙叠出了按 �
�

��

符拉索夫的理渝舒算的桔果
�

由圆上

可以看出
，

按符拉索夫的理渝舒算的频

率高方全我佣的桔果相富多
，
道幢情况在

膏隙患用中不能不加注意
�

另外
，

道

撞情况也是料想得到的
，
因焉前者引用

了捍件中曲面剪患燮焉零的假定
，

膏隙

土就封勒向位移 。 加上了一定 的限

阔 �

胡海昌同志曾封本文初稿提出

制
，
因而提高了捍件振勤的频率

�

�
”

一些修正意晃
，

窿此致谢
�

一
��

��一一‘ �



��� 物 理 攀 报 �� 卷

每

参 考 文 献

�� 胡海昌
，
解伯民

， “ 弹性簿壁捍件的平衡舆微定的一般理渝
，’ ，
物理攀辍

， �卜 � ������
，

�
一

� ������
，
�

�

�
� ，

��冰
。���阴��� �����“ � ����翻“ ，

������
，
�。 汉，��讨�月��

，
����

·

�� 八水���刀叭哭
，

�
�

田
� ，
�������“ �

，

只
�

�
� ，

��盯
�以 �����“ � ���“ 以互���日� 叮��毗�行

，

��斗�
�

“ 弹性簿壁样件的邵力擎
，’ �另弓

�

���一 ���

�����侧叮����双��
，

������ �� ���������� �� ����刃������ �����

��� �� ����

�丁，��� ����� �刀�。 。 �，�’�，�

��������

�一、 ���� �����
， ��� ������� ������������ ������

一

������ ����� �� ������������
�

��� �����
�

���������������� �� ��� ���� �������� � ��������� ��������
，
�
�

�
�

��� ���
一

������������� ���������

����� ������������ �����
一
�������� �� ��

，� ��� �����
�

������
一

������ ����� ���������

����
�‘���� �������‘���� ，��� ‘��‘ ��� �����‘��� “

����������� ���������
一

������������������������

����������

���������

��������
����� �� �

���� ����� ��

������� ����
���������

一

�������������������
，
������� ������ ���

�� �� ��� ����
一

����� ������
’�
��

�

�
�

�几�������
����

， �����

�������������
， ������������� �� �������������� ������������������������

�

�， ���������� �� ������
，� ������ ���������� �� ��� ������ �����������

������ ��� ��������� ������ ���� ��� ������ �� ������ �� ��沐����
�

辈
� ��仁

�� �������� ������

������������������

�� ��� ������
，
����� ���

介


