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一
�

引 言

弹性柱艘的平衡简题在育用上是十分重要的
�

但是它的服格的数拳解法却十分困

靴
�

在 ��，�年
，

聚推南 〔 ’�放卷一部分遥界修件
，

筒化了原来的简题
，

篇数事虚理阴阴

了魔大的可能性
�

一般人焉耙念他的功倩
，

就把筒化俊的简题呀做髦推南踢题
�

但是髦推南固题除了不能满足柱艘原有的全部磨力遥界僳件以外
，
尚有另外一调

缺黯
�

是就是按照髦推南的方法不能决定住瞪内各默的艳封位移
�

一般作者在衬输

恩臂梁的臀曲简题特窝道 � “
梁的一端夹住

，
另一端鱼担一涸横向载荷

� ”
但是究竟什

磨呀夹住却没有加以税明
�

服格地税
，

夹住的意羲磨赏是 �“
， ，， 。 是孩截面

�

上各黔

的位移��

“ � �
， 。 � �

， ‘。 二 �
�

���

但是道佃意羡却和里推南简题不相容
，
因焉在髦推南简题中不能通合疽磨多的遥界倏

件
�

道样便崖生了一涸简题
� 怎梯来明催龙合理地规定

“
灾住

” 的意羲�

现在遗少有人来全面地衬渝娶推南固题中的位移简题
�

但是由粉膏用上的需要
，

已有不少拳者研究遏扭搏简题中的扭棘中心和骨曲简题中的臀曲中心 �或裤切力中心�

的位置固题
�

但是由朴不促全面地气窟位移阴题出聆
，
把本来有密切聊系的阴题隔雕

阴来
，
因此有不少作者在规定扭蒋中心典臀曲中心的位置待便带有或多或少的随意性

�

杜康
、

依立斯
、

斯克鲁顿���曾握以焉扭搏中心典臀曲中心的位置只能参照不同的具艘情

况随意规定
�

戳木辛柯和哥笛雨��� 则至今遗以焉扭搏中心没有固定的位置 � 列餐

松���
、

域木辛柯和哥笛雨���
、

索柯涅柯夫���
、

斯蒂芬孤��� 等人规定臀曲中心篇道样的一

����� 年 � 月 � 日收到
�

���
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默
，
假如外界载荷的合力握遏道一黔

，
那末截面的平均局部棘勤等朴零

，

郎

仃
� 。 · “ · ‘ ，一

��
�

备�哥
一

韵
“ · ‘ ，一 �

·

���

但是通�固定羲是不能令人满意的
，
因篇人俩要简 � 焉什磨取燕罐平均而不取某踵有罐

平均呢� 同降疽涸定羲的膏用僧值也是可疑的
，
因焉平均局部辣勤等放零

，
亚不表示柱

艘内部便没有扭棘作用
�

在 ���多年
，
屈莱弗茨��� 促患燮能可叠加的倏件出臀

，

橙明扭搏中心典臀曲中心是

同一黔
，
宅的坐漂是 �其中 中 是扭曲函数�

�

� 「�
� � ， �

� �「 �
，

戈。 � 二一 �份 夕甲 ‘ 公 ‘ 夕，
�。 � 一 下州 �� 劣 甲 ‘ 劣 ‘ �

� 二 ��左 上 ， �� �

�力

作者韶篇屈莱弗茨的桔果是合理的
�

但是或静由朴屈莱弗茨的轰理不能分人信服
，
因

此以俊同意他的兑解的人很少
�

到 ���� 年
，

威恩斯坦��� 曾拯根裸雪加拉 ��
�

�������

的想法来锐明屈莱弗茨的公式
�

威恩斯坦澄明
，

公式 ���也可由下列倏件求得
�

��
、 。 ’ “ · “ ，一 �‘�

���

但是威恩斯坦的歌明不但燕助放公式 ���的理解
，

反而教人更道雕扭棘中心典臀曲中

心的物理意羲
�

弹性薄壁捍件的扭棘中心和臀曲中心的位置
，
在以前也曾有很多不同的见解

�

在

���� 年
，

符拉索夫��� 建立了弹性薄壁捍件的钓束扭斡的一般理萧
，
徒而合理地规定了

扭搏中心舆臀曲中心的位置
�

符拉索夫所得的公式也是 ���式
�

雕然符拉索夫所得

的公式舆屈策弗茨的相同
，
但是前者在薄壁捍件方面的税理是十分合人信服的

�

本文不是佃别地来衬谕极搏中心舆嘶曲中心的周题
，

而是把里推南的六捆周题 �郎

翰向伸精
、

雨涸方向的钝臀曲
、

扭褥
、

雨侗方向上的骨曲等六涸周题�赏作一侗整艘
，
而

来衬渝简题中的艳封位移
�

我俩首先规定了
“
梁的一端夹住

，’

疽句活中夹住二字的意

羲
�

放是渔一步明催地规定了任一截面在三涸方向上的移勤和裤勤的意羲
�

最俊我

俩根捺遏些定羲规定了扭搏中心典臀曲中心的位置
，

澄明雨者是同一黯
�

本文求得的

扭搏中心舆督曲中心的坐镖的公式
，
舆屈莱弗茨和符拉索夫的相同

�

本文的砚理可以直接地推魔到各向具性的和不均匀的弹性柱骼的娶推南 简题 中

去
�

道些尚题的扭棘中心和树曲中心遗很少握人研究
�
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二
�

感 臂 梁 被 灾 住 的 意 羲

今殷有弹性柱形愚臂梁
，
它的一端

夹住
，
侧面愚空不受外力作用

，
在它的另

一端截面上鱼担分怖载荷
�

取一直角坐

漂系
� ，
�

， 宕，

如圆 �所示
，

使 砂 平面

舆夹住端截面相重
， 。
朝指向柱髓的内

部
，

取
�，

夕 朝使它俩典截面的中心主

朝相重
�

若俄照弹性瞪力拳来服格地建

立道涸简题
，
那末尚题是找髯柱艘内各

默的患力和位移
，

使屯俩遭合平衡方程

和速搜像件以外
，

再遭合下列迹界僳件
�

在侧面上 �

‘ ���
�
。 ， �
�� ��� ���

�
。 ， ，�一 。 ，

�� ���
�
， ， 二
�� 丙

。 ��
�
� ，
��� �

，

�� ���
�
。 ， 二
�� ��� 。 ��

�
�，
��� �� � ���

在受力端截面上 �， � ���

�。 “ ����
， ，�

， ��� 二 �，
�，

， ，�
， ，�

� 艺 �
�， ，�� ���

在爽住端上 �
二 二 �� �

。 � �
， �， � �

，
留 � �

�

���

如果依照髦推南的方法来建立道惆简题
，

那末相赏粉在上述雄格的简题中放扯���
、

��� 雨涸遥界僳件
，
而代之以下面的一粗假殷和一粗遥界像件�‘”卜

豁
一 �，

鲁
一 �

���

在受力端截面上 �， � ���

��
� … �· 岔，一 凡 一

��
� �

· “ · ‘ 夕，

��
� �， �· �，一 、 一

��
，
几 �· ��

，

��
�
二 、 · �夕一 � 一

��
�
艺 ‘ · ‘ �，
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��
� ，。 “ · ‘ ，一 、 一��

� ，� 尽· �，，

仃
�

一 “ 、
一、 一

仃
、 · � 众��，

�【 �� �
，�
一 ，��二�以

万 己， 一 、 �

一
���

丫 �， 一 ��。 毖� �，

�� � � � �

���

根像髦推南建立的简愚来求解
，
那末柱艘内各黯的慈力有而且只有一�固解答 �通调解答

的形式如下
�

口�

� 吞，
二 �砂 � �

，

����

、����、�����了，
�

�
‘ �

�

厌
�
一
屿十�

二

��一
宕
�

�，
丫 �

�
二

一凡��一二
�

�
二

��’ 二

�” 二

�
二

雌
�

� 凡 吐
�

� �
� �呈

� ，

�
二 �二

�

� �， ��
�

� �
， ��

， �

����

式中 汉 篇截面的面倩
，
几

，
�， 篇截面的中心主

』

食险矩
，

味
，

���
，… ，�
务等六涸画敷只典

二 ，
夕 有圃而舆

二
燕阴

，

业且只典截面的形状有阴而典载荷的情况年阴
�

在垂椎南简愚的提法中没有涉及到位移
，
因此根棣 ����

、

���� 雨式拾出的息力来

求位移
，
位移是不能完全催定的

�

其中不催定的部分是柱艘整艘的一涸迷勤
，

共包含

六佃未定常数
�

因此篇了决定位移
，

必境在夹住端上建立六涸有圃位移的像件
，
么表

明孩端保爽住的
�

遭佃放髯了的夹住的意羲患和人俩的常融和已有的爽住的意羡不相

街突
�

雄格的夹住像件 ��〕 也可以用另一懂形式表远如下 � 不渝在何核载荷情况下
，

在

夹住端截面上

【�
�

�。 �，�
� · �， � ， 。 ·

��
‘ �，一 �

·

� � 万

����

因焉在股格地建立的简题中
，

�几
�

�
，， ，

�几
�

�
二 二 。 ，

�‘ �
二二 。
可能有任意的数值

，
因此徒����

式可以推遵出 ��� 式
�

但是 ����式所规定的夹住的意羲
，
可以顺利地患用转垂推南

周愚
�

在髦推南简题中
，
�‘

�

�
�二 。 ，

�几
�

�
�一 。 ，

�口
二

�
�� 。
亚不可能取任意数值

，

其中可以任

意燮化的只有 ��
，

凡
， ，

二 ，
�

�

等六量
�

因此将一般的解答形式 ���� 代入 ���� 式
，

然

徒命 凡
，

凡
， … ，

�
�

等六量的保教等粉零
，

我俩得到髦推南简题中夹住的意羲如下
�

在夹住端上
�
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仃
� 阳 “ · ‘ ，一 。 ，

仃
�

一 己· 浮，一 。 ，

仃
、 ，，· ‘ · 浮，一 。 ，

仃
、
�
· �，， � · ��

�

�浮
、 �，一 。 ，

仃
�

�� ��
�

� 一、��劣 口，一 。 ，

仃
�

�一�
�

� 二�
�

�区
� 浮，一 。

�

����

通六侗倏件恰恰足以决定位移中的六侗未定常敷
�

三
�

横 截 面 的 移 勤 和 搏 勤

憋臂梁负担外界载荷援
，
各黔都有了位移

�

一般簿来形燮前原在同一横截面上的

各黯
，
在形燮俊落朴某一曲面上

�

所以康格地表来
，

横截面的燮勤不能用移勤和棘勤

����刚骼莲勤�来表示的
�

但是在髦推南的固题中
，

我俩可以合理地规定横截面的移

勤和搏勤的意羲
，

使它不典常藏及已有的意羲衡突龙具有一定的育用意羲
�

在髦推南简愚中
，

合力和合力矩是首先规定的束西
�

有了力要求封患的位移
，

一

般可用下面的定羲
�

魔羲力 � 魔羲位移 二 所作之功
�

����

磨用疽涸定羡来决定某横截面
二 � 左的移勤和斡勤

，
可先作一截面

君 � 反将其中的

患力颖露出来 �所得的情况典圆 �相同
，
只要将圆中的 �改篇 粉

，

朴是孩截面的位移

和蚌勤便可规定如下
�

截面上的合力 � 截面的移勤 二 合力所作之功
，

截面上的合力矩 � 截面的搏勤 一 合力矩所作之功
� � ����

例如殷 � 焉横截面沿 留 翰向的移勤
�

因焉截面
�

上 军 翰向的合力是 ��
，

而它所作之

功是

仃
��

·

�二，· � 一‘
·

�‘ · “ ，
·

所以根檬 ����式便得到

� 一

仃
、
�
· �，， � · �‘·，“ · “ ，

同样可以差明
，

根慷 ����式所决定的截面沿 �
， 。
朝的移勤 �

，

� 以及揍
�，
�，

朝的裤勤 么
，

咖
，
�各篇

����

君 ， 二二
�
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，
合舆扭娜中心

�

一仃
、
�
�谬丁，· � 一，

·，“ · “ ，

二 一去
一

仃
、 却 �· “ ， ，

一

仃
、 ，阳 �、 、 � ，

会仃洲
� 己�

，

����
�一几

必
二

二

。 一
仃

、
�二，· � 一‘

·，“ · “ ，
·

疽些定羲舆上筋所规定的灾住的意羲是完全一致的
�

根檬 ����及 ����
、

����

三式可知
，

所韶夹住便是指横截面没有移勤和褥勤
�

同待可以阶橙
，

疽佃定羲舆常韶

及已有的意羲不相街突
�

例如常某一横截面燮勤俊仍焉一平面降
，
不雌橙明 由 ����

，

����式规定的移勤和搏勤就是平常所了解的移勤和搏勤
�

没 ��
，

��
， ，

二 ，

�� 焉受力端的位移和搏勤
�

粉是根檬定羡外力所作之功焉

� �
， � � ， 。 �

� � � 。

尤 � 万 妙
二 �

“
十 巧 尸 十 刀 洲

“
十 �

了

价鉴十 �
，
邺 十 �

·
口��

·

����

根棣能量守恒定理可知上式也就是柱艘的患夔能
�

四
‘

扭 棘 阴 题 中 的 位 移 和 扭 斡 中 心

今殷撷臂梁在受力端只承受一涸扭搏力矩 �
�，

其他各合力和合力矩都等转零
�

通

涸简题的髦推南解答是人所熟知的
�

柱艘各黔的磨力和位移可用一涸松曲函数甲�
� ，

力

表示女口下
�

‘ ，
� 丙 � ‘ 一 ��

�
二 �

，

�
�

��中
�

、 �

�
�

��甲
�

、
飞��

� 一于不
�

毛
�

言万 一 � �
， 丁�二 � 气万

�

�一不一 个 � �
，

口 � �工 � 口 � �� �

丛
��

卫，

��

����

��一 ���
君 ， �， � �

� 一 劣。
�

。

�
，

阳 ��
��万石不

一

�甲 一 �夕。 一 �� 劣 十 戈���
气了乙尹

式中 � 是柱瞪的剪切弹性模教
，
� 是柱艘的抗扭���度

，

而
、 。 ，

�。
，
川。
篇在原简题中燕

法决定的常数 �其中
留。 ，

�。 是报搏中心的坐漂
�

谊三侗常敷可以用本文提出的夹住像

件 ����来决定
�

将 ����式代 人 仁���式
，

可晃俊面三侗倏件已握满足而前面三涸

修件化篇
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���
， 一 ，。 一 丫。 ，� ，。 ���‘ �，一 。

�� �

仃
� ·
�，一

。

一
。 ，� ，。 ·�己

· 、 ，

仃
� ，�，一

。

一
。 ，十 ，。 劣��

二 、 ，

二 � ����

注意到
�，
� 翰是截面的中心主翰

，
促上式郎可求得

� 「�
�� � ，

� ��
�� ， �

� 「�
留。 �

刁

二不 吸� 甲 ‘ 劣 ‘ �， �� � 下厂
一

�� �甲 ‘ 戈 �� ，
�� � 一 一井

�

�� 劣甲 �常 ��
·

气乙月
月 ��� 工 牙 ��� �夕 沙�了

求得了 介
，
��

， 。 。
三量之徒

，
便完全催定了各黯的位移

�

容易看到本文拾出的扯斡中

心的坐漂典屈策弗茨拾出的相同
�

注意到杭扭���度 刀 由下列公式抬出
�

� 一

仃
，

�
·

摆
� ·

�
一 ，

����
一 ，

��
‘ · ‘ ，，

����

我俩便可求得任一横截面的三佃移勤和三侗棘勤如下
�

。 一

器
�� 二，

犷 � 从
��

劣。 之，

附 一 �
，

。
�

，

� �
一丈飞�， 才

行口

����

八 � �

所以柱髓被扭鸭俊
，
各横截面有揍

二
朝的蒋勤和沿

�，
� 雨翰的移勤

�

五
�

憋 臂 梁 的 燮 曲 中 心

今殷圆 �中的憋臂梁在它的受力端同待负担横向载荷 ��
，

凡 和扭稗力矩 ��
，

但

没有其他的载荷
�
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