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弹性 囿薄板在均 饰 藻撇
力 矩 作 用 下 的臀 曲

�

黄 择 言
�北京地霄攀院理流力翠教研粗�

一 引 言

圆薄板在钝衡曲情形下的解答
，
乃舒算圆柱形容器底面峙所必需

�

遏去
，
工程上一

向是用小携度理希的桔果来逸行毅舒的
�

可是道踵理渝只有富揍度舆板厚之比 誉《

《 �
，

促而中简面的患燮可以忽略不舒降
，

才比较接近育隙
�

���������� 〔’�指出
，

如果在

揍度不此板厚小的情形下但仍然比其他甜尺度篇小峙
，

例如在 誉“ ”
·

， 待
，

用小揍度

理萧舒算最大揍度舆最大磨力的差改是相富大的
�

欲求比较精催的拮果
，

则中简面的

患燮不容忽略
，
亦郎必须用大揍度理输来求解

。

文默 ��� 中考雇了中简面的患燮徒
，

根

攘平衡嵘件
，

得到雨锢阴龄视向位移
“
和横向 �郎垂直板面方向�位移郎揍度 。 的非

腺性微分方程
，

然徒以教字覆分法来求解
�

遏幢解法是相富繁冗的
。

在本文中
，

我俩首先篇出根捺平衡倏件而得到的阴放揍度 留 和由放中简面的患夔

而崖生的薄膜磨力 � 的非腺性微分方程
，

然援患用摄勤法
，
以最大揍度

，
郎中心默的揍

度篇摄勤叁数
，
重新虚理了谊一周题

�

我俩的莲算十分筒易
，
而且又能得到同样举催的

桔果
�

最徒
，

我佣遗列出毅舒公式
，
使它佣能直接膺用到工程没舒周题上去

�

二
�

基 本 方 程

我们考窟一半樱篇
� ，

厚度焉 人 的圆形薄板
�

沿板的篷椽每罩位畏度上作用有均匀分怖的力矩

�。 �圆 ��
�

令横向携度焉 。 ，
诬向薄膜瞧力焉 �。

切向薄膜磨力篇 �
， �

它俩都是
�
�艇阴中心的理 圆 �

。

亦 ��多‘ 年 � 月 �� 日收到
�

���
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向距雕�的函数
，
韭且满足下列的

�� �缸�如 方程 �

� � � 毖
逮少 一万一 —

��言一
浮� 犷 ��

�似
� �

�留
�

— 二 洲
， ��二一�

��
’

�犷

� � �
�—��

��二尸� 气护� ��
一 ，

�犷 犷 ��

�左 ��阳 甲
十 二

一 【 一二一一 �� �
乙 � �� �

���

�
川

，
�

�

扮一
��
�
�

����

其中 � 是锡氏弹性模数
，
� �

相愿的渔界倏件是 �

助
�

����一 ，��
是抗携刚度

， ”
是泊松比

�

富
� � �

哈
，

。 一 。 ，

一 � ‘粤
�竺

�

禁、 � �
� ，

�
，

� 。 �

� 踌�‘ � 路� �
���

赏
，·

� � 待
，

争
，

�
·

有限
’

篇了使方程 ��� 和遥界像件 ���筒化起兑
，
我们引入下列的燕量胭新量 �

，一
景

，

� 一 杯互石几万专
，

、
�一 ��卜 一，

器
，

， ，

��，��一
” ，
�杯贾不巧可

似 � ���一����一一，二二二一

一
一— �

� ，

右在
��

���

� �� ���一
” �
�

��
�

�

�左�

放是
，
方程 ��� 可以篇成 �

�� � �牙 、 �
己�

�

石二玉
�

�� �了二， 】� 占 一获二
�尸一 � 。 尸 � 。 尸

��
， � 、 �

���� 、 �
豆声

一

��习 十万气百万夕” ” ���

� 一 � � �，
婴

�

“ 尸

遥界倏件 ���

常 �

可以篇成 �

� �待
，

� 一 。 ，

�，� �，�
婴

� �，

。 尸

���
���

� 一 �
，
��� �

富 �� � 降
， ���

��
��

� 有限
�
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因此
，
我佣的固题便蹄桔篇在篷界慷件 �匀 下求解方程 ���

�

三
�

方 程 的 解 法

现在
，

我佣要以板的最大揍度
，

郎中心默的揍度焉基礴
，
患用摄勤法

，

在遥界倏件

���下来求解方程 �钓
�

令

、 ， 一 二
，� 。 一 侧互丈不万阵、

� ‘ � ���
���

顺然
，

� � 材��，�
，

� � ��牙。 ，
夕�

，
� � ��牙二 ，

尸�
，

� 二 ���
， ，

尸�
�

���

富 �。
不大降

，
在可能的收赦簌圃内

，
遥些量都可以展阴成焉 �。 的升幕极数

，
郎

� 一 丫，
�。 � 丫，

�乙� … ，

� � ，。 ，
����， � 留����牙乙� … ，

���
� 。 �尸��二�

，、
�尸�不�立�

� ‘��尸�邵二�
，�
�尸��立�

式中的 下�
，
丫�

，… …是待定常数 � 留，
�户�

， 。 ，
�户�

， … … � ，�
�夕�

， ，�又尸�
， ……以及 ���尸�

，

‘ ���
， ……等都是 � 的侍定函数

�

将 ���式代入 ���
，
���

，
��� 褚式

，

韭逐一收集

�明
的同次项

，
我朽就可得到一系列封放 �

，

哟
，
几

，
勺

，

八
，

屿
，
介

，
八

， ……及其相患

的篷界倏件的腺性微分方程
�

‘

野龄 丫� 和 。 ，，

我俩有下列的方程和遥界像件�

�� � �留
� 、

一二二二歹一 互� 一丁丁
一

�� � ，

。 尸一 � “ �， �

。 ，
���� �

，

��� 帅 。 ����� �留�
‘
���� 一 丫�

，

，。 ，
���� �

， ，。
����有限

�

���

其解篇

下� � �� ” ，

�夕�二 一 � � ��
����

道也就是小镜度理希解���
�

封放
，�
和 ��，

我俩有下列的方程和遥界像件�
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��
一丈万

�

气�����
�尸�

�����，
， 、 �

一 �

—
口 � �

。

� � �� �

�了
，

��� 了� � ��
一

了云
一 ，

“ ��
����

，�
���二 �

， ��
���有限

其解焉
，�

一粤�
，一 ��

份

����
�

�� � 一
一

了 ��� 一 ��
�

什

封方全下， 和 。 �，

我俩有
�

�� �
�

�。 ， 、 �。 ，

�丁丁犷 �� 一�二尸 �� ��
�

戈二
� ，

“ 尸一 � “ 尸 � 份尸

�‘少�
���� �

，

���
。
��’

，

二���� �‘ 。
二
‘
���� 一 丫。 ， ����

阳。
���� �

， “ ，

二���有限
�

其解篇

丫��
�

���
���� �，�

，

����

留�
�

��斗
��产

�一 ��� � ���
�

势龄
�，
和 �� ，

我俩有
�

�尸
，�
�� 一

��口� ��刀，

�� ��

护一�之一�

�‘
二

�� � 了� � �户 了二 ，

� ��

����

，�
���� �

， ，�
���有限

�

其解焉

了呼 二
�

���
��

�一 ��� � �尸一 ��

����

�呼 �
�

���
��夕

�一 ���� � ���一 ��
�

我俩的舒算到此焉止
�

假如此板的篷椽不是然空而是筒翠支持
，
刻由放痊界像件完全相同

，
牌仍得如上的

桔果
�



�期 黄择言� 弹性圆薄板在均怖姿椽力短作用下的警曲 ���

四
�

最 大揍 度 毅 舒 公 式

根壕以上的计算
，
可兑沿遥椽有均匀分沛力矩作用的弹性圆薄板

，

其最大揍度
，
郎

中心黔的携度典力矩之简的闹保是 �

、卜产、，
声

肠了��，土�上
尹�、了‘、

�， 。 ， ， � 、 �� ， �

�
， �

�
�

� 、 �， ，�

� � 下� 坪， 十 下� 妙知 � 吸
、

�十 ” �伴， 十 万丁了 ��丫 十 》 ” �沙扁
·

�份份

在
” 二 �

�

� 的特殊情形下
‘�，

中心慎度封臀曲力矩的没舒公式焉 �

� � �
�

�环尹。 � �
�

�����乙
�

圆 �表示富
，二 �

�

�待
，
中心携度封臀曲力矩的曲腺

，
道也就是工程上患用的投舒曲徐

�

声声声声声声声声声声声声沪尹
洲洲 沪尹碑声一一

护护护护护护护护护
尹尹

声

����洲洲尹尹尹尹

��������������������
产

�����������

��������� ����������������������
����������������������������

�������
���������������������

����������������������������

���������������������������

���
人

。‘

︵忿口
户日匕瓜、。才

� � � � � �� ��

�砂 �� 一 ���

�斌厄巨二飞万
�人么

中心携度判母曲力矩的曲徐 �， 二 。 �

��

感 力 役 舒
·

公 式

吞
卜。
﹃�

�圆

现在
，

我佣再来求出板中憋力的表逢式
�

我佣知道
，

若 �
，

和 �
，
焉诬向和切向的

薄膜磨力 �诃 和 可 焉理向和切向的拉伸您力 � 诃
’

和 试
‘
焉诬向和切向的督曲患力 �

。 焉雕阴中简面的距雕
，
���有阴保式如下

�

、，�
�
︸月土了‘�

�
�������、

�
�

��
，
二 人武

，

���

��

���留
�

” 讼�夕 、
�

，

� 一 口 �
�，�下一 十

�

一
一
下二一 �

，

从
，

� 叮�‘ � �� �
�

一 衍�
，

� �� �阳

一 一 口 �
�

一 一厂�
十 妙

� � ��

��留

����
、���，，

�君

‘ ，
� 一 �一沪

�护川
� ” �留

‘

、 ，，
�。

厂� �。 ，

护留
飞一 子下 卞 — �下一 刀， ‘ ，

� 一 气犷一一罗犷 ‘ — 一了
一
宁 ” 一 厂砚

�

� 。 �一 � �� �
一

上
一

�一 � � 舀� ���

�� 平常各用的钥材
，
其泊松比 � 御爵此数

�
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又若合 ‘ 和 ，，

分别表示敲阴中简面距雕篇
宕
虚的诬向和切向磨力

，
剧有

，，
� 诃 � 刃

， 。 一 试 � 刃
�

����

利用 咬��式
，
则 ����式可以窟成

�

�
，
一

斌戳万 “ 一
岭

�’ 一
丽群万

� 一

岭
“ 尸

一蔽丙黑商
�

�
�‘ � ·，
器

� �，

令�
，

�
，

一丽丈丙器�
�
�‘ � ·，
器

� �·，

令�
，

刃 一 干
�

而瑞斋雨
一

����
��
器

十 ��

令卜
一 、
半

，

�一 士
邻

刃 一 干 石三丈王场恙雨
‘

【��� 。
器

十
���令卜

����

��
�

士 一气花一
，

左�

今引入新的燕量桐燮数

艺二����
�����一

” ��
五汤� 式 一 折合诬向拉伸磨力

，

艺��月 �
�����一，��

五五� 试 � 折合
一

切向拉伸患力
，

� 折合褪向臀曲磨力
，

����

“ 折合切向臀曲患力
，

，，，护尸��

丁�艺丁
‘
�户��

�����一
” �
�

�人�

艺二
‘
�尸��

�����一沪�
�人�

艺
』

���” 艺二�力�艺二
‘
���“ 折合诬向磨力

，

艺
，
�月 “ 艺二���十乞�

，

�夕�� 折合切向愿力 �

则 ���� 式可以窝成 �
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艺�����

艺��力 二

、少、少����
了‘、‘、

艺�
‘

�尸��
� �
十 一万�于于�二共三二

� �又�一 ” ‘
��

�‘ � ·，

艺‘，�月 一 干 万幸生下��
�� 。

�

“ 、
门 一

’

亿互可几万 �
、 “ “ ，

加是
，

我俩得到下面的一些有用的桔果�

在进椽
，
郎 � � �，

艺����� ����� �
，

艺���� 一 ����
一合

�二�

� �，

令�
，

� �·，

豁�
·

板的凸面取一扰

板的凹面取�墟

板的凸面取一城
板的凹面取�粉

器器

�
，二二，� 外

尹

三
。

�� 丽

艺二
，
���� ��� 下告鉴于 ���� ，��

，

���� ��
，，

����一

� ���一�‘
�

� 「， 二 � 、 ，�， �

� ， ， ， � ， � �、 ，�，，
�

一 士�百石二石万
，

�、
工 十 ” ， 伴 · 个

�

石不 、 �‘ 个 ’ �， ’丫 ·」
，

艺�
‘

����
� �
十 一夕二于干��共开二

� ���一 ” ‘
��

��� 。 �
，

���� �·�
，，
���〕�

�

侧���一
。 ���

�‘ � ·，�， � �

���

�，� ��·����
，

艺
犷

����

艺
�

����

艺二���� 艺二
，
���

，

艺�����艺�
，

����

在中心
，
自�� � �

，

�二�。�一 ��。�一
专
���

二����一 ����一
专
�二�

�

���
�二

�

���

万�
‘
���

� �

� 卞 一
下�于不��共开二
� �戈�一 ” ‘

�
��� ”

��
，
����

����的 ��
，

�

� 士 一下二寻���共井二 �伴 ， 一 不几不万

� �又�一 ” 咨� � 土，，
��，�

办司
�

�

艺�
，

���
� 干 下拼琴一 ���

。
�，·

�。��

� ���一 ” ‘
�
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、 ，��仍
�一�

�一����十 ” 、 了
，， ，

� 士 一
牙二二二二�二获井 �即 ， 一
� ���一 ” ‘

� �

艺
，

���一艺����� 艺�
，

���
，

艺
，
���二 艺�����艺�

‘
���

�

因此
，
在 ” 二 �

�

� 的特殊情形下
，
遥椽的患力分量是

�

艺����� �
，

艺����� 一 �
·

��几一 �
�

������几
，

艺�
’
���� 士 ��

·

����不犷。 � �
�

�����乙�
，

艺�
，
���� 士 ��

�

������ � �
�

�����几��

����

、

…
��‘�����召、��盆��‘��

中心的患力分量是
�

艺二����� �
�

�，�二一 �
�

����、��二
，

艺����� �
�

�，�二一 �
�

�������二
，

����

艺�
‘
���� 士 ��

�

�����， 一 �
�

��斗��勃

艺�
‘
���� 士 ��

�

���、 �。 一 �
�

�����二�

徒而我俩有患力殷舒公式如次
�

艺
，

戈�
一

�一 �
�

�����， � �
�

�����几
，

艺
‘
���� �

�

���、 �， � �
·

。 �二� 。
�

�����几� �
�

������众

�们呼仍
那�艺

，

���

艺
，
���

� �
�

����邵。 � �
�

�，�二一 �
�

�����象一 �
�

�����斗

� �
�

�‘���二 � �
�

���众一 �
�

����，�乙一 �
�

�����、

圆 �表示富
。

舒曲腺
�

� �
�

� 待
，
中心携度封折合磨力的曲腺

�

它俩也是工程上患用的没



�期 黄择言�
弹性圆薄板在均怖漫椽力矩作用

一

下的警曲

口口口口口��「����
’

�����厂厂���「门门日日厂���万万�一一日日门门门门门门门门门门门门门
�������������������������

口口口口口 ����曰 �����口口门门门门门门门门门门「「门门
口口口口口 ������������������� 口口巨巨口口口口
�����口口 ������������������� 万万口口口口刃刃

三三三三���
二边椽拼合切向应力力 口口曰曰「门门门门门门日日门门口口

芝芝芝芝沪��边缘折合铿向应力
�����������������������������������������������������������二二二二，��二中心折合期向应力力 口口目目口口�

，，尸����仁仁
关关下下艺艺艺艺，��� 二

喇巴析台程向应力
二二
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