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低对称晶系晶胞参数的联立方程组

稳定性判别解法
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提 要

求解低对称晶系晶胞参数的联立方程组的某些组合可使误差严重积 累
,

构 成病 态方程

组
+

本文提出一种用逆矩阵值对方程组的稳定性进行判别
,
选择非病态方程求解晶胞参数的

方法
+

实例证明本方法简便可靠
,

结果满意
+

晶胞参数是晶体结构的主要参数之一 从多晶 6 射线衍射图中衍射线的位置和指标

可以计算晶胞参数
+

然而
,

低对称晶系晶胞参数的变量多
,

从实验数据不易求得精确的

解
+

我们曾提出求解低对称晶系晶胞参数的联立方程组法
〔 7 +

利用所有衍射线数据组合

成的 ∗ 组联立方程组可求出∗ 组晶胞参数解
+

分析表明
,

衍射角 89 测定值的微小偏差会

引起 ∗ 组解中约  8 务组解的很大误差
,

有的误差甚至高达  88 多
〔 7 +

这是由于解方程过

程中
,

线性方程组的某些组合恰巧使误差严重积累而造成的
+

这种解的误差很大的方程

组在数学上称为病态方程组
+

为此必须考虑方程组求解的稳定性问题
+

本文提出一种根

据数学中的微扰理论选择稳定性好的联立方程组来精确求解晶胞参数的方法
+

一
、

方程组稳定性的判别

第 泣条衍射线的衍射角 :9 与密勒指数 。 �  ,+ 4
、 6 射线波长 祝及倒易点阵晶胞参数

; < , 占< , = < , ; < ,

夕< , 了< 间的关系为

∋ / 9 > ? ≅ 9 > , Α 9 > Β Χ9 > Δ ∃ 9 > Ε Φ 9 Γ
Η9Ι刁9 ,

3 4

其中

∋ Γ
; < , , 刀 一 石< , , ϑ Γ

ϑ < , ,

Β Γ Κ飞ϑ < Λ % Η ; < , Δ Γ
; < ϑ < Λ % Η夕

< , Ε 一
; <去< Λ % Η 了< ,

月9 Γ
一

又了人于Μ �
,

犬 Γ 又了友=Μ �
, 乙9 Γ 又Ν&了Μ �

,

Ο 9 Γ 又了友  
=

Μ 5
, Ε 9 Γ 又子人  ‘Μ 5

,

Π 9 Γ 又了人‘交9Μ 5
+

晶胞参数的变数数目
。
随晶系而不同

,

如三斜
、

单斜
、

正交晶系的
Ι
分别为 : , � , �

+

由 ,
条

衍射线的方程 3&4 组成的联立方程组可解 出一组
Ι
个晶胞参数值

+

计算晶胞参数的联立

方程组用矩阵和向量可表示为
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对 6 一 Θ ,

心5 4

其中Ρ 为 ”
阶系数方阵

,

由 句
,

七
,

&9 及 沁组成
,

因而是准确可靠的
+

6 为 。
维向量

,

即为

需求解的晶胞参数
+

! 亦为
。
维向量

,

由
,
条衍射线的 Η9 Ι ,

氏构成
,

故包含实验误差
+

若方程右端有一点扰动
,

即 Θ 变为 Θ > △Θ
,

则 6 一般相应变动为 6 > △二
+

是于 3&4

式变为 Ρ 36 > △6 4 Γ Θ 十 △?
+

所以

Ρ △二 Γ △!
+

3� 4

一个稳定性好的线性方程组应当是
,

在实验误差 △Θ 很小时解的误差 △6 也不大
+

反之
,

病态方程组在 △Θ 很小时公 却很大
+

根据数学微扰翠论对误差的分析
‘
ΣΤ, 若 ∋ 无误差时

擎烈匾、 Υ)、一&
二
ς一、 ςς

二
Υς△酬

ϑ%

ΝΝ酬
。 3� 4

式中 Υς6 ΥΥ
二 ,

ΥςΡ Υς
。 和 ΥςΡ

一 ‘

Υ 
+ 为向量 6 ,

矩阵Ρ 和逆矩阵 Ρ
一‘

的范数
,

如

ςΥΡ Υς
。 三

即为第 泣行元素绝对值之和中的最大值
+

=
; ·

馨
’用‘小

定义矩阵Ρ 的条件数
ϑ % ΙΩ Ρ

3# 4

二 ς2Ρ
一 ‘

ς 
。
ΥΥ衬   

。 +

从 3� 4式可知
,

条件数相当于对 Θ 相对误差的放大倍数
,

它反映了方程组本身对误差的影

响
,

故可用来判定方程组的好坏程度
+

一般
,

条件数越大
,

方程组的病态程度越严重
,

就

越难得到较准确的解
+

然而我们的实例计算表明
,

直接利用条件数时病态与正常方程组会相混淆而不易判

别3图 � 4
+

但对各方程组的 ςςΡ
一

川
+
和 ςΥΡ Ν 

二
值分析表明

,

Υ2Ρ
一‘

ΥΥ
+ 与方程组病态程度密

切相关3图 &4
,

而 ”Ρ ςς
。 却不然

,

病态严重方程组的  】Ρ Υ】
。
有时可以很小3图 5 4

,

为此必

毗�黯��忱

一  
!

 ∀
一  石绍
一 ,

·

’∀
瑞

。 # 闷卜 ∃石写

孙少奋

% ∃ 男 一& 男 一 ∋∀ 干(无 千之劣 十 ∃军

△
)厂口

图 ∋ 各组方程组逆矩阵 几 值与晶胞参数相对误差 ▲ )

各方程组的数据点分布在确定的范围内
, 尸

∗

值小时 乌。

, 的关系
)
亦+、
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须另外推导判别方程组稳定性的关系式以排除 Υ】Ρ 】】
,
项

+

从3� 4式得

盛劣 Γ Ρ
一 主
△!

+

为说明方便起见
,

以正交晶系为例
,

故
, Γ �

,

3力式各项为

3: 4

乌

、、、)+++++Μ
Μ

;
,

Κ,
子
+

5尹尹 5了‘+几Τ+占Τ+二

△△△Σ
‘声++++、、、

一一劣△

Ρ
9 �

Ρ
9 Ξ

Ρ
9,Ν 一

� 石君
。心 + �

+

�名

△
Η9Ι Ψ

∀
 

△Η9 Ι Ψ 日=

△
Η9Ι Ψ ∀ �

一
:

+

8 落

普飞训

、

、少,了−、、

,

、、!了矛砚口..了!/,!龟、、
、

一一0△

其中 +1 2 3 为3的行列式
,

3 行为其元素

。 , (的代数余因子
!

定义 一 仪∋ 军闷
! 。

% ∋ 、甲、
! 、 ,

4声 5 三

—
& 6似 5 矛4 ,

+ 1 2 3 夕或

7 “字浏
一扛8 篇

9  ∋君
∋ ∋  君
∋ :石劣

夕二 ; ) <

其中 =3 > ∋∋为 3 5 ?

6△
? 5 ≅ ,

乡小 Α Β Χ

的绝对值
!

定义 Δ5 为

一一 === 4 ###

%%% ‘
自自口 一一

一一 !!! !Ε !!!

≅≅≅≅≅
、 「「

少少
! 。 。 ! 翻翻Φ巨

二
Ε Ε

%%%
一一

二
+‘! Ε ! ∗∗∗, Ε 口! 翻Γ ?111

777

二
Η

二
目 钊【【Χ 闰 ,

脚 ! ‘‘

一一 瞬瞬
Ι 目 ! 勺 一一

%%% ! 心
!!!! 口 %%%

二二二
Ι, 硒

。 !
叫叫

一一

二
。

二
ΙΙΙ 444

4444444
十 ∋落 十 & 劣

3逆矩阵的第 该行元素绝对值之和
!

所以定义绝对值之和是因为 △ ?5 ≅ ,

氏

正有负
,

故 3 汀 亦有正负
!

从 Α Β Χ
,

Α  Χ
,

Α ϑ Χ 式可知
,

存在下列关系
∗

Ι△ ∋ .
) − Φ Α Κ >

Λ
,

!△

盛
。.)

图 & 各组方程组正矩阵3 的第 ∋ 行元素绝对值之和

与‘ ).
) 的关系数据点分布无规律 > 图外的数据点用

箭号表示
,
箭号下数字为横坐标值

之有

、尹
,

、.、、夕
Η
�≅Μ!!∋厂、,上∋‘

护‘、
廿

了、

∋ . Ν
& ∋《 已Λ

,

Ι△ 4 .
Ο − Ι Α Κ ∃

口
!

若 Ι△
)

Φ
,

4△Ν 4
,

=△
‘ =都不大

,

Ι△

则

Ι
, ,

7
& , 7 & Ι△

)

Ι
“

Φ△ 4 . Ν
,

Ι %
& Ι△Ν 4

一
, 4‘飞 ∋ = Π#4 一

Ν
,

& Ι△ ∗ Ι
Ο ∃

因此

∋全业 簇 兰 Δ4 口
,

」
! %

些业 簇竺 已口
,

) & Ν −

6△ Ο
蕊 丝 Κ ∃

Λ
!

&

因测量误差 △?5 少 15 是可估计的
,

故Α? Χ 式的 Λ 是由实验条件决定的已知量
!

由此可见
,

只

要压低 尸、, 尸& ,

汽的值
,

就可使晶胞参数的相对误差控制在一定的范围内
。

为了保持各晶

胞参数的相对误差在相同的范围内
,

可令

∋ 。 ,

= ≅
, ,

∋

一 Θ4
) 一

% 一 几犷 一 一
Δ∃ Ο −

兰 Ρ Α ∋ & Χ

于是

Ι△
。

Ι % Ι△引 % Ι△ ‘ Φ
召 Ν Π

提 天Λ
。

Α ∋ ∃ Χ

可以很据计算者所希望得到的晶胞参数相对误差确定方程组稳定性的判别条件值 Ρ ,

以



物 理 学 报 � � 卷

此来选择稳定性好的方程
,

然后精确求得晶胞参数
+

单斜和三斜晶系的晶胞参数变量 才 ,

?
, ϑ ,

Β
,
Δ

, Ε 表达式较复杂
,

但误差分析的基本原理与正交晶系情形是一样的
+

其他晶

系司沿用上述公式作为稳定性判别的条件
,

仅是将各晶胞参数改用 闷 表示
,

即 产=

Γ ; ,
两

Γ Κ , 拌,

Γ ϑ , 产�

Γ ; , 拌,

Γ 夕
, 产‘ Γ 二

+

这时 3  4
,

3 5 4
,

3 � 4式可表示为

土全丛 镇李
。腐Ζ 一 [ Ζ

+

那 5
3 斗4

� :  男
58石男
58 ∴名

58 刀劣

 &
]

∴劣

酬 88

 5
+

�军

、

Ν+++= 了
趁

洛’88 “

! 8
,

�劣

睽陈厚队低护
护,等
+

! 8
‘

�名

竺编 ‘

吮
产八 #男

图 � 各方程组条件数 ϑ% Ι ΩΡ 与 合脚了脚 最大值的关系

数据点分布规律不严格
, 特别是

ϑ % Ι Ω Ρ ” 斗5 , ⊥ ; 6
&▲拼

,
&Μ尸, 二 ! 8

+

� :_ 等点

二
、

求 解 方 法

文献〔 〕用求统计平均值的抛弃法去除病态方程组
,

程序较复杂
。

本文用方程组稳定

性的逆矩阵判别法舍弃病态方程组
,

程序简单
,

计算速度快
,

步骤如下 =

 
+

确定误差判别窗 口 碑值

从实验误差 △∀ 及所选衍射线中 Λ 角最大的线求得 Ζ 值
+

根据计算者希望得到的晶

胞参数相对误差 】△川ςΜ对及夕从 3 � 4 式的等式求得 [ ⎯ +

任选四组方程组求出四组晶胞

参数
,

对每一晶胞参数 阿 选取其中数值最接近的两组求平均值作为粗略估计的该晶胞 参

数值
+

将分别求得的各晶胞参数代人3 54 式
,

即可求得各晶胞参数的判别窗 口值叫
+

5
+

�,Τ 别稳定性好的方程组



郭常霖等 = 低对称晶系晶胞参数的联立方程组稳定性判别解法

从 日角大的线开始选线组合成
。
元方程组

,

计算逆矩阵 Ρ
一‘

的第 9 行元素绝对值之

和 .9
,

并与判别窗口值 理比较
+

若 .9 α 川则舍弃
,

若 .9 β 理则判定此方程组对该 闪 是

属稳定性好 的方程组
+

解此方程组求得该 洲 值
+

从 3 � 4式可知
,

该 脚 值的误差 Υ△闪 ΥΜ 闪

显然小于所希望得到的误差值 Υ△川ΥΜ川
+

若一个方程组对某一 川稳定性好
,

但对其他 脚

并不一定就好
,

甚至可以很坏
+

因此
,

分别判断方程组对各个待求参数的稳定性可以有效

地减少计算工作量
+

�
+

求解晶胞参数

有两种方法可
、

获得晶胞参数结果
,

一种计算速度快而简单
,

另一种统计精度高
+

&4 直接法 按顺序判断各方程组的 已值时
,

一旦找到一个氏 β 川
,

即解方程得 热

值作为 巧 的最后结果
+

继续判断以后各方程组的其他 .9 值
,

直到所有
,
个参数都得到为

止
+

一般只需判断所有可能组合方程组数∗ 的约  8 并以下并解少于
。
个方程组即可得

到全部结果
,

十分简便快捷
+

5 4 统计法 虽然直接法可以得到所要求的精度
,

但若要求更好的精度时
,

还可用

统计法
+

所有可能组合的方程组都作判断
,

只要有.9 β 川的方程组都解出 闪
+

将所有符

合 已 β 川的 洲 求算术平均即可得到各 脚 最后结果
+

三
、

实 例

以正交晶系 .Κ ?9
Ξ

−9
Ξ

χ , 为例 【�7 ,

仍用文献 δ   所用的 Ι 条衍射线数据
‘, ,

并加三线

38 � ∀ 4
,

3 � # 4
,

38 � 8 4
,

其理论 弓值为  
+

∴  : � # 5 #  ,  
+

: # ! 8、� 8 � ,  
+

� : � ∴ # 8 8 8
+

将各线理论 5日

值各相间地加和减 △5口一 8
+

肠
。

后作为实际 ΨΛ 9值检验方法
+

按 △日 ε 8
+

85 # 。 及 日角最大的 3�  , 5 ∴ 4 线求得 夕 ε � � � 6  8 一‘
+

若要求  △群罗 Μ

川为 。
+

 多
,

则 [ 。

Γ 5
+

�8
+

取 口值大的四组联立方程组晶胞参数接近的两组求 出之粗略

晶胞参数分别为
。

Γ #
+

� 5 # , Κ Γ #+ � # 5 , ‘ 一 � 
+

��
+

因此各参数窗口 值为 川 Γ 8
+

 # :,

列 一 8
+

 # # ,

玛 Γ 5
+

:∀ 6  8 一 � +

直接法求得的晶胞参数为
;

Γ #
+

� 5 ∴ �
,

Κ 一 #
+

� # # #
, ϑ Γ �  

+

� ! �
。

它与理论值
。

Γ #
+

��  8 , 石 Γ #
+

�#! 8 , = Γ � 
+

� :8 的相对误差分别为 %
+

Ζ:∀ 多
, 8

+

8: �关
,

Β
+

8 ∀ 5 多
,

都小于 8
+

 多
+

表  不同判别条件值下 晶胞参数统计法结果的误差值

55555 ��� ::: ∀∀∀ &888  555  ���  ::: &∀∀∀

晶晶胞参数结果果
;;; 8

+

8 ::: 8
+

8 ::: 8
+

8 ### 8
+

8 555 8
+

8 555 8
+

8 888 8
+

8    8
+

8 555 8
+

8555 8
+

8555

百百分相对误差差 ΚΚΚ 8
、

8 ∴∴∴ 8
+

8多多 8
+

8 ��� 8
+

8牛牛 8
+

Β呼呼 8
+

8牛牛 8
+

8 ### 8
+

8多多 8
+

8三三 8
+

8:::

ΥΥΥ‘拜
,
ςΜ ”

滋滋 ,,, ⎯
,

8 ∴∴∴ 8
+

8 ∴∴∴ 8
+

8斗斗 8
+

8斗斗 8
+

8 ��� 8
+

 888 8
+

 888 8
+

 888 8
+

8 ∴∴∴ 8
+

8 ∴∴∴

若用统计法
,

在不同的误差窗 口 川或判别条件值 [ 。

时晶胞参数百分相对误差如表  

所示
+

可见比直接法的误差要小
,

特别是 当要求的 [ 。

值大时如此
+

统计法的计算时间比

 4 文献〔 〕表 & 第  � 线指标 �  , 5 # 系 �  , 5 ∴ 的印刷之误
+
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文献〔&7 的抛弃法少些
, ‘巳比直接法要多约十倍

+

所以
,

一般情况下可用本文的直接法
,

只

有在希望结果的误差尽可能小时才用统计法
+

本例所有组合联立方程组的逆矩阵 Ρ 一‘ 和矩阵Ρ的第 9 行元素绝对值之和与 晶胞

参数 阵 相对误差的关系如图  , 5 所示
+

各方程组条件数与晶胞参数的最大相对误差的

关系如图 � 所示
+

可见逆矩阵 Ρ
一‘

的
+

( 值直接与 热 误差有关
,

而正矩阵Ρ 与 巧 误差几

乎无关
,

所以条件数与 闷 的误差关系不太严格
,

有一定的分散性
+

因此本文用 尸值作为

判别根据是合理的
+

本例采用了较大的实验误差3△58 Γ 8
+

8 # “ 4
,

故结果误差只达 。
+

 多 以下
+

若实验误

差小 3如 △58 二 % Β2 勺
,

结果误差可小于 8
+

8 多
+
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