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晶格振动声学支的边界祸合效应

李 景 德
�中山大学物理系�

����年 �月 �日收到

提 要

在计入最近邻二体和三体作用的简谐近似下
，
解出了 � � � 正方简单格子的振动模

�

边界

效应使通常将声子分支和用波矢量来标注的物理图象完全改变了
�

只能按空间型将声子分类
�

数字计算表明共价结构性质的加强可导致出现边界藕合软模
�

还给出了旋转模
、
内旋转模

、

公

度非公度结构模
，
以及表面波声子模等一些新结果

�

边界祸合作用消除了声子的一些简并
，
使

其频谱向高端和低端散开
�

理论被推广到三维一般情况
，
说明了边界藕合效应的主要结果

�

� 官� 谁旨
一 、 甘 � 口

���� 和黄昆对晶格动力学作了全面的详细论述
〔�� �

通常
，

晶体理论总是假设晶格为

无限周期结构而略去边界效应�为了使波矢量量子化不得不又 引进 ��
��一

������ 条件
�

在这种无限晶格动力学中
，
只有声学支解才能给出三个零频率

，

相应于波矢量为零的平

移
�

按照软模 ����理论的推断 ‘，，�� ，
如果还出现其它的零频率

，

则相应的模将导致晶体结

梅不稳定
�

自从 ����年 ����
������

第一次作晶格动力学的具体频谱计算以来
，

对许多

晶体的数字计算工作已做了很多
�

的确没有找到过其它的零频率
�

然而一个真实晶体还

有三个旋转模
，
尽管几乎所有有关论著都明白指出旋转模的恢复力系数为零

，
应该具有零

频率�但是这三个零频模在具体计算时总是被丢失了
�

虽然旋转模不是软模
，
但理论既已

丢失三个确实存在的模
，

就有可能还丢失其它的模
，

甚至丢失实验中能够观察到的软模
�

另一方面
，

一个有限大晶体的独立模的个数必须等于系统的自由度
�

理论既丢失了至少

三个真实的模
，

就必然多出同样数 目的实际并不存在的
“
伪模

” ，
甚至其中恰巧有一个被理

论认为是软模
�

在分子振动理论中既能解出平移模也同时能解出旋转模���
�

只要不再理想化把晶体

看成是无限周期结构
，
而看成是一个特大的大分子

，
应能将无限晶格动力学失去的东西找

回来并排除混入的伪解
�

在一维有限晶格的讨论中
，
曾经得到了一些有趣的新结果

’，，�

下

面把一维有限晶格中连接矩阵和自由边界矩阵的概念推广到二维和三维
，

并对二维问题

作详细的数字计算
�

通过二维边界祸合模的一些典型结果来说明边界祸合效应在晶格动

力学中所引起的主要普遍变化
�

二
、
�� � 二维正方格子的振动

在研究束缚原子系统的振动时
，
对于小分子���和晶体通常采取不同的方法

�

前者应
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用点群和侧重于考虑短程作用
，

而后者应用平移群和倾向于计人长程作用
�

过去晶格动

力学只能处理两体相互作用
。

不得不计人长程作用� 否则在极端情况下若只用最近邻近

似
，
将完全失去切应变恢复力

�

在分子振动中
，

近代量子化学可以用更接近于真正多体问

题的方法来处理电子结构
，

从而得到更符合于实验的键长和键角力系数
�

对于长程作用
，

分子理论处理重迭积分时有足够理由作各种忽略
�

键角恢复力属于一种三体作用
，
因为

要有三个原子才能组成一个键角
�

一个小分子的电矩与共价结构的方向性密切联系
�

研

究与电矩有关的问题时必须考虑与键角力相应的三体作用
�

例如对于 ��� 分子
，
如果

不计人这种作用
，

将会完全失去它的电偶极矩而成为线性分子
�

作者找到了在有限晶格

动力学中引人这种三体作用的简单方法
‘
代

为了简化问题以便得到具体的解
，
观察具有简单晶包的正交对称单原子晶体

�

计人

次近邻相互作用时第 ��
，

夕
， 了�个粒子沿

�
方向振动方程可写为

�，。 �� 一 艺
�
圣�

，
�
��，，，

一
� 。 ，��� �

�
��。

�

�
��，，，，

一
� 。 ，，
�� ���

��，，�

一
� 。 ，。 ���

�
�〔幻�� 。 ，，�，

一 � 。 。 ，
�� ���

�� 。 � ，

一 � 。 ，，，
��

。 ���
��

�

�夕
。 ，，，，

一 夕
����� ���，

。 ，�� 一 ，�，，�

���
� ’

一 ���夕
’

一 夕�

艺�，�，艺理

� 艺
�，��
�幻�

�矿��
，

一
��，�
�� 入，

�
��，，， 一

� 。 ，，，

����
’

一 ���，
’

一 ，�
�

���
口，�，

沿 �和
�
方向有类似方程

�

其中
��， ��， ��

为晶格常数 ��
�，
九

，
�
�

为最近邻键长力系数 �人�
，

人�
，
�，
为键角力系数 ���

，
��

，
�，
为次近邻相互作用力系数�二 为社子质量

�

在方程 ���中

求和的限制条件为
� ’

一 � 士 �
，
口

’

一 夕士 �
， 丫 ‘

一 丫 士 �
�

���

九个力系数可以由晶体的九个非零独立弹性刚度常数按下式唯一确定�

��� � �
常���十 ���

�
� �，

一 ��一 人����
���，，

�二 一 �
���

�
� ���

、
� �，

一 人�一 人，
���

���，，

���� �
���

，
� ���

�

� 如 一 ��一 �����
����，

��， � ��� � �。 ���
��

，
一 �

�

��
��， �“ � �������

，
� 石���

��，

��� � ��，� �������
，
一 ����

�，， ��� � �������
，
� ����

�，，

��� 一 ��� 一 �������
�
一 ����

�，， �，，
� ������， � 八���

���

���

对于 � � �二维正方格子
，
如果只用最近邻近似

，

则振动方程可简化为

、 �。 ，一 艺
�，
��
二� ，，一 � 。 ，

�� 艺
�，左��

� 。 ， 一
��，，�� �，

� ，，一 ，�，，

��。
’

一 ���夕
’

一 夕��
，

�，。 ，一 艺
�，
��，

�，，

一 ，�，�� �
�����，

。 ，，一 ，。 ，，

�� �
� “ ，，

一
� 。 ，，��。

‘

一 “ ��夕
‘

一 夕��
�

���

其中
� ’

� � 士 �
，
口

’

� 夕士 �� � ，
口

，

令
� 。 ， � 士 夕脚 � �

。 ，�、 ��一 ‘。 ��

则 �护 方程组���可化为两个关于 �
。 ，
的 护 方程组

。

“ ’ ，
口

’

提 对
�

� ，
夕一 �

，
�

，

…
，
�

�

因为晶格的边点和角点缺少了一
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些键
，

其方程比内点少了一些相应的项
�

将所缺少的项的系数组成的矩阵记为 �� ，
称为

自由边界矩阵
�

各方程其余的项的系数组成的矩阵记为 口
�

用 ��
��� 记 号��表 示 由

�
口， 组成的 妒 行一列的矩阵

，

则由���至���式可得矩阵本征方程

�口 � ��
���一

�
��

，

���

其中
‘ � ��一 ���

�
��
�����一 �����

�

���

若令 � � �一�� ����
一 ‘ ，

���

则 �士
为一个整数稀疏矩阵乘以 ����

，
而 。 则类似于 �讥���分子轨道 �����理论 中

的连接矩阵
仁��

�

将由

�
�，�宁

，，
仍�� �甲产

���� 〔��� 一 �为
，，����

���
���口一 ��孔，���� ����

组成的列矩阵记为 ��
�，
孔�

，

则 ��
，，
孔�是 �

� � 妒 矩阵 口的一组正交归一本征矢
，

相

应于本征值
�
�甲

�，
孔�一 ����

�宁
，，���十 �� ���

�孔二���
，

����

其中 宁、 ，
孔 � �

，
�

，
�

，

…
，

�刃 一 ��� ����

��，，

一 ��刃
，
�叮。

一 �。穿
一 丫万�刀

，
�。 。

一 ��刃
，

于是可以在 口表象用久期微扰方法解出方程���的本征矢

��一 � �穿�。 �

��
�。 ���

穿
，
宁

，
笋 。 �

久期方程 见 �，
，。 ��

士

�。�。���
。
�
叮

�一 �� 一 ���
，， 。 ����

�����

����

����

����

夕���

同时确定了本征值 � 和相应的祸合系数 �。 、
��，

仍 是沿
� ，

�方向由����式给出的波节数
�

条件����式规定了波节数空间��
，，
���

的一个有限点阵
�

它代替了具有无限周期结构的倒格子空间的布里渊区
�

在有限晶格动

力学中
，
完全没有必要再引人 ����一

������ 条件 � 因为量子化已经是运动方程的很自然

的结果
�

波节数点阵的一个点相应于方向相反的一对波矢量
�

����式表明
，
由于有限边

界的存在
，
在简谐近似下不再能用一个波矢量来标注一个独立的模

�

三
、

群论的考虑和数字计算

� � �正方格子的点群为 自
。 �

�妒 个声子模按点群的分类列于表 �
，
表 �中还给出

了各个不可约表示的特征标
�

表 �的右边给出了一些模的具体例子 � 括号中的数字为模

的编号
，

数字后面的正负号标明该模是由 �十

或 �一

得到
�

这些模的花样示于图 �
�

��

使

��为奇
，
��为偶的零级近似模互相藕合给出 ��

模
，
偶 ��

，

奇 孔 组合成 ��

模
�

��

使偶�
�，

奇 ��组合成 ��

模
，

奇 �，，

偶 仍 组合成 ��

模
�

余下可能的数组 ��
�，
孔�中

，
两个波节数

为同奇偶 �这时 �十
和 �一

的微扰结果相同
，
给出二重简并的 �模

�

���式用投影的方法使

�
‘

模分裂成对于 内 为对称 ���� 和反对称 ��
�

�的两个单解
，
从而须处理的自由度减少

一半
。

�

只有一对五模保持为零级近似解而不与其它波节数祸合
�

这就是 �� � 孔 � � 的平

移模
�

戈名�式使求解 “ 的问题等效地化为求解本征值 方
� 。 越小则

·

�
� ，

越大
，

求软模 ����
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表 � 二维正方格 子声学模的分类

二�一二一仁
一

兰兰…
��

�生一阵全
��…一
兰卜

竺生 �一�一兰�竺些�
��

月 �

�
‘
�

’
�

’
�

‘
�

’
�

“ �

�愈 偶 �
����，��了十少

” �

�
’
�

一 ，
�

’
�
一 ’

�
’
�

“ �

�些 奇 �
���
少
，〔
全
。 �
户

刀 ，

�
‘
�

‘
�

’
�
一 ’ … 一 ’

�
“ 一

�‘禺 奇 �
仁，一

‘

少
，

几
��一
于

�
’
�

一 ’ … ’
�

’
�

一 ’ … “ 一

�贡 华 �
仁，一 少，�，’一 少

� � �
‘，

� 一 “ � ” �
“

�
召士

�同奇偶 ��’��

相当于求最大本征值
�

与零频率相应的本征值等于 ��十 斗��
�

理论中只出现一个参数 �
�

可以编成计算程序由�和 �值得到 �护 个模
�

因为电子

计算机的计算速度很快
，
例如用 ��� 型计算机处理� 一 �的问题只需一小时左右�故当

�不太大时甚至不必先用群论化简
�

由计算机作出的任一张模矢量图都很容易利用点群

的特征标直觉地看出其所属空间型
�

但是对于较大的�值
，
按群论结果来编程可以节省

大量的内存空间和机时
，

使得 ������ 机可以解决 � 蕊 �� 的问题
�

当� 一 �时
，
边角点的数目与内点相近

�

因边界点数目随�线性地增加而内点数 目

按平方律增加
，
故当�� �时已可清楚地看出结果给出的物理图象

�

为了使图形有适宜

于看得清楚的大小
，

图 �只给出� 一 �的一些例子
�

图中小圆圈表示格点的平衡位置
，

始

于小圆圆心的短线表示该粒子振动位移方向和相对振幅
�

一般地
，
特别对于更大的�值

，

模矢量图都很复杂
�

这里只给出比较简单的下面要作进一步讨论的少数例子
�

在给定�

和 �值后
，
所编程序能作出全部 ��

，
个模矢量图

、

相应频谱分布图
，
以及打印出各种需要

的数据
。

四
、

一些边界祸合模

� 一 �的正方格子有 ��� 个不同的模
，
图 �是其中的九个

�

�模有三十二对
，
由于是

二重简并
，
模的花样不能完全确定

�

图中的平移模��十�是用了�的式的对称投影由 ��

从任意方向的平移中分解出来的结果
�

根据计算机作图的方式
，

图中
�
轴方向自左向右

，

夕轴自上向下
�

��十�模对于 二 一 �平面是对称的
�

模��一�为旋转模
，
与平移模一样都

具有零频率
�

模����类似于切应变
，
模��一�类似于正应变�但是它们和通常用压电振子

激发的宏观的面切应变或面正应变谐振方式有原则性差别
�

模����不口��一�都各有非零

藕合系数 妒�� 个�若用同样方法描述面切应变和面正应变机械谐振
，

则各只有一个等于

�的非零祸合系数
�

在空间型 �，
中发现一个边界藕合软模 ��十�

，

由图 �可以看出它对于点群 ��
，

是全

对称的 �，
模

�

计算表明
，
当�值由零增大到某个值 ��

�
时

，

其本征值单调上升到 。 一

�� � ���
，

相应于频率单调下降到 。 一 �
�

� 一 �时
，
容易直接解出 ��

。 一 ���了万一

��
�

计算机给出的 ��
�
与�的关系曲线示于图 �

�

曲线可用经验方程拟合为

。 。� 一 �
�

����� � �� 一 ��
一 �，�‘ � �

�

����� � � �
，
�

， ·

… ����

当� � �时正方格子没有内点
，
此模消失

�

不同�值给出的边界藕合软模的花样彼此完
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���一 �

了 、 户 久 了 、 户

种
久

了

了 、

、�了
、

几
、

户
，

气

户气了、

扦书

︽
，户、了产户

�、户��、户气、

��一 �

了 了 丫 少 ‘
了 了 少 合 仅

� 召 召 。 。

占 � 。 。 。

乙 如 。 。 。

石 � � 心 习

、 、 、 ， 力

、 、 场 、 沁

久 气

久 气

� 只

� 宁

� �

户 户

户 尸

声 尸

了 、
吹久
。
为

书
了 久 户 、 了 气 户

久户、

气只气�分尸尸尹
仪久代久久久久气久�

、

久久久久气久久久代久气久气久
��气久久久气久久气

·久久仪久久久久久

久气气气气久久气久久久久久气久久气气久气久久久气

��十 、
��� � �

气 气宁 �

。 �气 气 �

占 � 。

� 、 心

场
、 句 �心

了 �

口‘ ‘
认 �

你

习

。 � 感
犷

少 � 心

�一 �尸 了

�卜� 分� �
门

�卜� �
，
� �

�

。 ‘ 。 、 久

�

仪

心 协
一心 一叫今

� 走
� 俐心 �吃

� 户

谬 、
仅 尸
� �

� �

气 夕

咨 �

气户
了 、

一八�﹄��‘����
才�
�

已

心

�

减〕 天� 分

久户

了 、

� 仪

� 户

� 、

� 户

仪 尸
� �

户 �

只 �

了 �

气 分

� �

��了�

户��公
�

�刀���
�几气凸丫

�

�下
�

�
、办丫
�

众介认�

���从口
�

、���公�心

户�
�
�

户户
了

声尸

戈�� 〕

��户�户���、、‘份 分尸尸 尹

守 宁 户 尹 户

尸�
、 、 ，

心

心 冷

���� �

� � � �

尽 、 了 �

�‘ �

�
如

以 � � 习

户
产习

俐�
�曰�

久尹 气尸
了、 了、

仪 �

了 �

����叭汀��尸、气了户、气了
气尸尸

�户沪
。心、��、乙户代气

�如入
甸、也�心了︹︺

廿

己

了丫 、

� 了 。

� � 。

、 公 心 �

户
习 公 �

�沪

妹
、

� 户 众 夕

� �

图 � � 二 �的一些声子模矢量图

全相似
，
都表现出面积收缩的特征

�

这里只考虑了 才� �人 的情况
�

由���式看出
，
当键

亩一� ��’ ”
’ 一
�� �� �

图 � 边界耗合软模出现条件

角力系数与键长力系数的比值 ���增大时 �

单调增大
�

从化学键理论知键角力系数的增

大是结构的共价性质加强所引起的
� “

在铁电软模 ����理论中只注意到横光

支模的软化
�

这就很难解释像 �����
�

型晶体

沿
�
方向自发极化时为什么同时发生晶体的

纵向伸长和横向收缩
�

如果把这种铁电转变

的根源解释为垂直于
�
方向结构的共价性质

的加强
〔�� ，

则边界祸合软模恰好说明了这一

现象
�

软模不是相变的原因
，
它只是可能伴随

着相变一起发生的另一现象�其共同原因为不同宏观条件下微观电子结构的变化
�

有限晶格动力学不但找回来了曾经丢失的整体旋转零频率
，
而且还找到了一个内旋
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转模���一��图 �中的箭头标明相邻每四个格点集团的内旋转方向
�

直接由方程 ���和

���可以证明
，

对于任何的偶数�有一个通解

���
一 一�

��
一 一�

�，
� �们 � ���

一 …
� ���

� 一�
��
� 一�

��
� ���

� 汉
，�
� …

� 一�
，�
� �那 � ��� 一 一�们 � 一�

，，

�
· · ·

� ��付
�

����

相应的本征值 � � �
�

这个通解对应于可被 �整除的�为 月�

型内旋转
，

其它的偶数的�

为 ��

型内旋转模
�

容易由图中看出
，
这种内旋转满足角动量守恒

�

当�为奇数时
，
计算

机没有找到这种内旋转
。

观察模���一�所引起的最近邻格点距离的变化
，
可以看出它导致晶格常数出现公度

�

非公度 ��
一

�� 变化
�

图 �的模�����和�����给出的是另两种类型的 �一�结构
�

�一�

超结构近年来在实验研究中引起了很大兴趣����
�

当�很大但保持为有限值时
，

用类似于标度变换的办法可以证明有限晶格动力学方

程���和�幻过渡到连续介质弹性振动方程���
�

但是对于一个有限晶格
，
标度变换前后的

系统是不等价的
�

放大标度相当于只考虑格点集团的运动
，
这就必然失去一些细致结构

�

因此方程���和���虽然可适用于任何 �成�� �� 的情况
，
即将分子振动与晶格振动问题

统一了起来
，
并且和连续弹性介质力学相一致�但是恰好同时又反映了微观与宏观运动的

原则性差别
�

有限晶格动力学给出的是微观的解
，
由连续介质弹性力学得到的只能是宏

观的解
�

这在前面关于模��十�和��一�的讨论中已提到
�

当自由边界条件用于连续介质

弹性振动方程时
，

得出的所有的驻波解都是简单的
，

即都可以用一对波节数 ��
�，
孔�来表

征�同时
，
系统的自由边界必然都是所有的解的波腹

�

图 �模���一�的运动集中于边界点

附近
，

内点的振幅很快衰减下去
，
类似于近代压电技术上得到重要应用的声表面波

�

但它

是微观的运动
，

故称之为表面波声子
�

还可以找到其它的表面波声子模
�

然而另一方面

也可找到一些模
，
没有宏观的类似

�

例如模�����表明
，

边界上出现的是波节而不是波

腹 �这在自由边界的宏观振动中是完全不可能的
�

在已描出的大量模矢量图中
，
还可找到

其它的边界点为波节的许多微观振动模
�

五
、

三维有限晶格振动的一般情况

由三维振动方程���出发
，

令
��，，

一 �
。 ，�����一�

〔�，�
，
�
�。 � �

。 ，�����一����
， � 。 ，， � �

�，， ����一�
〔。 ��

�

����

将得到的关于 �
。 。 ，

��
，， ，

�
。 。， 的 �丫 个线方程组中边界点所缺少的项的系数分出来组

成边界矩阵 �
�

其余系数组成矩阵 。 �

也可得到本征方程

�。 � 刀����
���

，

����

其中
� 为 ，�� 的线性函数

�

在一维 〔习 、

二维和三维情况下本征方程����有相同形式� 其特

点在于分出了边界矩阵 �
，
从而使 口有简单驻波本征矢

�

其实从任何力系数模型出发
，
均

可类似地分出边界矩阵 �而得到本征方程����
�

对于任何一种力系数模型
，
也可按照无限晶格动力学方法引入 ��

�。 一

����二 条件得
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到一组行波解 ��
， ��而写振动方程为

�
‘

��
， 叮��

���
，
叮���

，
叮�

，

����

其中 �为分支的标号
�

对于同一个晶体的相同力系数模型
，

由于处理边界方法的不同
，
矩

阵 �’ 和 口略有区别但阶数相同
�

定义矩阵 �
’

使

�� 十 ��� �口
，

� �
，

�
�

����

以之代人方程����
，

就可以在 灯 表象用行波解为基来解有限晶格振动本征方程
�

要找到

‘ 的驻波本征矢是个新问题
，

但求行波解����的方法已经熟知
�

类似地
，
微扰 �

’

导致各

种行波在简谐近似下的强烈祸合
�

无限晶格动力学给出的声子图象按光学支
、

声学支
、
纵波和横波来分支� 每支又用布

里渊区的波矢量来区分简谐近似下的各个独立模
�

因此
，
声学支的长波极限 【��自然就和

宏观的连续介质弹性波等同起来
�

过去认为
，
声子与声子之间通过非简谐项引起的散射

来交换能量
，
使得一个经受了某种宏观作用后的系统重新趋向于热平衡

�

然 而 ��
�

而 查

明这种非简谐祸合导致的是孤波 �
�
�������

，

所能产生的能量交换是很少 的�川
�

��
���引

起的惊奇在声子统计问题中尚未得到满意解决
�

有限晶格动力学表明用波矢量标注的模

不是简谐独立模
，
因此不是微观运动的声子

�

由声子的微观运动要通过类似于标度变换

的方法改变为研究粒子集团的运动
，
才能得到可用波矢量来描述的宏观运 动

�

作 用 于

� � �正方格子的宏观扰动如果属于空间型 �
，

将同时激发 �妒 一 ��种声子
，
此处把平

移除外 �如果扰动属空间型 �或 �
，

将同时激发 妒��种声子
�

这只有利于趋向热平衡而
，

不利于出现孤波
�

通常实际发生的情况正是这样
。

�口��

����

� �

�口石�

��〔刀百��

图 �

简并度
�

�丫

� 丫 �正方格子的声子频谱 �� 二 �， � � 。 ·

���

当晶体外形保持与点群对称相同时
，

�。

称 �声子按点群不可约表示分类
，
最高简并度不超过

在方程����中
，
算符 穿 对晶体

空间群操作为不变
�

波矢量反映了

作为空间群子群的平移群的不可约

表示
�

而点群对称则使波矢量空间

出现等效点
�

具体数字计算时常利

用等效点数来减小工作量以得出频

谱分布山�
�

因此行波模的简并度很

大
，
晶体为立方对称时可达 到 ��

�

边界祸合作用在很大程度上降低了
，

� �
’

� 保持点群对称而失去平移对

�
。

图 �给出�一 �的正方格子的声子频谱
�

参数 � 一 �
�

�� 相应的最大本征值
。 �

�
�

��
�

图中用 ��
，
�

，
� 分别标出了边界祸合软模��十�

、

旋转模��一�
、

和平移模��士 �的

本征值
。

每个空间型的频谱下面
，
还标出了零级近似频谱

�

括号内的字母标明了 ��
�，
孔�

的奇 ���或偶 ���
�

可以看出略去边界效应使 �，
支和 �，

支简并
，
而 ��

支和 ��

支简

并�从而不能将解再按点群的不可约表示分类
�

简并消除的同时
，
声子频谱向高端和低端

散开但保持平均中心不变
�

这是因为

��
�口 � ��

�� ��口 一 ��� ����� ����

等于常数
。

对于偶数 �
，
非简并的 ��，

��，
��，

��

模各有 护�� 个�当�为奇数时
，

这些
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模的个数各为 �妒 一 �����其余为二重简并 五模
�

无限晶格动力学给出的行波解不可

能存在非简并模
�

六
、

讨 论

通常用面网将倒格子单包分割的办法来选取波矢量以计算频谱分布
�

计算机技术的

发展使得有可能直接用正格子计算频谱
，
同时还给出声子模的具体花样

�

令人鼓舞的是

计算结果随粒子数增大的收敛性还不算坏
，

这从图 �可以看出
�

因此事实上不必处理太

大的�值
�

对前述正方格子的零级近似总频谱分布曲线
，
取 � 《 �� 就可得到收敛得很

好的结果
�

计算机给出的 � 一 �� 和 ��� 的两种频谱分布之间差别很小
�

表面物搏向理论提出了半无限晶体问题
�

相变过程中的微区现象以及近代陶瓷工艺

微晶粉料性质的研究向理论提出了一个粒子数不太多的有限大小的微晶体问题
�

关于晶

体的动力学性质研究的各种散射实验手段正在迫近声子模的具体花样问题
�

这里只提出

了一个解决问题的初步方案从而探索可能得到的一些新结果
�

对于非完全自由的一些简

单的具体边界条件
，
可以类似于 ���� 理论处理聚合物高分子端基的方法

，
由改变边界

矩阵 �的元素来解决
�

本工作得到中山大学高等学术研究中心的部份资助
�
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