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通过平均场处理的严格重正化群变换

方法对 ����� 模型的应用

叶 青 唐坤发 胡嘉校
�上海交通大学应用物理系

，
凝聚态物理研究所�

����年 �月 �日收到

提 要

本文运用作者所发展的严格 ����������
一

平均场近似方法对 ����� 模型的临界指数作了

计算
�

所得结果与严格解符合得很好
，
而与计算工作量相当的重正化群方法相比

，
精确度大 为

提高
。

一
、

引 言

自从 ����年 �������
��

和 ��� ��������‘，
根据 ���

����，，
的重正化群基本理论提出

实空间重正化群以来
，
实空间重正化群已被用于研究各种各样的相变模型

〔�� 、

动态临界现

象 〔��以及无序系统���
�

与重正化群的场论方法比较
，

该方法最大的优点是物理图象清晰直

观
，
且计算简便

，

但是计算精度往往很差
�

为此一些作者提出了改进方案
，

譬如� 集团

����������� 近似 〔‘，，
两步重正化群 ���

�一���� ����������������
〔，，
等

�

这些方法对计算精度都

有一定程度提高
，
但与已知的精确解结果比较仍不太令人满意「�，�� �

最近
，
唐坤发

、

胡嘉

祯提出了一种通过平均场近似来运用精确的 �������全�� 变换的重正化群方法���
，
对伊辛

����
���模型�二维�作了具体计算

，
得到了与严格解非常接近的结果

�

当前
，

����� 模型已被人们普遍关注田
，

这是因为在格点统计理论中
，
这一模型包 括

了许多尚待解决的问题
，

内容十分丰富
�

从形式上看
，

����� 模型仅仅是伊辛模型对格点

自旋的自由度 �� �的一个自然的推广
，

但就其临界行为和指数而言
，

所包揽的内容
，
在

其深广度上都极为普遍
�

本文运用这种带有平均场近似的精确的 ���������� 变换的重正

化群方法
〔幻 ，
在平方格子上

，

计算了 ����� 模型在无外场作用时的临界指数 �
，，
在较低级

的近似下所得的结果已可与计算工作量较大的变分重正化群结果 ‘功，��，比较
，
而与其它以

相同工作量所得的结果
�‘，比较起来

，

其精确程度有很大改善
�

为了得到重正化方程
，
重正化后的哈密顿量必须保持原来的形式

�

一般说来
，

重正化

方程不可能严格求解
，
因为严格的重正化变换将使参数空间不断地扩大

�

譬如
，
最初只有

最近邻相互作用的哈密顿量
，
经严格的重正化变换后

，

就有可能出现次近邻
、

次次近邻
、

三

体和四体等多体相互作用项姻
�

要想使参数空间在重正化变换中保持不变
，
只能取无么
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大的参数空间
，
这在具体计算上是不可能的

�

所以
，
一般采用各种各样的截断 ��

�
��

�������

近似
�

譬如
，
累积量展开

、

键移近似等
〔�� ，
而这些近似却给计算的精确度带来很大影响

�

严格的重正化变换
，
尽管使相互作用项增加

，
但是变换后的哈密顿量与原来形式的哈

密顿量仍属于同一普适类
�

例如
，

本文所研究的系统
，

最初的哈密顿量为

月��
，
��

，
��一 见 尺

·

。 � ，

�。
，， �，� ���

其中

作了 �一 了万 严格

�
�

二���
。
�口

、
备一 上二

�

��
‘ 二，
�伪

， “ ，�一 �。
价 � 价�

久 钾 价
。

���

���������
�
变换后

，
系统的哈密顿量可表示为

����� �����习
。 二，

��
，， �，�� ����习

。 二�

�。
，， 。 ，�� …

���

式中�为变换前系统的格点数
�

上式表明���具有多项相互作用
，

各项的系数 �
，
�

，

…
，

都是� 的函数
，
均由严格 ���������� 变换确定

�

��� 与变换后保持原有形式的哈密顿量

���

��
�，

毛。
，

��一 习 �乙
·

” 二，

��
，，
��� ���

最近邻

属于同一普适类
�

于是
，
就可利用 ��� 和 �

��
的相同的临界行为来确定 ��

与 � 的函数

关系
，

在这一过程中我们采用了平均场近似方法
�

由此按实空间重正化群的一般理论就

可计算出系统的临界行为
�

必须指出
，
这里正是应用了平均场近似

，

才使这一严格重正化

变换关系得以运用
�

二
、
����� 模型的临界指数 叭 的计算

考虑一平方格子上的 ����� 自旋系统
，

相邻两格点之间的距离为
� ，

每一格点的自旋

自由度 �� �
，
�

， �
，
�
�

本文仅计算 �一 �
， �， �三种情况下的临界指数 �‘ �

为简单起

见
，
不考虑外场对系统的影响

�

�
�

精确的 ������石�� 变换 ��� 变换�

在只考虑最近邻相互作用时
，
对于一给定自旋组态 �沂�和 宁

，
系统的有效哈密顿 量

可表示为

���
，

�。 �
， ，�一 习 �

· 。 �，

�。
， �，�

�云
�

户�

���

式中
。 ，� �

， �
，
二

‘ · ，
�，
称为第 �格点的 ����

�
自旋

，
�为最近邻格点自旋相互作用的祸

合系数
，

艺 表示对系统的所有最近邻关联对求和
�

系统的配分函数可表示为
�该

。
沙�

���
， “，一
军

�

�� “ ��
， ，

‘沂’， “ ’ 一
篇

��‘
， ‘��’， “ ’·

���

这里
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���
，

�。
‘
�

，
宁�� ������

，

�。
‘
�

，
宁�

�

���

���式中 艺 表示对系统的格点自旋的所有组态求和
�

为对系统作 �一 �’ � 的 �。 变
�口云》

换
，

将系统示于图 �
�

由图 �可见
，

所有
“ � ”
号格点构成一新的平方格子

，

相邻两格点的间

距为了万
。 ，
且每一格均由一个

“
一号格点和其周围的四个最近邻的

“ 。 ”
号格点组成

，
围成

一小块体
，
为简单计

，

我们用
“ � ”
号格点的序号来表示小块体的序号

�

考虑到系统的这种

对称性
，
���式可以写成如下形式 �

���
，

�。
、
�

， 、�一 艺 月 ‘
一 习 � 艺

“ 、 ，

�
� ‘ ， 。

犷�
，

���

式中 �‘
为序号为 碑的小块体之哈密顿量

，

可��� �
，
�

，
�

，
�� 为该小块体内四个

“ 。 ”
号

格点自旋
�

将���式代人���式
，

得到

��尺
，

�
�，

�
，
穿�� �

���� �
“ 二�

�‘
�， “笋�

·

����占二
，

��
�， “ 梦�� �� 占�

，

�。
‘ ， 。舒��

���� 一 ��� �� �
·

��� �
，
�

，
�

，
��

，

这里

了�
�
��� 一 �

�

将���式对图 �中所有
“ � ”
号格点的自旋组态 �

。 ‘
�求和

，
得到

���

��
�

��
‘ ， �梦�

����

����

��曲

��，梦
�
。�

���
。�

���
，

�
�‘， ‘
�

， ，�一 习 ���
，

�
�‘
�

，
��

《口 �卜

甘

、

�叭��

今

· � 艺 ���� 艺 人式。
，

时
‘ 口才 ，� �

� �� � ‘
��

，

�可�
， ��

，

����
寸
‘�

口

、，。��

，

‘

其中

咭

� ‘
��

，

�时�
， ，�一 叉

���� 习
” 二�

�
。 ‘ ， �梦�

�

口廿 �于 �

����

���� 式给出了序号为 ‘ 的小块体的配分函数
，

�才�

为该小块体内四个
“ �”
号格点的某一自旋组态

�

令

爷 口�

��

� 一 � �

���� �目卜
�� � ��

� 一 � �

， � � �

丫
‘几怜

尸��、卜�
沪

气�呀

卜�一叹
�

一
月

� �

��处

一﹃一一，’��

图 � 平方格子的 ����� 自旋系统

� ‘
�尺

，

�
。
扩�

，
宁�� ���玛

，

式中拼 的意义可解释为经 �� 变换后序号为 �的小块体的等效哈密顿量
�

����式可得

����

由����式和

。 、 �二一 习
�

�� 艺
” �，

�。
‘ ，
嵘�

�

����
�日 �� �
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将����式代人����式
，
得到

���域 一 习 � �� � �
·

。价��
�，

可�� ����
口� 尸� �

于是
，
由����式等号左边的具体形式

，
可以设想

，
�二可写成如下的形式�

�二� � � �
·

�占
二�

��梦
， 。罗�� 占二

，

�。 罗
， 。兰�� 占二

�

�
�
�

，

武�

� 占二
�

��耸
， 。 舒�� 占二

�

��空
，
昨�� 占二

�

�。罗
， �耸��

� �
·

〔�‘ �

�
�空

， �岁
， 。盆�� 占�

，

��罗
， �羞

， �笼�

� 占二
�

��弓
， �写

，

诸�� 舀‘ ，

�武
， �全

， �罗��

� �
·

占、
，

��子
， 。罗

，
谓

， 。 写�� �
·

�占
二�

��空
， 。 罗�

·

�二
�

���
， 。谭�

� 母、 ，

��全
， �兰�

·

占‘ ，

�诸
， �耳�十 占二

�

��留
， �篇�

·

占‘
�

��岁
， ����

，
����

式中 �
，
�

，
�

，
�

，
� 为待定系数

，
显然它们均为�的函数

�

将����式代人����式
，
于 是

运用 左可�的不同组态
，

通过关系式����
，
即可确定 �

，
�

，
� ，

�
，
� 等系数

�

它们分别为

� � �� �宁 � ���
，

� � �� �宁� ��� �
，
�一 注

，

� � �� �宁� ��� �尸� �
，
�一 � 一 �� ，

� � ���守� ��� �尸�一 � 一 ��

� � �� �宁� ��� ��
，
� ��

，
� 尹�一 � 一 �� 一 �� 一 ��

�

����

上面我们运用了以下关系式�

” ‘ ·

�“
了，

一
，一
�� ����

、

卢‘
�

��
�， ��

， �。 ，
���

�

将����式代人�珍�式
，
可得

�。 。 ��
，

��小 宁�三

��� ��� �灸，

其它情况�

价 � 价 � 口灸� �， ，

其它情况
� ����

���
，

��
�，
小 ，�一 ��

���玛

一 �。 习 月二一
�、 �����

，
�
�，�

， ，�
，

����

其中

���
��

，

�“ 。�
，
宁�一 艺 碳

�

����

����式和����式分别为经 �� 变换后
，

系统对于一给定自旋组态 �吹�和 � 的配分函数 和

哈密顿量
�

于是
，

由���式可以求得经 �� 变换后系统的配分函数形式为

���
，，�一 艺

�
二�

��

��
，

�
���

，
宁�一 ���

��
， ，�

�

����
�口丸�

因为变换后系统保持原有的对称性
，
所以根据����式和����式

，
可将 �� 变换后系统的哈

密顿量写为如下的一般形式�
� ， ‘

一
���
��

，

�吸�
， 。�一 ������� �。 习

‘。 。 ‘ ，

��
，， �，�� 。 艺

‘习 。 ‘ �

��
，， 。 ，〕

� �艺
‘� 。 ‘ ，

�。
�，

�

乌，吸�� 。 习
气�� 叙

�

�。
， �，，。 。 ， 、 �

� ‘ 夕
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� 石 习
‘�， 〔。 ‘ �

�
�，， �，�

·

。 二��
�，， 。 ，

�� “ 、 ，

�
� �， ���

·

“ 、 ，

��
，， �，

�

� 占二
，

��
，， 。 ‘

�
·

占二
，

��
，， �，��

，
����

式中�为变换前系统的格点数
，
���为变换后系统的格点数

，

也即图 �中的小块体总数
，

艺
‘�� ，

习
‘�� 分别表示对系统的所有最近邻关联对和次近邻关联对求和

，

习
‘” ，

艺
‘��

表

���

艺
户

�召
�

矛� 〔�，
护�

分别表示对系统的所有小块体中的三个格点自旋关联和四个格点自旋关联求和
，

示对系统的所有小块体中的由两个格点自旋祸合成的关联对之间的相互作用求和
�

系统序参量的统计平均值定义为

�二��
， “ ，一
�
�

军�万
�“

·

”二�一 ，，一 ‘，��“ 一 ‘，
�
��·�二��

， ‘一，，
宁，
��

�…

����

�
�

标度变换 ��� 变换�

对最初的系统作 �一 了万的标度变换
�

由标度理论可知
，
经 �� 变换

，

系统哈密顿

量的函数形式将保持不变
，
也即与���式的形式相同

�

如果把经 �� 变换后的平方格子之

格点自旋仍用
。 ，
表之

，
且令

� ‘ � �
，
�

，

…
哈密顿量可表示为

月��

�尺
乙 ，

��
‘
�

，
宁��

�，
则对一给定的自旋组态 �

�，

�和 �
，

艺 ��
·

” 、 ，

��
�， �，

�
，

式中 艺 表示对所有的最近邻关联对求和
，

系统的配分函数可表示为
一，，��

���

��
� ， 。 �一 艺

������

��
� ，

��
，
�

， 、�
，

系统

����

����

而系统序参量的统计平均值可表为
“ ‘ �·��一 “ ，一

�菩�万
�“

·

“一�一 ‘，一 ‘，��“ 一 ‘，
�
·、 ��·

��一 ‘一，， 。，
��

��二

����

�
�

平均场近似处理

系统分别经过上述两种不同的变换后
，

得到了两种形式不同的哈密顿量� ��。
�尺

，

毛叹�
，
们 和 �����

�，

�。
，
�

，
��

，

但它们属于同一普适类
，

因此所得到的系统的临界行为

应该是等价的
�

于是当 � ” �
�

�� 的临界值�时
，
下列关系式成立�

�
��
��

，
穿�� 又�

��

�尺
�，
宁�

，
����

式中 又为比例系数
�

为了具体求出�和 � 。
之间的关系

，
对����式两边 的 �

��
��

，
宁�和

� ��

��
�，
的 取平均场近似

�

为此在系统内取一包含有限格点的集团
�

对集团内的格点
，

其自旋之间的相互作用作精确计算
，
对集团外的格点

，
每一格点自旋值均取平均值 。 ，

自

旋的对称破缺方向均取为自旋态注一 这样
，

集团内外格点自旋之间的相互作用可表示为

叙
�〔氏内 ，

��劝 � 。 ·

叙
�

�几内�为
� �

一
「 、 ‘

一以叼
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占‘
，

��呐
， ��内 ， ��外�� �

·

沙‘
，

�。 呐
，
��内 ，

��
�

����

当然
，
也可以发生如 占二

，

�。
，内 ， �讲

， �妞�一 �活‘ �

��
，内 ，

�
， ��等相互作用

，
但是在下面的计

算中
，

仅精确到 ， ，
对 耐

，

耐 等均略去不计
�

我们取 � � �
，
�， �三个不同大小的集团

，

运用平均场近似分别求出各集团的 � ��
��

，
宁�和 � �

���
� ，
��

，

以及相应的�和 ��之

间的关系
�

这三个集团所包括的格点数分别为 �
，
�

， �个
，
详见图 �

�

去二
�

�

愧…浦
。

︸一

�甲
�留
��

�卜�

，�通

图 � � � �， �， �三个集团的示意图

对任一集团
，
根据上述规定

，
不难求得

，
系统分别经 �� 变换和

量� ���

��
，

����
，
叮

，
二��

�和 ���

��
� ，

��
，
�

，
宁

，
���

�� 配分函 数
�

��变换后的哈密顿

和将���
�尺

，
叮

， 。 ��

�

���
��

�，
叮

，
���
��序参量的统计平均值� � ��

�尺
，
�

， 。 �。
� 和 �

��

��
�，
宁

，
���

�
�

� ��
��

， 叮
， 。 ��

�
，
� ��
��

� ，
叮

，
���
�分别对 ���

和 ���
作泰勒展开

，

取一级近似
，

考虑

到展开式的零级项均为零
，
可得

� ��
��

，
�

，
���
�一 丹�军

乙
�“

· ”一�一 ‘ ’一 ‘ ’‘�“ 一 ‘�

�口�
��
��

，

�
���

，
宁

， 。 ��
��口�

��
�

·
�·����

�、
，

�
·，�

， ，，
��·
�」���二��

， ，， ，一，】
。 �。 �

一
� ���

��
，
�

，
��

·

���

�
�·
��一 “ ， ，�·，一

�荟�万
“
�“

· ，二�一 ‘，一 ‘，‘�“ 一 ‘，

�口�
��
��

�，

�
�，
�

， 叮
，
���
��口�

��
�

二二�
�·
��一 ‘一，，

穿
， ，�·，」����·

��
， ，，

��·
�

� ���
��

�，
�， ��

·

��二

����， ’

���

以上两式中的
万

“
和
万

“
表示对给定集团 “ 内的格点求和

·

于是由��” 式得到

� �。
��

， �
，
���
�� 几

·

� ��
���

，
�

，
���
�

，

且

��。 � 之
·

��‘

将����式代人����式
，
消去 孟与 。 ��，

可得

�，�
��

，
宁

， ��一 ���
��

‘ ， 甲，
��

�

油此式可求得 ��
和� 的关系为

����

����

����

����

����
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��
� ����

�

����

这是一个高度非线性函数
，
构成一重正化群

�

����式变换的固定点满足

尺
。
� ���

〔

�
�

����

这一固定点对应于系统的临界状态
�

令 叙
�
一 ��

一 �
‘ ， 占尺 � � 一 �

。 ，

将重正化变换

����式在临界点�
。

附近线性化
，

即有

占�� � �
·

占�
，

����

其中

� � �。 ��

�。 ��‘
�一�一�

。 ，
����

�即为对应于临界点 �
�

的本征值
�

为求得 �
，
将����式等号两边对 �求微商

，
得到

口���

�口尺 � ���
��
�口�

�
�

·

�己�
乙
�口��

�

����

由此可得

� 一 ��。 ���

�。 尺���。 ���
�。 尺�

��
二�二�一�

。 ，
����

于是由下式可求得临界指数 �
，�

�
，

�叮�一 ��
� �����

� ��� �
·

��
� ��八

� �
�

����

三
、

计 算 结 果

在平方格子上
，
我们就格点自旋自由度 �一 �

，
�

，
� 三种情况

，
分别对集 团 � � �

，

�
，
�计算了 ����� 自旋系统的临界点 �

。

和临界指数�
，�

计算结果列于表 �之中
，
在表 �

中我们还列出了 ��������变分重正化群
����和累积量变分重正化群���� 的计算结果

，
以及

各量的精确值或估计值
，

以供比较
�

������� 精确值与估计计 � �������变分分 累积量变分重重

值值值值值值值值值值值值值值值值值值值值����� 重正化群
�，���� 正化群�，，，，

������� ��� ���������

夕夕夕 ��� �
���

�
。
������ �

。
������ �

。

������ �
。

����������

���������� �
。
������ �

。

������ �
。

������ �
。

����������

������� �
。。

�
。

������ �
。

������ �
。

�乡���� �
。
����������

���������� �
。

������ �
。

�弓���� �
。

������ �
·

������ ��� �
�

��斗��� �
�

������

峪峪峪峪 �
。。

�
。
斗����� �

�

������ �
。
������ �

。

����������

�������，， �
。

������ �
。

������ �
。
������ �

·

��������� �
。
������ �

�

������

计算结果表明
，
随着所取集团 �的增大

，
用平均场近似求得的 �

。

和 �
，
值

，
一般说 来

是越来越接近其精确值或估计值
�

另外
，
在 � � � 时

，
我们的计算结果已可与工作量 较

大的变分重正化群的结果相比拟
，
而与工作量相近的集团 ���������� 近似���的结果比较

，

精确程度大为提高
�

由唐
、

胡���先前发展的这种方法之所以在较低级近似下就能取得较好的计算结果
，
我
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们认为
，

这是由于借助于平均场近似使严格的重正化变换关系得以运用之故
�

��
��

�����

和 ������
。
沪

�， 通过微扰展开
，
也使严格的重正化变换关系得到应用

，

并得到了伊辛模 型

的相当精确的临界指数
�

但比起这里运用的方法来
，

计算工作量要大得多
�
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