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�� 原子高里德伯态的波函数和振子强度

李白文 陈暖球 张学荣
’ ‘

张承修
�中国科学院武汉物理研究所波谱与原子分子物理开放研究实验室�

����年 �月 �� 日收到

提 要

用我们提出的一种具有解析解的原子唯象势模型
，
计算了 �二

原子里德伯态 ���提
” 提 ���

的波函数和 ��一
。 ’
�， ，�一

。 ’
�，
记一

。 ’

�高里德伯态间的振子强度
，
与 以 方法得到的结果很

接近
�

计算结果表明
，
上述振予强度满足某种标度律

�

一
�

引 言、 丫 � 卜曰

里德伯原子是目前原子物理研究中的一个重要课题
�

由于里德伯原子的一系列特别

性质
，
它不仅对基础研究很有意义

，
而且在应用技术方面也有实用前景

〔�� �

里德伯原子理

论研究的基本问题是如何求得各态的波函数
�

在高激发态情形下
，
用 �盯����

一

���� 方法

求波函数计算量较大
，

而且因为是数值解
，

应用不大方便
�

目前一个普遍采用的方法是使

用库仑近似波函数����简称 �� 方法�
�

但是
，

这种 �� 波函数在原点是发散的
，

并得不到正

确的节点数
，

用它计算偶极矩阵元存在决定级数在何处截断的困难���
�

在文献 〔��中 ，

我

们提出了一种具有解析解的原子唯象势模型
�

由这种模型得出的径向波函数的节点数与

�
一� 波函数的节点数相同

，

波函数在外区与 ��� 波函数以及 �� 波函数十分接近
�

因

此这种模型能给出适用于里德伯态的解析波函数
�

在里德伯原子的研究中
，

振子强度的计算是一个很重要的问题
�

不 少 人 用 �� 波

函数计算过一些原子的振子强度
，

但都限于较低的激发态 �
� � ���

〔，，� �����
�
�� 和

���������� 用参数势的方法
，

也计算了碱原子的一些振子强度
，
但也仅限于

�
成 �� 的情形

�

���������� 在 �� 方法的基础上
，
使用改进的级数截断判别方法

，
系统地计算了碱原子诸

态 �
，
成 ��� 间的径向矩阵元和振子强度

�

据我们所知
，

这是迄今已发表的用 �� 波函

数直接算出的
”
值最高的里德伯态间振子强度的数据

�

对于更高的激发态
，
直接用 ��

波函数计算径向矩阵元
，

会出现计算精度的问题叨
�

������
�
等人 〔��用扩展了的�����

���

半经典近似方法
，
���

�� 等人
〔��用半经典的 ��� 量子亏损波函数取代原来 的 �� 波函

数的方法
，

分别讨论了更高激发态间的径向积分问题
�

但他们的结果仅限于应用到初态

和末态的主量子数相差不大的情形
�

本文用我们提出的原子势模型�’�
，
系统地计算了 ��

原子里德伯态 ��� 成
，
毛 ��� 的

�� 武汉大学物理系
�
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波函数
，
并且利用得出的原子解析波函数

，

计算 了 ��
原子的

�
一�

，
�一�

，
和 �一�的

振子强度
，
还与 �� 方法得到的结果进行了比较和讨论

�

计算结果表明
，
��
原子高里德

伯态间跃迁的振子强度满足某种标度律
，

利用这种标度律可外推得到更高里德伯态间跃

迁的振子强度值
�

二
、
� 。
原子高里德伯态的波函数

在文献 〔��中 ，

详细讨论了我们提出的一种原子势模型
�

在这个原子势模型中
，
设碱

原子价电子的势能为

、�了、，产���，‘矛叮、了‘、

， ， ， 、 � 。

��、亡�
�， ， 月 门 ， ，，，竺巴

�
� 、 ，

� 、 ， ， 一 一

—�，
�
，
�� △ � 竺一

月
� 丫

� 一兰立
� ��

�
�
� 了

，

�
�

△ � �� �，
���

式中 今�� 是价电子在
�

处感受的有效核电荷� �是离化度
，
对本文计算的中性原子

占� ���’ ，

洲
，
厂 是依赖于态的参数

�

从物理上考虑
，
当

� 、 �� 时
，

碱原子中价电子的

势能应趋于纯库仑势能 �而当
犷
一 � 时

，

应等于原子核产生的势能
�

因此 勺�
，
�应具有

以下渐近形式�

�，
�
�

�� �� �
，

���

�，
�
�
�一

二

一 � 占 � 典� 兰
丫

‘� �

犷 实际上只有两个是独立的
�

含有这一势能 ��门 的薛定愕方程

、产�、，户厂�脚�
了‘、矛‘、

这样
，
三个参数 了

，

尸
，

有解析解
，

束缚态解为

沙讨， � �
，，
����梦��

，
甲�

，

�
。 ，
���一 万 。 一 “刀。 ‘

�� � ，�
一 ‘ 二 ‘

习
�，。 ’ ， �。

一 �
，

其中 � � 。 ， ， 了 � 。 犷
， 。 �

�△
�
一 占

。 矛
� �一��

。 �
��，�

，
� 是波函数的归一化系数

�

对于

给定的 ����态
，
以实验确定的 入

，
为输人

，

所有参数 �’ ，

产
，
尹 和 刀个系数

�， ，

可由求解

一组 公 � � 个非线性联立方程唯一确定
�

这样求得的解析波函数 �试
，
�具有正确 的

节点数
，

并且和 ��� 波函数有类似的行为
�

我们曾对 ��

原子 �� 态比较了这两类波函

数
，
在 。一 ����。

的整个区域
，

波函数的各对相应峰值位置相差小于 �内
�

因此这种波函数

能较方便地用于计算各种以外区贡献为主的物理问题
�

在波函数计算中值得注意的几个问题是
�

�
�

关于量子亏损的取值

在我们的计算中
，
唯一的输人参数是量子亏损 人

，，
它将直接影响计算的结果

�

沙
。 ，
可

由实验能量值算出
，
但当

”
很大时

，
已有的实验能量值�例如

，
����� 能级表�并不完全

，

并且精度不高
�

因此得出的量子亏损值有较大的不确定性
�

对 ��
原子高里德伯态的量
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子亏损
，
我们采用了 ������ 的半经验方法

����
，
即认为量子亏损满足推广的里兹公式

占
” ，一 � � �� 一�

� �� 一，
� �� 一 ‘ ，

���

式中 。 � � 一 几
，

其中 几 是各能级系列基态舍人到 �
�

�的量子亏损
�

不同 �值相应于

不同的一组系数
� ，
�

， � ，
�

，
这些系数可以通过拟合低

�

时的实验能量值 �这时实验值的

精度较高�得到
，

然后利用���式即可求出任意态 �
，
睁的 占

。 ‘ 值
�

与最新的实验值比较
，

结

果表明这样确定的量子亏损值具有很高的精度
�

�
�

对
口 ，

计算精度的要求

在计算波函数时
，

需要通过解一组非线性方程来确定波函数中各项的系数
口，

以及 势

参数 丫
�

当
�
很大时

，
由于波函数多项式中含

�

高次方的项 �
�

大的项�在
�

大时贡献重

要� 多项式各项的系数
�，

又是正负相间的�且当
犷

大时
，
各项 ‘ � ’

的绝对值彼此相差很

小
�

因此就要求在求解非线性方程组时
，
系数

召 ，

�尤其是
， 大时�的求解精度必须很高

�

根

据我们的计算
，
当

�
成 �� 时

，
用双精度��� 位电子计算机�可满足要求�但 当

�
� �� 时

，

必须采用四精度才能得到正确的波函数归一化因子和偶极矩阵元的数值
�

实际 计 算 表

明
，
采用四精度计算

，
用拟牛顿法仍可使解迅速收敛到所需要的精度

�

例如在 �
一����计

算机上
，
求解一个高里德伯态的波函数系数

�，

和势参数 � ，

一般仅需 �秒 ��� 时间
�

�
�

在波函数的计算中
，
归一化常数 �

、

势参数 了 以及波函数中各项的系数
�，

都随
�

呈现出有规律的变化
，
可以对这些变化曲线作出数学拟合

，

从而对更高激发态的波函数计

算提供帮助和判断
�

对 �
， � 以及

，
值较小时的波函数系数

�，

的精度很高
�

例如
， ��
随

�
呈直线关系

， 。 ，， ��， ��
可用一个三次多项式

� ，
� �

，
� �

，刀 十 �
，刀� � �

，��，

作出精确拟合�可准确到 �位有效数字�
�

但当
，
增大时

， 。 ，

随
�
变化越来越迅速

，

因此

拟合精度也随之降低
�

�
�

由于本模型的势能 ��
，
�随态而异

，

故 �相同
”
不同的各态不严格正交

�

但是
，

当
”
较大时 �例如

刀
� ���

，
�’ ，

浮
，
洲 的值随

，
的变化很小

，

并且最后渐渐趋于同一组数

值
�

因此对于高激发态
，
波函数是很好地近似正交的

，

数值计算也证明了这一点�见表��
�

三
、
��
原子里德伯态间振子强度的计算

对 �。
原子的态 �

。
�和 �乡�

， ，

若原子能量 �，� 民
，
则 �岭， �岭 的吸收振子强度

�采用原子单位制�为 【���

��云
， 。
�一 粤��

，。，。 �
，
�
，，�，��

，
��

，一 �
。

�
�

���
��

。 ，
�，�

��
。
� �

���

因此
，
问题的中心是计算矩阵元 �心

值积分
，

即可求得矩阵元
，

从而得到 �

。

卜�、 几�
�

将原子势模型的解析波函数代人
，
进行数

‘

值
�

我们计算了 ��
原子

，��
� ’

��� ��跃迁的振子强度
，
�习提

。
�
。 ‘

�《 ��
， �一 。 ，

�
，

限于篇幅
，

在表 �中我们只列出了部份计算结果��，
以及 ������� 用 �� 方法算出

�对于其它态间肤迁斌值感兴趣的读老知可来函幸取结来
�
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表 � 相同 。 不同的各态波函数的正交性

� � � �

� 月 刀 � 月 刀 月 刀

�
。 ，��义 ��一

飞

�
。
���丫 ��一�

�
�

���火 ��一，

�
�

���义 ��一�

�
�

���� ��一
，

�
。
���丫 ��一

�� �� �
�

���� ��一�

�� �� �
�

���� ��一

�� �� �
�

���� ��一

�� �� �
�

���� ��一 ‘

�� �� �
。

���丫 ��一礴 �� �� �
� ‘���丫 ��一 ‘�石�户

�，艺�工�产卜」

��几，‘，、一

，孟，口么，‘七�、���，二，孟，�‘�气乙，‘

表 � ��
原子里德伯态间的振子强度值

�一 � �一� �一�

本 工 作

本工作 ������� “ 一 为输 �用
��

‘
为输 �

����一� 本 工 作 ��� � ���

人参数 入参数

一一用一

‘胜‘县，门�刃���
�����

…�
。

���� ��

�
。

���十 ��

�
。
���十 ��

�
。

���一 ��

�
。

���� ��

�
。
���� ��

�
。
���十��

�
�

���十 ��

�
。

���十 ��

�
。

���� ��

�
�

���十 ��

�
。

���一 ��

�
。

���一 ��

�
。

���十 ��

�
�

夕��十��

�
。

������

�
。
���十 ��

�
�

���� ��

�
。
���十 ��

�
。

���� ��

�
。

���一��

�
。
���十 ��

�
。
���十��

�
。
���� ��

�
。
���十��

�
�

���十 ��

�
。

���十 ��

�
。

���十��

�
。
���一 ��

�
�

���十 ��

�
。
���十��

�
�

������

�
。

���十 ��

�
。

���十 ��

�
。

���十 ��

�
。

���十 ��

�
�

���十 ��

�
。

���� ��

�
。

���十 ��

�
�

���十��

�
。

���十��

�
�

���十 ��

�
。
������

�
。

���� ��

�
。

���十 ��

�
。

���一 ��

�
。

���� ��

�
。
���� ��

�
。

���十��

�
�

���� ��

�
�

���十��

�
。
���一 ��

�
。

������

�
。

���十 ��

�
�

������

�
。
���十 ��

�
。

���� ��

�
。

���十 ��

�
。
���� ��

�
�

礴��一 ��

�
。
���� ��

�
。
���十��

�
。

���十 ��

�
。

���� ��

�
�

���十��

�
。

���十��

�
�

���十 ��

�
。

���� ��

�
。

���十 ��

�
�

������

�
。
���十��

�
�

���十 ��

�
。
���� ��

�
�

������

�
�

���十 ��

�
。
���十 ��

�
。

���一 ��

�
�

���� ��

�
�

������

�
。
���十 ��

�
�

���十 ��

��此������书��邓������������绍��刊����州����乃����肠������肠��洲����

的结果����他只计算了
刀
簇 �� 的情形�以资比较

�

比较表明 � �
一�

，
�一�和 �� 法的

结果很接近
�

在
�
妻 ��

， ，
� �� 范围内

，
绝大多数相差在 �多以内

，
个别最大相差约

�� 外
�

但 �一� 的结果和 �� 的有较大差别
，
在

�
和 �’ 相近时

，
一般相差 ��婚以 内� 当

矿 �
，
时

，
一般相差 �� 并左右�但当 �’ � 。

时
，

个别相差一个量级�表 �中未列出�
�

其

原因可能是由于
�
态和 �态波函数同时偏外

，
�态和 �态波函数都无穿透

，
故

�
一� 和

�一�的矩阵元的值较正确
，
但对于 �一� 跃迁

，
�态波函数偏外

，

而 �态不偏外
，
故此矩

阵元的值与 �� 法的结果有较大差别
�

此外
，
对于 即一丫� 跃迁

，
当

”
和 矿 都较小且

”
� �’ 时

，

振子强度值随
。 ’

呈现出不规则的起伏
�

这种不规则的起伏现象 在 �������

的计算中对 ��

原子不出现
，

但却出现在 �原子的
��一�’ � 跃迁中

�

这一有趣的现象产

生的原因有待进一步研究
�
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在我们的波函数计算中
，
输入参数是与实验能量值相联系的量子亏损 占

。 ‘ �

在文献���

中已指出
，
这样得到的波函数对

�
态和 �态峰值

，
一般较 ��� 波函数偏外 ��。

左右
�

如

果不用由能量实验值定出的 么
，
作为输人来确定波函数

，
可用

犷
平均值的表示式

‘·，一
合

〔，· ’
一 ‘�‘ � ‘”

对 汽，
作修正

�

此式虽是 �原子 �
�

�的表示式
，
但只要将

�
改为

� 一 占
，，，
也可以很好地

适用于碱原子
�

于是得到

占认
，
� 占

。 ，一 �
�

�一 �
�

乏些里全丝

��
�
一 占

，，
�

式中 �
，
���

� 是用此原子势模型和 么
，
定出的波函数算得的

�
平均值

�

例如
，
对于 �师 态

�
” �
的修正约为 ��

，
由 成

，
定出的能量和实验能量只差约 ���务

�

用 武
，
作输人参数时 求

得的波函数
，
在远区与 ��� 波函数的偏离明显减小

，

但在近区改变不明显
�

用这种波函

数计算振子强度时
，
原来

。 �一�’ � 中当 。
� 矿 时出现的 �随 矿 的不规则起伏

，

现在不

再出现 �且当
。 � �’ 时

，
�值与 �

����得到的 �值几乎一致
，

当
， 、 �’ 时

，
王值与

����
��� 的更趋一致�见表 ��

，

但当
”
与 矿 相差大时

，
两种 �值仍有较大差别

�

为了比较起见
，
我们还计算了�原子相应的里德伯态的跃迁矩阵元

�

结果表明� 在
�
一� 以及 �一� 的情形

，
两者数值相差很大

�

例如 ���一���的偶极矩阵元
，
对 �原子 为

�����对 ��
原子则为 ��

�

�
�

这说明即使在很高激发态
，
电子对原子实的穿透效应仍十分

重要
，

不能简单地用 �原子波函数代替碱原子波函数
�

但当 �较大时
，
即近于无穿透时

，

例如在 �一�的情形
，
�原子和 ��

原子的跃迁矩阵元的值十分接近
，
例如 ���一��� 的偶

极矩阵元
，
对 �原子为 ��

�

究对 ��
原子为 ��

�

�
�

因此
，
对 ��

原子
，
当 �〕 � 时

，

可用 �

原子波函数代替它的波函数
�

四
、

标 度 律

��������习 在计算 �原子高激发态间跃迁振子强度时指出� 当
”
很 大 且

‘
很 小 时

，

， 、 。 十 ‘
的吸收振子强度�各种可能 �态之间的振子强度乘上相应的权重因子之和�有

如下渐近关系�

‘…
，

一多
�

·〔·，���·，二 ·
��

·，，

式中
� � �

，
�

，
�

，

… � �
‘

�
�
�和 儿�

‘
�分别是 ������ 函数及其导数

�

��日 的某些值

列在表 �中
�

我们在 ��

原子振子强度的计算中发现
� 当

，
大 �例如

，
� 巧�

‘
小时

，
�。
原子

。一�
，
�一�

，
�一�的振子强度

，
存在和 �原子类似的标度律

，
且对 �一� 跃迁

，
这种标度

律当
�
小 �

� � 均 时也存在
�

即

��
，�‘�。��、�，，�� 。 � ，

�
�
�

，

式中 ��
�
‘
�的某些值列于表 �中

�

显然
，
利用这种大

�
时的标度关系

，
可以外推求得更高激发态间的 �值

�

关于 ��
原
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原子高里德伯态的波函数和振子强度 ����

表 � ��

原子的 � ‘
�
�
�值和 卜� 原子的 ��

�
�值

�止
�
�
�

，�一�刀 �
�
丫

�
�

���义 ��一�

�
�

��亏火 ��一�

�
�

���火 ��一�

�
。
���火 ��一�

�
�

���� ��一�

�
�

���又 ��一�

��
�

�

，�一�
� � �

��

�
。
���� ��一�

�
�

���只 ��一它

�
。

���义 ��
一�

�
。

���义 ����

�
。
�乙多火 ��一�

�
�

���火 ��一

。 �一�
� � �

��

�
�

���� ��一，

�
。

���义 ��一，

�
�

���� ��一�

�
。
���又 ��一，

�
�

���又 ��一�

�
�

���又 ��一�

月 一刀 � �

�
。

�〔�����义 ��一 备

�
�

石�����火 ��一�

�
�

�����火 ��一，

�
�

�����义 ��一，

�
。

����多又 ��一�

��斗︸，

子振子强度标度律
，

我们将结合对其它碱原子高里德伯态间振子强度的计算另作详细讨

论
�

本文的工作得到中国科学院武汉物理研究所波谱与原子分子物理开放研究实验室基金的资助� 计

算工作在武汉大学计算中心 �一�斗�� 计算机上进行
，
得到该中心的支持和帮助� 中国科学院物理研究

所李家明教授提供了非相对论性的原子自洽场波函数���皿��� 教授提供了他用 以 方法计算的碱原

子振子强度数据
，
在此一并谨致谢意

�

�
�

�
�

��������� ��

��。
，
���������

，

�
�

�
�

����� ��� �
�

� �
�

����
，
���了

�
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