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计算均匀电场中颗粒簇团的偶极矩通常是困难的，这是因为颗粒间的相互耦合较难处理)这种相互耦合使颗
粒的极化依赖于簇团的结构和大小)利用像偶极子法对这种耦合加以分析)首先，分别考虑了置于纵向和横向电场
中的任意间距的等径导体球对，确定了各球上的像偶极子和像电荷及其分布)之后，计算了由(个置于正方形顶点
和%个置于立方体顶点的导体球构成的簇团的偶极矩，并给出紧凑表达式)与先前的结果进行了比较，获得了很好
的一致性)
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" 引 言

在外电场或磁场作用下微粒结团或成链是一种

经常观察到的现象，如电流变液［"］和磁流变液［’］

中)颗粒簇团或链的极化特性对含有簇团或链结构
的介质体系的表观介电性能有着重要影响［8—#］)因
而了解颗粒簇团的极化特性如何随其结构和大小而

变化是至关重要的)确定颗粒簇团的偶极矩是一个
电磁学多体问题)其基本特征是颗粒间存在着复杂
的相互作用)这种相互作用使问题变得复杂而难以
处理)迄今，除了双球问题外［7—"(］，精确的解析结果
尚未见报道)原因或许是由于缺乏合适的坐标系来
对电势进行分离变量)
对于多球结构，近些年的研究主要集中在颗粒

链上)分析链偶极矩的理论主要有："）多极矩展
开［"’，"8］；’）电像法［"(，"#］；8）最近邻近似［"#］，以及(）
分形模型［"7，";］等)多极矩展开的优点是能直接处理
颗粒上的多极矩及颗粒间的多极矩相互作用)但当
颗粒的相对介电常量较高时，需要计及的高阶多极

矩的项数极度增加，而且数据求和的收敛速度迅速

降低［"8］)这种数据发散导致它难以用于导体球的情
况)电像法是将球链置于两个相距很远的点电荷中

间，然后根据各球上像电荷的分布确定各球的偶极

矩)由于需要计及的高阶像电荷的数目随颗粒个数
的增加而暴涨，受计算机内存的限制，这种方法难以

用于较长的链)目前的计算仅限于’—;个导体
球［"(，"#］)另外，这种方法似乎难以用于含两个以上
介质球的结构)基于电像法的最近邻近似只考虑最
近邻球之间的相互感应，由此近似估算了含! 导体
球的链的偶极矩)按照这一近似，当! 较大时链的
总偶极矩与!8成正比)以上三种理论的特点是将
颗粒间的相互作用离散化成计算颗粒中的高阶多极

矩或高阶像电荷，但由此带来的困难是难以将结果

表示成简洁的解析式)分形模型揭示了链偶极矩的
分形特征，并以一种迭代方式考虑颗粒间的相互作

用［"7，";］)其优点是不受颗粒介电常量和个数的限
制，并能给出简洁的表达式)不足之处是不能分析链
内各成员球的极化情况)
对面结构和体结构颗粒簇团的研究较少)最近，

:<=/1和>-?<@A［8，(］对密堆积导体小球形成的球形
簇团的偶极极化率及其与密堆积率的关系进行了分

析，并在此基础上分析了颗粒结团对金属B绝缘体
复合介质等效介电常量的影响)利用链偶极矩的分
形模型，最近对于按简立方结构排列的介质或导体

小球构成的簇团的偶极矩做了估算，分析了簇团总
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偶极矩随簇团的形状、结构和大小的变化情况［!"］#
这种处理同样不能分析簇团内各球的偶极矩，而且

缺乏与其他理论和实验结果的比较#为此，这里将运
用像偶极子法对几种简单结构导体球簇团的偶极矩

加以讨论，并与分形模型的结果进行对比#
对处于均匀电场中的一团导体球，外电场的作

用是在每个球的球心上激发一个偶极矩#由于球间
的相互感应，在每个球内将出现一系列的像偶极矩

和像电荷#根据这些像偶极矩和像电荷的分布即可
确定出每个球上感应出的偶极矩#确定这些像偶极
矩和像电荷需要求解二阶差分方程#本文，首先讨论
任意间距的等径导体双球问题，进而讨论简单面结

构和体结构簇团的极化#

$ 理 论

对于一个半径为!的接地导体球，如果距球心

"处有一点电荷#，则在与球心的联线上距球心$%
!$／"处产生一象电荷#%%&#!／"&如果将源电荷

#换成一个点偶极子’’，按照点电荷的成像原理，
则在原像电荷的位置上会产生一个像偶极子［!(］
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同时，还伴随一个点电荷
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这个像电荷取正值，当源偶极子背离球心时；相反，取

负值；当源偶极子垂直于球心与其联线时，#%’取零值&

!"# 导体双球

考虑两个半径为!，球心间距为"的接地导体
球)和*&当均匀外电场+’平行于两球轴线时，即
纵向情况，+’将在各球球心上激发一个偶极矩’!
（见图!）&这是一阶偶极矩与均匀电场中孤立导体
球的偶极矩（’’%*!"’!)+’）相同&假定起始时两球
均不带电&对于)球有

’!(’’(*!"’!)+’，#!(’， $!(’，
（)）

图! 纵向电场中的导体双球及其像偶极矩和象

电荷的分布

其中#!为起始电荷&$!为一阶偶极矩和一阶电荷
距)球球心的位置&由于两球的相互感应，’!和#!
将在各球上激发出二阶偶极矩’$和电荷#$，’$和

#$又激发出三阶偶极矩’)和电荷#)，等等（见图
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第.阶像偶极矩和像电荷及其位置可以写为
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（+）—（-）式都是连分数，作如下处理可以将其

表述成更紧凑的形式&联合方程（*），（+），（-）不难看
出象偶极矩满足如下差分方程：
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这个方程的解为（见附录.）
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其中#定义为
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将方程（(）代入方程（)）可得到

$&!#
#*+$（&’&）!
#*+$&!

% （&&）

最后，通过解差分方程（,）也可将(&表示成双曲函
数的形式（见附录-）%

(&!
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#
#*+$!#*+$（&’&）!

#*+$%&!
% （&%）

以上讨论是在两球接地的情况下进行的%对于
两个不带电非接地导体球而言，放入电场后各球的

总带电量仍然为零%为满足这一电中性条件，各球上
需要补充中和电荷%这里只需消去每个球中的(&
项%为此，我们采用类似文献［&%］中的做法，在球*
和球+的球心上分别放置点电荷.(!和/(!%这两
个电荷又引出另外一套像电荷，其大小（被(!约化）
和位置为

"&!&， $&!’， （&0）

"&!"&’&／（"’$&’&）!#*+$!／#*+$&!，

$&!##*+$（&’&）!／#*+$&!% （&1）
电中性条件则可以表示为
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最后，各球的总偶极矩可以通过对所有像偶极

矩求和及像电荷（(&和(!"&）分布来确定%对*球有
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球+的偶极矩与上式相同%球链的总偶极矩为二者
之和，

34%!)4%（*）,)4%（+）!%)4%（*）!#4%（$）)’%
（&6）

横向情况（见图%）的计算相对简单%由于结构
的对称性，不需要考虑中和电荷%类似于前面的方
法，亦可得到一像偶极矩的无穷集合%其数值仍由方
程（)）和（(）给出%唯一不同的是偶数阶像偶极矩的

方向与施加场-’的方向相反%通过求和所有像偶
极矩可以得到球*和球+的横向偶极矩，

图% 横向电场中的导体双球及其像偶极矩的分布
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球链的总横向偶极矩为

)7%8)7%（*）.)7%（+）8)7%（*）8#7%（$）)’% （%’）

9:;*+:和<!=>?@@*:［,］曾通过在双球坐标系中
求解9?34?!:方程获得导体双球的纵向和横向偶极
矩（文献［,］中方程（%1）和（%)））%这里得到横向偶极
矩（方程（%’））与他们的完全相同%纵向偶极矩（方程
（&6））表述上不同，但数值结果完全一致%同时注意
到方程（&5）和（&(）与文献［%’］中关于介质双球偶极
矩结果相同，如果将其过渡到导体球的情况（令文献

［&6］中方程（&&）和（&%）内的$"&）%

!"! 导体#球和导体$球

考虑图0所示的情况%1个导体球放在正方形
四个顶点上，电场-’沿棱边方向施加%与上节情况

图0 纵向电场中的1球簇团%1个导体球分

别放在正方形的1个顶点上

()1&6期 姜泽辉等：像偶极子法计算导体颗粒簇团的偶极矩
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相同各球球心激发出一阶偶极矩!!，并且各球间的
相互作用将感应出各高阶像偶极矩和像电荷"为了
简化起见，这里只考虑最近邻球之间的相互感应"
#，$两球间的感应与图!的情形相同"#，%两球间
的感应与图"的情形相同"为满足电中性条件，需在

#，%球球心上放置中和电荷#&$，$，’球球心上放
置电荷%&$"&$在#，$两球间引起的像电荷与双球
的纵向情况相同，但在#，%两球间引起符号交错的

像电荷（奇数阶为正，偶数阶为负）"电中性条件可以
写为
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由于)个球的地位相同，因而具有相同的偶极矩，
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对于横向情况，电场-+垂直于棱边方向施加，各球间只存在着横向的相互感应，不需补充中和电荷"在
只考虑最近邻球间相互作用的情况下，各球的偶极矩为
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依照类似处理，可以获得图)所示的2球结构的偶极矩"中和电荷的大小为
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各球的偶极矩均为
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图) 均匀电场中的2球簇团、2个导体球分别处于正方体的顶点上

’ 讨 论

文献［!2］中介绍了一种基于链偶极矩分形模型
估算颗粒簇团偶极矩的方法"根据这一方法，图’所
示的)球结构中每个球的纵向和横向偶极矩表示为

30)，456$160（#）)
!
)#

0
"（.）#1"（.）!+， （"7）

!1)，456$160（#）)
!
)#

1
"（.）#1"（.）!+" （"2）

对于图)所示的2球结构，每个球的偶极矩表示为
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图! "球及#球结构偶极矩随间距的变化情况 纵向偶

极矩在上半部绘出；横向偶极矩在下半部绘出；图中偶极矩

均被!$约化

!%，&’()*(+（"）#
,
%!

+
"（$）!*"（$）!*"（$）!$%（"-）

图!中给出了#球结构偶极矩随约化间距$.
&／"’的变化情况%为了便于比较图!中亦绘出了
双球偶极矩（方程（,/）和（,-））的变化情况%图!中
偶极矩均被!$.#!"$’0($约化，!$为孤立导体球
的偶极矩%图!中上半部给出纵向偶极矩的变化情
况，下半部给出横向偶极矩的变化情况%首先，注意
到获得的#球（纵向和横向）偶极矩（实线）与分形结
果（点线）基本一致，只是略小于后者%这可归因于像
偶极子法只考虑了最近邻球之间的相互作用，即对

高阶像偶极矩和像电荷只考虑两球之间的感应，而

未考虑与第三球之间的影响%如，对图#所示的结
构，"，)两球相互成像后，在"球上出现的!*和+*
还应与,球成像%对这一因素的考虑会使结果更准
确，但却导致表达式过于复杂%在各球靠的不是十分
近的情况下，忽略这些项亦可得到足够好的近似%另
外，注意到双球的纵向和横向偶极矩均大于#球的
纵向和横向偶极矩%这是因为纵向电场作用下，两球
间的相互作用使得作用在每个球上的局域场增大

（导致双球结构中的纵向约化偶极矩大于,）%而#
球结构中，纵向时同时存在纵向场和横向场，横向时

全部为横向场%横向场的作用致使局域场减弱（对双
球结构，导致横向约化偶极矩小于,）%最后，注意到
像偶极子法所得结果与分形结果的差别随着球心间

距的增大而减小%这是因为球间相互感应随间距增
大而减弱，像偶极子法所忽略的因素的影响也随之

减弱%类似情况亦存在于%球结构中（见图1），但两
种理论结果的差别却大于#球结构中的，这可归因
于上述所忽略因素的影响随球个数的增加而增大%
这里，通过解差分方程将像偶极矩和像电荷表

示成双曲函数的形式%这样可以使结果的表述更紧
凑，同时使计算比直接利用（#）式收敛得更快%尽管
如此，计算表明当颗粒靠的非常近时数据的收敛速

度仍会显著下降%由于目前缺乏颗粒簇团偶极矩的
其他理论和实验结果，这里只与分形模型的结果进

行了比较，二者符合很好%如果将更多像偶极矩和像
电荷考虑进来，计算结果会进一步改善%像偶极子法
亦可用于导体球链偶极矩的计算，将另处讨论%

图1 %球结构的偶极矩随间距的变化情况 图中偶极矩

均被!$约化

# 结 论

对偶极矩的计算表明导体球簇团的极化可以利

用像偶极子法来处理，而且通过确定像偶极矩和伴

随像电荷及其分布可以对球间相互感应的影响作出

很好的估计%这种方法对双球结构可以得到准确结
果，对较小的簇团亦是有效的，对含球体个数较多的

簇团还应做更细致的分析%与分形模型相比，像偶极
子法的优点是能分析簇团内每个成员球的极化情

况，并给出形式较紧凑的解析表达式%

附录2

如果对方程（%）作代换,／0!! *.-*，则可将其转化成如下形式：

&
’-*#-*.,/-*/,%

（2·,）

这是一个变系数二阶线性差分方程，其标准解法可在文献［",］中找

到%为了简明这里采用类似文献［""］中的处理方法%注意到

3456（*/,）#/3456（*.,）##")736#3456*#，

)736（*/,）#/)736（*.,）##")736#)736*#%
可令方程（2·,）的解为

-*#03456*#/1)736*#% （2·"）

其中#如方程（,,）所定义%利用初始条件

-,#
,
0!! $

#03456#/1)736#，
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将（+·#）式代入（+·!）式即得最终解方程（,）)

附录-
方程（.）为关于*+的变系数一阶线性差分方程
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这种方程可以变换为如下形式［!"，!#］：
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将-+，#+代入后，有
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由于*"0$，因而00$)同时注意到
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将其代入（-·/）即得最后解)
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