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解析地讨论一个冲击振子模型中的边界激变特征，证明了这类分段光滑二维映象中激变的生存时间标度律为

!!"’#，而#(
)*"$!"
)*"$$$!"
（$$，$!分别是混沌吸引子吸引域边界上鞍点的不稳定和稳定本征值），这与处处光滑二维映

象中相应的规律完全不同"
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#国家自然科学基金（批准号：$++,"#-+）资助的课题.

$ 引 言
非线性动力学系统中系统参量的变化可能使混

沌吸引子突然消失、扩张或合并，这类现象称为激

变［$—-］.边界激变是描述混沌吸引子突然消失或产
生的激变./012345等［-］在$+6,年解析地得出了处
处光滑映象中边界激变后生存时间的标度规律为：

!!"’#，#(
)*"$!"
)*"$$$!"!

（$$，$!分别是混沌吸引子吸引

域边界上鞍点的不稳定和稳定本征值，"为控制参
量）"一个分段光滑的映象中此标度关系可能发生变
化"本文将借助于一个二维冲击振子模型对分段光
滑映象中边界激变问题进行较为详细的讨论"

! 系 统
最简单的一种冲击振子模型如（$），（!）式所

示［%］，它描述一个在一定振动时与刚性障碍物碰撞

的线性弹簧振子的动力学行为"
#$%$&’($，

($%$&)($%#$%* ($$#，
（$）

#$%$&’($，

($%$&)$ (% $%#$%* ($&#"
（!）

在本文中取’$’’’#，)$’#"
映象（$）的一阶不动点（可称为下不动点，失稳

成为一个鞍点时则称下鞍点）为

#! & ’*
$+’+)

，
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若)!7%’(#，则该不动点失稳的条件为
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映象（!）的一阶不动点（可称为上不动点）为
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- 对边界激变的数值调研
取’(’#""，)($"&，)$(’#"!，映象（$），

（!）的上、下两个不动点均失稳的条件为：*’
#8#!"我们的数值计算显示在此参数范围内出现一
个混沌吸引子"而且，混沌吸引子就是处于吸引域边
界上的下鞍点的不稳定流形的闭包，而其吸引域就

是此鞍点的稳定流形的闭包［"］"
图$显示了上、下不动点失稳后下鞍点的不稳

定流形、稳定流形及混沌吸引子"
我们发现在*小于某一*9值时，混沌吸引子

突然消失，即发生了激变"激变的准确临界值为*9
(#"##$+-"（此临界值是去掉!:$#&的瞬态后的计
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图! 映象（!），（"）在!#$%"&，##!"’，#!#$%""，$#

%(%%)时的混沌吸引子以及下鞍点的稳定流形与不稳定流形

（图中*为下鞍点，实线为稳定流形，点线为不稳定流形，带虚

箭头的实细线连接的点为典型的两个迭代序列，稳定流形及

不稳定流形的数值计算采用文献［’］中的方法，精度!%$+）

算结果）"此时混沌吸引子的“上端点”（即混沌吸引
子上%值最大的一点）与它的吸引域边界发生了碰
撞"此外，在$#%"%%!,)&时下鞍点的稳定流形与
不稳定流形在我们的精度范围!%$+内相切"所以此
参数下混沌吸引子发生的是同宿相切的边界激变

（即吸引域边界上的一个鞍点的稳定流形与不稳流

形在临界参数时相切）"同时，混沌吸引子的“上端
点”（也是混沌吸引子与吸引域边界的碰撞点）位于

映象的不可微点（%#%）的一次映象处（&#!-%#
%）"
当%!$!%"%%!,).时，从原混沌吸引子的吸

引域中出发的迭代在经历一段瞬态混沌后迭代向无

穷远吸引子，如图"所示"

图" 映象（!），（"）在!#$%"&，##!"’，#!#$%""，$#

%(%%!,时初值为（!%$!’，!%$!’）的一个典型的瞬态混沌，此迭

代序列在)’).步，越出吸引域边界（图中实线为吸引域边界，

实点为原吸引域内的迭代，*为越出吸引域边界的迭代，数字

为相应的迭代步数）

我们数值计算了$"$/时的生存时间!’#$$

$/#的关系，结果表明!遵从普适标度律，即!’"$#，
这里"##$$$/#，而且标度因子#等于!(""0"."
如图)所示"

图) 映象（!），（"）在!#$%"&，##!"’，#!#$%""时

在激变后吸引子范围内瞬态混沌的平均生存时间!的标
度规律（图中的每一个数据点为随机在#&，%#!$的区
域中选取"%%%个初值所作的平均值"图中用最小二乘法

数值拟合直线斜率为$!"""0".）

. 边界激变临界值的解析计算

当!*#$!且#!"且#"*.!%%时，下不
动点失稳成为一个鞍点"此时，可以证明下鞍点的不
稳定流形主要部分的解析式为［&］
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而此鞍点的稳定流形主要部分的解析式为［&］
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可以证明［%］，由（$）式描述的下鞍点的一段不
稳定流形在+&"处达到#的最大值，这就是混沌
吸引子的“上端点”*纵坐标#!为

#!)
’#
!(’#

$) $
!!&’!

*

把+&"代入（%）式，得到吸引域边界与#轴在

##"区域中的交点的纵坐标##为

##) "!( "#!!$&’!（%!!$" ）

#&’
$
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#
，

上端点与吸引域边界相碰的条件为 #!&##，因而
可得到发生边界激变的临界参数为

$’)
"#!

（!!&’!）
!

!(’!!
&’!

!!&’（ ）
!

#*（(）

将各个参数值代入可得$’&"*""!)*%!+，与我
们用数值方法去掉#,!"(的瞬态点后找到的临界
参数值$’&"*""!)*%符合得很好*

% 生存时间标度规律的解析讨论

模仿-./0123等的工作［*］，我们用图$所示的
草图来推导上述激变的标度率*把图$中下鞍点的
一段不稳定流形,-’与线段,.’所包围的阴影区中
混沌吸引子的测度设为!（"），线段,.’离下鞍点的
稳定流形的距离设为"*因为这里"很小，可以认为

!（"）!"#
［*］*则当刚刚发生激变后，($4$’(很小

时，有"!($4$’(，并且迭代在激变前原吸引子范
围的生存时间$遵从标度规律$/($4$’(4#

［*］*如
图（$）所示，令阴影区中的第二条水平线%01离稳定
流形的距离为"%#，则%01-%所包围的范围内的混沌
吸引子的测度为!（"%#）*把阴影区向后逆映射，把
点（,，.，’，%，0，1，-）逆映射为（,2，.2，’2，%2，02，

12，-2），再把%20212-2%2进一步逆映射为%30313-3%3*
则-202)%4!# &-303，12-2%2)%4!! &13-3%3（%!，%#分
别是下鞍点的不稳定、稳定本征值）*由于-0&

%#-.，所以-2.2&
-202
%#
，因而-303&-2.2*由于下鞍点

所在区域映射为线性的，所以曲线1-%&%#’-,*类似

图$ 推导（!!）式的示意图（图中的粗线为$&$’时的下鞍点

的稳定流形与不稳定流形，-点为二者的相切点，它正好位于不
可微处#&"的一次映象+!&&#"&"处）

地，12-2%2&%#’2-2,2，所以有
’2-2,2)%#
%!

&13-3%3*即有

-2.2)-303， （+）

’2-2,2)13-3%3%!%#
* （5）

设把以-为顶点的阴影区向前多次映射为以

-6为顶点的阴影区，如图$所示*由于
7!（"）
7" !

"#4!，所以混沌吸引子落在以-6为顶点的阴影区与

%3-31303%3相截部分的下鞍点不稳定本征矢方向单
位长度的测度是与,2-2’2.2,2相截部分的测度的

%!4#! 倍*这一结论对阴影区的再次映射同样适用*
这样由（5）式，有

8/9:;./3<（%3-31303%3）
8/9:;./3<（,2-2’2.2,）)

%#
%!%

!!#
! * （)）

因为 8/9:;./3<（%3-31303%3）&8/9:;./3<
（%-10%）&!（"%#），

8/9:;./3<（,2-2’2.2,2）&8/9:;./3<（,-’.,）&
!（"）*将!（"）!"#代入，可得

8/9:;./3<（%3-31303%3）
8/9:;./3<（,2-2’2.2,2）)%

#
#* （!"）

结合（)），（!"）式，有

%#)（%!%#）#，
即得

#)
=<4%#4
=<4%!%#4

* （!!）

在本文所取参数下，

#)
=<4%#4
=<4%!%#4)

=<"! "#($" &
#

=<!& )!*#*!(**

这与上述数值结果很好地符合*
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将此结果与处处光滑的二维映象相比较，可以

看出，一个分段光滑的映象在同宿相切的边界激变

中，当稳定流形与不稳定流形的相切点为映象的不

可微点或其映象点时，激变的标度因子是处处光滑

的二维映象中同宿相切边界激变的标度因子的!倍!
这说明了分段光滑映象中特征边界激变的独特性!
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