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利用对称性约化的直接法，给出了具有非线性色散情况下的!（"，#）模型的所有对称性约化)从第一种约化
方程的*+,-./01性质分析可知，!（"，#）模型仅当"2#3"和"2#3$时是可积的)特殊情况下（行波约化），这
种约化的解可用一个积分表示)给出了!（"，"）和!（"，"）的一般孤波解的明显表达式)

!"##：(!4(5；(!’#6/

" 引 言

在非线性理论的研究中，求解一个非线性偏微

分方程是一件非常困难的工作)通常一种有效的方
法是利用对称性将高维的偏微分方程约化成低维的

方程来求解)在众多的对称性约化方法中，所谓的

75（7.+89:;-<58=:9+.）直接法是最简单有效的［"，$］)
如7.+89:;-等成功地将"3"维的偏微分方程
（>;=::,-/:?方程，5@A方程，>=8B/8:方程等等）约
化成了*+,-./01!，"，#型方程等等)这种方法也
已被推广应用到了高维的非线性方程［!］)
在许多具体物理问题中，孤子是由非线性自相

互作用和线性色散相平衡而形成稳定状态的)然而
在另一些重要物理问题中，色散并不是线性的)在非
线性色散的情况下，最简单的物理模型为所谓的

!（"，#）方程［4］，即

$%&（$"）’&（$#）’’’(() （"）

当取（"，#）为（$，"）时即为标准的5@A方程，（"，

#）为（!，"）时即为通常的修正5@A方程)在#""
的情况下，*C,.,D等研究了它们的分段连续可导的
所谓7;ED+FG;-的有趣性质)如7;ED+FG;-具有弹
性碰撞等有趣的类似于孤子的性质)然而我们尚未
见这类方程处处连续可导的通常意义下的孤子解的

报道)本文利用对称性约化来给出!（"，#）模型的
所有对称性约化，并给出在取特定"，#值时的一
些有意义的精确解)

$ !（"，#）方程的对称性约化

利用7.+89:;-和58=:9+.的直接方法，将一般
的对称性约化形式

$(*（’，%，+（,）），,(,（’，%） （$）
代入方程（"），用类似于文献［"］的方法可以证明，只
要取$为+ 的一次式

$(!（’，%）&"（’，%）+（,）， （!）
即可得到方程（"）的所有对称性约化)从（!）式可知
在决定!，"，,时，为了去掉等价的对称性约化可使
用如下规则［#］：

规则"：若"2"(（’，%）#（,）则可取#（,）2
#(为任意常数)

（作代换+#+（,）#(／#（,））)
规则$：若!2!(（’，%）3"（’，%）#（,），则可

取 #2()
（作代换+（,）#+（,）H#（,））)

规则!：若#（,）是可逆函数，且#（,）2,(（’，

%），则可取

#（,）2,2,(（’，%）)
（作代换,##H"（,））)

将（!）式代入（"）式并取
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·（（,"#%#）!’""#!"’）(#$"， （&）
其中“)”表示对&的导数，由（#）式的假设，( 仅是&
的函数，因此（&）式的( 的各类不同项的系数必然
成比例，且比例系数仅为&的函数-分析（&）式的各
项并利用.！’$（.($）及$（.($）’)，（.""）
的性质，可将（&）式写为

!
$

/$"
!
$

#$"
!
#

0$"
!
1

2$"
3/#02（(#）/（(*）#（()）0(2$"，

1$*+,［,"#，!"#］， （-）
其中*+,［,(#，!(#］表示取（,(#）和（!(#）中
大的一个，而相应的3/#02可以由（&）式读出-由于我
们假设( 仅是&的函数，（-）式应为仅是一个( 对

&的常微分方程-因此所有的3/#02只能是&的函数
乘以一个公共的非& 函数因子-从（&）式可知

3$""（!(!）（即(#(!(!项的系数）为!"!(#&#’-根据
标准的./直接法［$］和012［!］的讨论可知，如果&’
#"，可简单取!"!(#&#’为公共因子-而&’’"的情
况应另加讨论-下面我们就&’#"和&’’"两种情
况分别加以讨论-
$）当&’#"时，取3$""（!(!）为公共因子，则（-）
式（从而（&）式）为常微分方程的必要条件为

3/#02$!"!"#&#’$/#02，

/$"，$，#$"，$，0$"，$，!，#，

2$"，$，⋯，*+,［,"#，!"#］， （3）
其中$/#02为&的待定函数-取（3）式中/’$，#’"，0
’"，2’!($时，具体的形式为

!（!"!）!"!"!&#’$!"!"#&#’$$""（!"$），（4）
即

!$ "
!"!$$""（!"$）-

（$"）

利用规则!，则立刻可得

!$" $$""（!"$）$"- （$$）
将（$$）式代入（&）式可知，（-）式中不为"的非平凡
方程为

#!（!%$）"!"#&#’$!"!"#&#’$"$$（!"$），（$!）

#!（!&’"’""&’’）"!"!&’$!"!"#&#’$"$"（!"!），
（$#）

!（!!%#!"!）"!"#&#’$!"!"#&#’$""#!，（$%）

#!（!%$）（"&’’"!"’&’）"!"!&’
$!"!"#&#’$""!（!"$）， （$5）
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!!!"#$!$%"!"&"##$"， （$%）

’!’%"!&#$!$%"!"&"##$（’%&）， （$’）

$（"$（$($）!&!&&%"$!（!&!&）&%!&!&&&）!$%$

#$!$%"!"&"##$（$%&）， （$(）

!"!"#$!$%"!"&"###!， （$)）

$（（$($）（$(&）!"&%"（$($）!!&!&&
%!&!&&&）!$#$!$%"!"&"###（$%"）， （&#）

’!’%&!&#$!$%"!"&"###（’%"）) （&$）
从（$’）式利用规则$即可得

"##$（’%&）#$，!#
$（ ）’

$／（’($）

!&／（’($）& ，

（&&）
（$"）式积分一次后的方程为

!&!$##$（"）*+,!
!
"#$#（$%&）（!*）-!*，（&"）

其中#$（"）为"的任意函数)将（&&）式代入（&"）式
可得

!&*+,!
!$(’
’%$"#$#（$%&）

（!*）-!*

##（’($）／（’%$）$
’（ ）$

$／（’%$）

"#（"）)（&!）

将（&!）式再积分一次并利用规则"即得

!##（"）&%$（"）， "#$#（$%&）##，

!#
$#&（ ）’

$／（’($）

) （&.）

将（&.）式代入（$%）式得

#"&%$"#$
$#&（ ）’
（$($）／（’($）

#""##$")（&%）

由于（&%）式的左边仅是&的一次函数，因此"##$"
只能有+!/,（+，,为任意常数）的形式)将"##$"0
+!/,代入（&%）式并比较&的系数，我们可得到决
定#和$的两个方程：

#"#-’$#&
（&’($($）／（’($），

-’$#+$
$（ ）’
（$($）／（’($）

， （&’）

$"#（+$%,）#
（"’($(&）／（’($）-’$／+)（&(）

（&’）和（&(）式的一般解为

##
-’$
"’($(&
$(’
（"("#［ ］）

（$(’）／（"’($(&）

+##，
. +##

$

%

& ，
（&)）

$#
(,+ %%
（"("#）

（$(’）／（"’($(&） +##，

&（"("#） +##
$
%

& ，
（"#）

其中.，%，&，"#为任意常数)根据前面的结果，我们
可得!&##时不为零的"/012（!）有

"#$$（$%$）#"（$($）， "##"$#（$($）（$(&），

"##$"#+!%,， "##$（’%&）#$，

"###!#
&+
’($)

（"$）
最后3 满足的常微分方程为

"（$($）3$%$3*34%（+!%,）3"3*
%3’%&3*%（$($）（$(&）3$3*"

%3$%&3’% &+
’($3

!##， （"&）

而相应的5（’，$）方程的解为由60!3（!）给定
及!，!由（&.），（&)），（"#）式表示)对于’0$，类
似的计算表明，仅有结果是取（&)），（"#）式中+0#
的情况且取!0.1&

／$，"###!0#，最后的约化常微分
方程为（"&）式中没有最后一项的方程)一般说来常
微分方程约化（"&）式仍然不一定是可积的)利用标
准的23456*78分析法可知（"&）式仅当’0$1$和

$1&时是可以用泰勒级数求得一般解［%］)对于+0
#的特殊情况，（"&）式的一般解可用下述一般的积
分表达式表示：

!
3 ’（’%$）（$%$’ ）3$($-3
7$3$%7&(&,’（’%$）3$%$(&（$%$）3’%’ $

#!(!#) （""）

&）当!&0#时，由于规则"，可简单地取!0")
对于!0"，把（"）式代入方程（$），并利用.！

0"（./$）及"（./$）09，（.(#）的性质可将方
程（%）写为

)
$

/##
)
8

0##
9/0（3*）/30##，

8#:3+［’%"，$%"］)
（"!）

从（"!）式可知 9#（’/"）（即 3’/"项的系数）为

’!&!’/&，可简单取’!&!’/&为公共因子，则（"!）式
为常微分方程的必要条件为

9/0#’!&!’%&"/0
/##，$，0##，$，⋯，:3+［’%&，$%"］)

（".）
其中"/0为"的待定函数)取（".）式中/0$，00"和

/0#，00’/&时，具体的形式为

!!#’!&!’%&"$"（"）， （"%）

’（’%&）(!&!’%$%’(&!’%&#’!&!’%&"#（’%&）（"）)
（"’）
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将规则!应用于（"#）式，可取!!"$!，将规则%应
用于（"&）式可取!’（!(%）$’，并由此可得

""
!#!
!
（$%$’（&（ ）））

!／（!#!）
，#"

#’（&）

"!%%
，

（")）
其中#’（&）和$’（&）为待定的&的函数’将（")）式代
入方程可知，要求（"*）式对于任意的$成立唯一的
解为

$’（&）"$’"常数，#’（&）"’，

!!’"!!!"!!%"!’("’
（("’，!，⋯，+,-［!%!，)%%］）， （".）

!!""!，

!’（)%"）"
)（)%!#!）（)%%#%!）

!（!#!）（$%$’）

· !#!
!
（$%$’［ ］）

)／（!（!#!））

’

由于假设!’（)("）仅为&的函数，因此这种约化仅对

)$!/!，%!/%和!（!/!）三种情况才有可
能’当)$!/!，%!/%时，将（".）式代入（"*）式
即得*（&）应满足的常微分方程为

*&%*! "’’ （*’）

（*’）式的一般解为

* " !
（!#!）（&%&’［ ］）

!／（!#!）

’ （*!）

最后得到+（!，)）的相应一般解为

,"
（$%$’）
!（&%&’［ ］）

!／（!#!）

’ （*%）

对于)$!（!/!）情况，将（".）式代入（"*）式可知

*（&）应满足的常微分方程为

*&%*!%
（!#%）（!#!）*

! *!（!#!）"’，

（*"）
其一般解可用下述一般的积分表达式表示：

!
* 0*

#*!#
（!#%）（!#!）*

! *!（!#!）
"&#&’’

（**）

" +（!，)）方程对称性约化的特例

!）对+（"，%）方程，-$"’情况约化后的常微
分方程为（取.$’的特殊情况）

/*0%*%*0%"*0*1%**$"’，（*1）
其孤立波解为

* "#!% #%’"# /"2,34%
*

#1’’"# /
!’

$

%

&

’-
#

(

)

*

+
% ’

（*#）
对-$$’，约化后的常微分方程为

*&%*""’， （*&）
其解为

* " !
%（&%&’# ）

’ （*)）

%）对+（!，!）方程，-$"’情况约化后的常微
分方程为（取.$’的特殊情况）

/*0%*!#!*0%*$"’， （*.）

相应于+（!，)）方程的孤立波解为

," %2
%（!%!）
!#! 5674%2（$#$’（｛ ）

% *2"
（!#!）% ）｝&

!／（!#!）

’ （1’）

"）对于!$)的情况，相应的89+:,7293解为

,"

*!%%
!%#!

795% !#!%!
（$#$’）%%（ ）｛ ｝&

!／（!#!）

!#!
%!
（$#$’）%%& ,

!
%
，

’ !#!
%!
（$#$’）%%& -

!
%

.

$

% ’

（1!）

* 结论和讨论

本文利用8;,<=593和><?5=,;的直接方法给出
了具有非线性色散的一般+（!，)）方程的所有可
能的常微分方程约化’对于-$"’的一般约化（"%）
式仅当!$)(!和!$)(%时是@,A3;6BC可积
的D而对于（"%）式中的一个特殊情况.$’时，其一
般解可用一个积分形式表示D第二种对称约化是相
对于@,A3;6BC分析中的奇性流形是特征流形的情
况，即-$$’D对于这种特殊的约化，仅当)与! 之
间满足三种特殊关系，)$!/!，)$%!/%和)
$!（!/!）时才有意义D对于前二种情况约化有完
全相同的解D而对于后一种情况一般解可用一个积
分表达式表示D对于+（"，%），+（!，!）和+（!，

!）的情况下，一般的孤子解和89+:,7293解可明显
给出，而对于其他的（!，)）一般的孤波解或89+E
:,7293解尚未给出，有待于进一步研究D
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