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利用’()*+,-.和/*0,+)(引入的直接约化法，给出了具有阻尼项的非线性波动方程!""1$#!$$"2!!$$$$3

"（!%$）$（!"#，"##，%$$）三种类型的相似约化4从这些约化方程的5)6.(789分析表明该方程在:;(-<6=>的猜测意

义下是不可积的4此外还获得了该方程（%3$）的%种精确类孤波解4
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! 引 言

为了研究波运动的规律，人们往往借助于非线

性波动方程的精确解4然而求解非线性波动方程较
困难4这需要首先对方程进行约化4目前存在三种有
效的偏微分方程相似约化的方法：（!）古典法———无
穷小变换的C67群法［!—&］；（$）非古典法———条件对
称法［%，B］；（&）直接法［"，D］4直接法没有引入群论的概
念，并且用直接法可以产生前两种方法所不能得到

的新的约化4这种方法已被应用于很多方程，如

E-0,,6.7,F方程、/5方程、/GH方程、I/GH方程、

JE/方程、K/方程及变更E-0,,6.7,F方程等［"，D］4
在对弹塑性微观结构模型进行弱非线性分析

时，文献［A］研究了一维弹性杆的纵振动问题和二维
反平面剪切问题，推导出动动的位移函数!（$，"）
满足如下形式的非线性波动方程：

!""&!!$$$$’"（!$$）$， （!）
其中!"#，"##为任意实数(在实际过程中，粘性
对由非线性项引起的能量积聚通常起着重要的耗散

作用(因此，最近文献［@］研究了具有粘性阻尼项的
非线性波动方程，即

!"")$#!$$"&!!$$$$’"（!%$）$，%$$（$）
的初值问题!（$，#）3#（$），!"（$，#）3$（$），$%
*(本文将利用直接法给出方程（$）（%$$）的相似

约化，并根据这些约化，可以证明具有阻尼项的非线

性波动方程是不可积的(

$ 方程（$）（%3$）的相似约化

众所周知，方程（$）（%3$）的所有解可表示为
!（$，"）3+（$，"，,（-（$，"）））(事实上，没有必
要设这种一般形式，可以证明，只须令!为如下形
式：

!（$，"）’.（$，"）&/（$，"）,（-（$，"）），

-’-（$，"）， （&）
其中.（$，"），/（$，"），-（$，"）为待定函数，,（-）
为满足某一常微分方程(将（&）式代入（$）式，在%3
$时，得

!/-%$,00&（%!/$-&$&"!/-$$-$$)$#/-$$-"）,%

&［!（"/$$-$$&!$/$-$-$$&&/-$$$&%/-$-$$）

)$#（$/$-$-"&/-$$-"&/"-$$&$/-$-$"）)$".$/-$$
&/-$"］,0&［!（%/$$$-$&"/$$-$$&/-$$$$
&%/$-$$$）)$#（/$$-"&$/$"-$&$/$-$"&/"-$$
&/-$$"）)$"（$.$/$-$&.$/-$$&.$$/-$）

&/-""&$/"-"］,1&［!/$$$$)$#/$$")$"（.$/$$
&.$$/$）&/""］,)$"/$/$$,$)$"（$/$$-$
&//$-$$&//$$-$）,,1)$"（$//$-$$
&/$-$-$$）,1$)$"//$-$$,,0)$"/$-&$,1,0
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!"##!!"$$$$%!&"$$#%!""$"$$’"，（#）
其中上撇表示$／$()为了使方程（#）化为常微分方
程，则*及其导数的各种组合项的系数之比仅为(
的函数，因此当($!"时，得（以 *++项的系数

!,(#$作为标准）

#!,$(%$!&!,(!$($$%!&,(!$(#’!,(#$-’（(），（(）

!（&,$$(!$!’!,$($($$!%,(!$$!#,($($$）

%!&（!,$($(#!,($$(#!,#(!$!!,($($#）

%!""$,(!$!,(!#’!,(#$-!（(）， （&）

!（#,$$$($!&,$$($$!,($$$$!#,$($$$）

%!&（,$$(#!!,$#($!!,$($#!,#($$!,($$#）

%!"（!"$,$($!"$,($$!"$$,($）!,(##
!!,#(#’!,(#$-%（(）， （)）

!,$$$$%!&,$$#%!"（"$,$$!"$$,$）

!,##!,(#$-#（(）， （*）

%!",$,$$’!,(#$-(（(）， （+）

%!"（!,!$($!,,$($$!,,$$($）’!,(#$-&（(），
（’"）

%!"（!,,$(!$!,!($($$）’!,(#$-)（(）， （’’）

%!",,$(!$’!,(#$-*（(）， （’!）

%!",!(%$’!,(#$-+（(）， （’%）

"##!!"$$$$%!&"$$#%!""$"$$’!,(#$-’"（(），
（’#）

其中-.（(）（.,’，!，⋯，’"）为待定函数)为了从方
程组（(）—（’#）中求出"，,，(，-.（.,’，!，⋯，

’"），需要引入如下规则［&］：
规则（-） 若"（$，#）,""（$，#）.,（$，#）

·/（(），则取/（(）,"（可作变换*（(）"*（(）

//（(））)
规则（0） 若,（$，#）,,"（$，#）/（(），则

取/（(）,’（可作变换*（(）"*（(）/"／*）)
规则（1） 若(（$，#）由("（$，#）,/（(）确

定，且/（(）为可逆函数，则取 /（(）,(（可作变
换("//’（(））)
根据规则（-）—（1），可推得

-’（(）’%
!&
!
（0(!1），

-!（(）’
’
!
［（0(!1）!%&&0］，

-%（(）’
(0
!
（0(!1），-#（(）’

%0!
!

-+（(）’%
!"
!
，-(’-&’-)’-*’-’"’")

（’(）

2’#（#）*（(），

(（$，#）’#（#）$!$（#）， （’&）

##’0#%，$##%0#!$#
%!0##（0$!1）’"， （’)）

且*（(）满足如下的变系数非线性常系数微分方
程：

!*++%!&（0(!1）*%!［（0(!1）!%&&0］*+
!(0（0(!1）*3!%0!*%!"*3*+’"，（’*）
其中0，1为任意常数)下面分两种情况进行讨论：
情况! 当0,"时，方程（’)）的一般解为

#（#）’#"’123456，$（#）’1#!"#!$")
（’+）

因此由方程（’&），（’*），（’+），得方程（!）（4,!）的
一种相似约化

2（$，#）’#"*（(），(（$，#）’#"$!1#!#!$"，
（!"）

!*%%!&1*+!1!*3%"*3!!5’’"，（!’）
其中#"，$"，5’为积分常数)
情况" 当0!"时，方程（’)）的一般解为

#（#）’ ’
%!0（#!#"# ）

，$（#）’
5!

0 #!## "
%10)

（!!）
因此由方程（’&），（’*），（!!），得方程（!）（4,!）的
另一种相似约化

2（$，#）’ ’
%!0（#!#"# ）

*（(），

(（$，#）’ $
%!0（#!#"# ）

!
5!

0 #!## "
%10
，

（!%）

!*%%!&0(*+%!&1*+%"*3!!0!(!*3
!!01(*3!1!*3%#&0*3!%0!(*
!%01*!5%’"， （!#）
其中0$"，5!，5%为积分常数)
对($,"，即(,(（#），由规则（1），设(（#）,

#，则方程（#）约化为

,*+!（%!&,$$!!,#）*3!［!,$$$$%!&,$$#
%!"（"$,$$!"$$,$）!,##］*%!",$,$$*!

!"##!!"$$$$%!&"$$#%!""$"$$’") （!(）
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以!"项的系数#作为平衡项，得

$!%#&&’!#()#!"（(），

"#&&&&$!%#&&($!#（*&#&&’*&&#&）

’#(()#!!（(），

$!##&#&&)#!#（(），

*((’"*&&&&$!%*&&($!#*&*&&)#!$（(）+
（!%）

根据规则（&）—（’），从方程组（!%）可解得方程（!）如
下相似解：

,（&，(）)*#（(）&#’*!（(）&!’*"（(）&

’*(（(）’)
"
!
（(’((）!（(），

其中*#（(），*!（(），*"（(），*(（(）满足

*"#（(）$#%#*!#（(）)(，

*"!（(）$#%#*!（(）*#（(）)(，

*""（(）$$#［!*!!（(）’#*"（(）*#（(）］

$"!%*-#（(）)(，

*"(（(）$$#*"（(）*!（(）$$%*-!（(）

$)
"
!
（(’((）!$（(）)(，

!"’!-’"$!’!$
（(）)(，

其中!$（(）为(的任意函数+

# 方程（!）（.!!）的相似约化

类似于第二部分对方程（!）（.*!）的约化方
法+设当.!!时，方程（!）具有相似解（#），将（#）式
代入（!）式，根据规则（&）—（’），可推得如下类型的
相似约化：

情况!

,（&，(）)$
#$.
.$"
( !（/），/（&，(）)$(&’0$!(’1$，

（!+）

"!%$!%0!"’0!!-$#!-.’1,)(， （!-）

其中$(，1$，1,为积分常数，0为任意常数+
情况"

,（&，(）) $ "
$!2（(’(("［ ］）

#$.
.$"
!（/），

/（&，(）) &
$!2（(’((" ）

’
1%

2 (’(" (
$02
，

（!.）

"!""$!%（2/’0）!%’［（2/’0）!

$!（.’"）%2］!"’.’#.$"2
（2/’0）!-

’
（.’"）（#$.）
（.$"）!

2!!$!#!-.$"!")(，（#(）

其中2#(，0，1%为任意常数+

$ 方程（!）（.$!）的可积性和精确解

从方程（!）所推得的相似约化可知，方程（!"），
（!$），（!-），（#(）都不是/&012)34型的方程+根据文
献［%，+］中可积条件：若从某个微分方程的相似约化
中所得到的每一个常微分方程都是/&012)34型的方
程，则该方程是可积的+因此具有阻尼项的非线性波
动方程（!）是不可积的+这里仅以方程（!"）为例为证
明方程（!）的不可积性+只须证明方程（!"）不是

/&012)34型的方程+根据5627809:，;&<&10和=)>?@
提出的一种分析非线性ABC是否为/型的方法
（简称5;=方法［"(］）+首先确定!（/）在/(领域中
的主要性态（其中/*/(为方程（!"）解!（/）流动
极点），设

!（3）% 4
（/$/(）5

（/%/(），

其中4，5为待定常数，则方程（!"）的两个主项!%，
!-!为
!%%4（$5）（$5$"）（$5$!）（/$/(）$5$#，

!-!%4!5!（/$/(）$!
（5’"）（/%/(），

通过平衡这两项，得5)"，4)%"
#
+然后确定共鸣

项，令6*/D/(，将

!（/）%%"
#6

$"’#6$"’7

（其中#，7为常数）代入方程（!"）的主要性态，平衡
次主项（即含#的项），得

#"［（7$"）（7$!）（7$#）

’"!（7$"）］67$$%(（6%(）+
由此式可解得

7")"，7!)
,’ "0 $+
!
，

7#)
,$ "0 $+
!
， 0) $" "+

由于7!，7#不是整数，则意味会出现代数支点（复数
域），因此方程（!"）不是/型（/&012)34型）+
下面寻代方程（!）（.*!）的一些精确解：
对于方程（!）（.*!）的第一类约化方程（!"），

设其有如下形式的解：
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!"（#）$%!&%"’（#）&%#’#（#），

’"（#）$(（"&!’#），(!!，!$)"，（$"）
其中%!，%"，%#，(为待定常数*将（$"）式代入（#"）
式，根据"，’，’#，’$，’%线性无关，得

+$"
#
%#(#&

"
#%

#
#$!，

+"
#
%"(#&

#,-!
#
%#(&%"%#$!，

+%"!
#
%#(#&

,-!
#
%"(&

"
#%

#
"

&%!%#+
-#
##
%#$!，

+"!
#
%"(#&

#,-
#
%#(&%!%"+

-#
##
%"$!，

+"
#
%#(#&

,-
#
%"(&

"
#%

#
!+
-#
##
%!+

."
##
$!*

（$#）
又因为方程’"（#）&(（"’!’#），!&("有通解

’（/）$)*+,（(#），’（/）$-.),（(#），!$+"，
（$$）

’（/）$)*+（(#），’（/）$+-.)（(#），!$"*
（$%）

解方程组（$#），并由方程（#!），（#/）及上述结论，可
得方程（#）（0&#）的如下形式的精确解，其中包括
精确类钟状孤波解、奇异孤波解和周期波解：

1"（2，3）$+
0,-$!
1#
)*+,,-1"
（$!2&-$#!3&%!［ ］）

&
"#,-$!
1#
2+#-.3,,-1"

（$!2&-$#!3&%!［ ］｛ ｝）

&
-#$!
#"#
（$!2&-$#!3&%!）&.4，

1#（2，3）$+
0,-$!
1#
)*+,,-1"
（$!2&-$#!3&%!［ ］）

+
"#,-$!
1#
2+#-.3,,-1"

（$!2&-$#!3&%!［ ］｛ ｝）

&
-#$!
#"#
（$!2&-$#!3&%!）&.5，

1$（2，3）$+
0,-$!
1#
-.),,-1"
（$!2&-$#!3&%!［ ］）

&
"#,-$!
1#
2+#36+,,-1"

（$!2&-$#!3&%!［ ］｛ ｝）

&
-#$!
#"#
（$!2&-$#!3&%!）&./，

1%（2，3）$+
0,-$!
1#
-.),,-1"
（$!2&-$#!3&%!［ ］）

+
"#,-$!
1#
2++#36+,,-1"

（$!2&-$#!3&%!［ ］｛ ｝）

&
-#$!
#"#
（$!2&-$#!3&%!）&."!，

其中.4，.5，./，."!为积分常数*注意：在求解方程组
（$#）时，要选取适当的积分常数."*当!&"时，即

’（/）为（$%）式，由于从方程组（$#）解得(，%"为
复数，因此可得到复空间中的若干周期波解*在此略
去此结论*

1 结 论

本文将有效的直接约化法成功地应用于具有阻

尼项的非线性波动方程（#）中，获得了若干类型的相
似约化和精确解*并根据方程可积性的7*6+289:判
断，证明了方程（#）是不可积的*此外，根据所得到的
约化常微分方程，借助于;6--*)6方程，获得了方程
（#）（0&#）的实数域中的%种不同类型显式精确类
孤波解和奇异类孤波解*对于方程（#）（0"#）的精
确解及其他性质，须进一步考虑*

［"］ <=>68，45.6*7836*，!（"55"），$#5=
［#］ 7=?=@928A，BCC26-*)6.+3.D>68EA.FC).G6DD8A8+)6*2HI*F)6.+3
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［5］ B=>6*+XF+，7=B+),.+J，9*4@@A*7836=，(()（"//1），"$0=
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%1（6+S,6+838）［杨志坚、陈国旺，应用数学学报，$%（#!!!），

%1］=
［"!］ V=?=BZ2.[6)T，B=;*O*+6，\=<8JFA，9*7836*;6<=*，$"
（"/5!），4"1=
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