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采用晶格气体模型，用密度波理论确定了六方密堆二元合金的!#种有序结构类型、!(种完全有序结构，并对
一些典型实验结果给予解释)
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! 引 言

许多金属元素、合金和金属间化合物呈六方密

堆结构或与之相关的有序结构，并且在一定条件下

发生有序—无序相变［!—’］)过渡金属二硫族化合物
的插层化合物和石墨插层化合物的,-./012--34
间隙中占据四面体间隙位置的插层金属离子也可呈

六方密堆结构或与之相关的有序结构，并且在一定

条件下发生有序—无序相变［$—&］)这类有序结构的
形成和有序—无序相变的发生对材料的性能均有重

要影响)因此，研究六方密堆二元合金的有序结构的

形成条件和机制具有重要意义，可为此类材料的制

备、研究开发提供依据)本文采用晶格气体模型，用
密度波理论确定六方密堆二元合金的有序结构类

型，并对一些典型的实验结果进行解释)

" 理论方法

六方密堆晶格如图!（-）所示，其中!"（"5!—

(）为第"近邻相互作用能参数#它可视为由两套简
单六方61-7-84格子相互套构成的复式格子，简单六
方61-7-84格子基矢!!，!"，!%如图!（9）所示)任意
原胞位置可表示为

图! 六方密堆晶格及其61-7-84格子
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!!"!"!#""""#"#"# （"!，""，"#为整数），
（!）

式中!"!!$!""!$$%，!"#!$%%&用#!表示第!（!
$!，"）套&’()(*+格子相对原点的位移，则每一格点
的位置可表示为

!!!!##! （!!!，"）& （"）
设系统的格点总数为’，(和)两种离子的数

目分别为’(和’)，则’(,’)$’，%（$’(／’）
为(种离子的浓度&*（!!）为( 种离子在格点!!
的占据概率，在完全无序态，*（!!）$%；在有序态，

*（!!）将偏离%&根据密度波理论
［!%，!!］，*（!!）表

示为

*（!!）!%#
!
""" "$+"

（!，$）,"（$）

·-./（*$·!）， （#）
式中+"（!，$）为极化矢量，,"（$）为密度波振幅&
此二元系统的离子间相互作用哈密顿量的本征值为

-!+%.
’(
""!#"! /!#

（!）

#’""" "$$"
（$）0,"（$）0"， （0）

式中+%为纯( 种离子点据和纯)种离子占据情
况下系统的相互作用能之和，/!#（!1!1）为相互
作用能参数，它可表示为

/!#（!.!1）!/
!#
((（!.!1）#/!#))（!.!1）

."/!#()（!.!1）， （2）
式中/!#23（!1!1）（2，3可取( 或)）为第!套
&’()(*+格子!位置上的2离子与第#套&’()(*+格
子!1位置上的3离子之间的有效相互作用能之和&
（0）式中$"（$）为$空间相互作用能参数4!#（$）的
本征值&4!#（$）满足

4!#（$）!"
!
/!#（!）-./（*$·!）& （3）

$"（$），4!#（$），+"（!，$）满足

"
#
4!#（$）+"（#，$）!$"（$）+"（!，$）&（4）

最稳定的有序结构对应-的极小值，由（0）式可知，
这对应$"（$）的极小值&它由$空间&’*5567*8区的
高对称点（$星）和极化矢量+"（!，$）决定，并且不
受相互作用能参数 /!#23（!）的影响&考虑到能量的
简并和系统无序态在$ 空间的对称性，并利用
,"（%56）$%6"&6"（56）（%56为$星波矢）

［!"］，密度波函

数*（!!）可表示为

*（!!）!%#
!
""6 ""%6""56

［&6"（56）

·+"（!，%56）-./（*$·!）#&#6"（56）

·+#"（!，%56）-./（.*$·!）］， （9）
式中6为$星，"为能量支，%6"为对应$星6和能量
支"的长程序参量，&6"（56）为相应的第56个对称性
参数&根据（9）式可确定稳定的有序结构类型&

# 有序结构类型的确定

简单六方&’()(*+格子的倒格子仍为简单六方
格子，其基矢&!，&"，&#和第一&’*5567*8区以及高对
称点如图"所示&不等效高对称点在$空间的坐标
（即有序波矢）可表示为

｛’｝星：（%，%，%），
｛7｝星：（!／"，%，%），（%，.!／"，%），

（.!／"，!／"，%），
｛8｝星：（!／#，!／#，%），
｛(｝星：（%，%，!／"），
｛9｝星：（!／"，%，!／"），（%，.!／"，!／"），

（.!／"，!／"，!／"），
｛:｝星：（!／#，!／#，!／"）&

据此，可确定有序结构类型如下&

图" 简单六方&’()(*+格子的倒格子基矢、

第一&’*5567*8区和高对称点

由于第#和第0近邻间距差别不大，仅考虑第

0近邻范围内的相互作用，则由（3）式可得

4!!（$）!4""（$）!"/!｛:6+（"!;!）#:6+（"!;"）

#:6+［"!（;!#;"）］｝#"/#:6+（"!;#）

#"/0｛:6+［"!（";!#;"）］

#:6+［"!（;!#";"）］#:6+［"!（;!.;"）］｝，
（;）

4!"（$）!4#"!（$）!/"｛!#-./（.*"!;"）
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!!"#［"$%!（#&!#%）］｝

$［&!!"#（"$%!#’）］% （&(）
（)）和（&(）式中#&，#%，#’分别为波矢!的三个分
量%

!"# !"（!）在#星取极小值

将波矢（(，(，(）代入（)）和（&(）式，得到

&!"（#）（!，"*&，%）%求解方程（+），得到本征值和
极化矢量

$&（#）*%（’’&,’’,’’-.’’%），

(&*
!%
%
&（ ）.& ， （&&）

$%（#）)%（’’&!’’!’’-!’’%），

(%)
!%
%（ ）
&
& %

（&%）

$&（#）和$%（#）均可为极小值%在 ’%"(条件下，

$&（#）#$%（#），$&（#）使*为极小值，可得到与之
相应的密度波函数为

+（"&）),!
!%
%%#&&#&
， （&’）

+（"%）),"
!%
%%#&&#&%

（&-）

这确定了-（或.）离子在两套/0121$3格子上有不同
的占据概率%在完全有序条件下，%#&*&，+（"!）*&
或(，可得到,*&／%，&#& !*%／%%第一套/0121$3格子
完全被-离子占据，另一套格子完全被.离子占据，
如图’（1）所示%这种有序结构类型属于复式简单六方
晶格，即六方密堆晶格，其原胞为/(4/(4,(%

（1）/(4/(4,(有序结构 （5）!’/(4/(4,(有序结构

（6）%/(4%/(4,(有序结构 （7）!’/( !4’/(4,(有序结构

图’ 六方密堆晶格的有序结构（&）
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在二元合金中，!，"两种离子的数量比例可以
连续变化，!（或"）离子的浓度往往小于!／"，此情
况下!星不能使!，"完全有序，但可以保证这两
套#$%&%’(格子的不等效性#根据二次有序化理论，
可以考虑第二套格子优先被"离子完全占据并可
保持不动；第一套格子被!和"离子以一定概率占
据，在完全有序条件下发生二次有序化［!)］#仅考虑
简单六方晶格的!空间#$’**+,’-区的高对称点对

应的二次有序化波矢，已经确定!.种完全有序结
构［!!，!/］#将这些结果用到六方密堆晶格上，给出!.
种三维有序结构，如图)（0）—（1）、图/（%）—（1）、图

2（%）—（3）所示4
在$"!.条件下，""（!）!"!（!），""（!）使%

为极小值，两套#$%&%’(格子等效，!（或"）离子在
两套#$%&%’(格子上有相同的占据概率，不能形成有
序结构，如图!（%）所示#

（%）&.5&.5"’.有序结构 （0）")&.5&.5"’.有序结构

（3）")&.5&.5"’.有序结构 （1）"&.5"&.5"’.有序结构

图/ 六方密堆晶格的有序结构（"）

!"# !"（!）在" 星取极小值

将波矢!代入（6）和（!.）式，得到(#$（)）（#，

$7!，"）#求解方程（8），得到本征值和极化矢量

"!（)）*"（+$!,$)+$/+$"），

-!*
""
"
!
+（ ）! ， （!2）

""（)）*"（+$!,$)+$/,$"），

-"*
""
"（ ）
!
! #

（!9）

):":! 在$"#.条件下，"!（)）!""（)），
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（!）"!#$"!#$""#有序结构 （%）!&!# !$&!#$""#有序结构

（’）!&!# !$&!#$""#有序结构 （(）!&!#$!#$""#有序结构

图) 六方密堆晶格的有序结构（&）

!*（#）使$ 为极小值，根据对称性参数"#*（*），

"#*（"），"#*（&）的不同选取，有以下两种情况：
（*）"#*（*）+"#*"#，"#*（"）+"#*（&）+#%与

（*)）式相应的密度波函数为

&（!*）’"(
!"
"##*"#*’,-)*!

， （*.）

&（!"）’"*
!"
"##*"#*’,-)*!%

（*/）

当)*+"+（+ 为整数）时，&（!*）+"0
!"
"##*"#*

；

&（!"）+"1
!"
"##*"#*%

当)*+"+0*时，&（!*）

+"1!""##*"#*
；&（!"）+"0

!"
"##*"#*%

这确定了

对称性较低、原胞为!&!#$!#$"#的三维有序结
构，如图)（(）所示%
（"）"#*（*）+"#*（"）+"#*（&）+"#*"#%与

（*)）式相应的密度波函数为

&（!*）’"(
!"
"##*"#*
［’,-)*!

(’,-)"!(’,-（)**)"）!］，（*2）

&（!"）’"*
!"
"##*"#*
［’,-)*!

(’,-)"!(’,-（)**)"）!］%（"#）
当)*+"+ 且)"+",（+，,为整数）时，&（!*）+"

0 !&"
"##*"#*

；&（!"）+"1
!&"
" ##*"#*%

其他情
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况，!（!!）""#
!$
$!#!"#!

；!（!$）""%
!$
$!#!"#!$

这确定了原胞为$%&’$%&’"&的有序结构，如图(
（)）所示$

*+$+$ 在 &$"&条件下，#$（#）"#!（#），

#$（#）使’ 为极小值，根据对称性参数"#$（!），

"#$（$），"#$（*）的不同选取，有以下两种情况：
（!）"#$（!）""#$#&，"#$（$）""#$（*）"&$与

（!(）式相应的密度波函数为

!（!!）(!（!$）(")
!$
$!#$"#$,-.*!!$

（$!）
当*!"$+（+ 为整数）时，!（!!）"!（!$）""%

!$
$!#$"#$$

当*!"$+%!时，!（!!）"!（!$）""

#!$$!#$"#$$
这确定了对称性较低、原胞为!*%&’

%&’"&的有序结构，如图(（/）所示$
（$）"#$（!）""#$（$）""#$（*）""#$#&$与

（!(）式相应的密度波函数为

!（!!）(!（!$）(")
!$
$!#$"#$
［,-.*!!

),-.*$!),-.（*!,*$）!］$ （$$）
当*!"$+ 且*$"$-（+，-为整数）时，!（!!）"

!（!$）""%
!*$
$!#$"#$$

其他情况，!（!!）"!（!$）

""#!$$!#$"#$$
这确定了原胞为$%&’$%&’"&的

有序结构，如图(（,）所示，这种有序结构类型仍属
于六方密堆结构$

（)）$%&’$%&’"&有序结构 （/）!*%&’%&’"&有序结构

（,）$%&’$%&’"&有序结构 （0）!*%& !’*%&’"&有序结构

图( 六方密堆晶格的有序结构（1）
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!"! !"（!）在"星取极小值

同理，将波矢! 代入（!）和（"#）式，得到

!!"（"）（!，"$"，%）#求解方程（&），得到本征值和
极化矢量

#"（"）$%’&"’%&’’(&)， ("$（ ）"# ，
（%’）

#%（"）$%’&"’%&’’(&)， (%$（ ）#" #
（%)）

与（%’）式相应的密度波函数为

)（#"）$*’$""%""*+,（+"’+%）
%!［ ］’ ，（%-）

)（#%）$*# （%(）

此情况下, 离子在第一套./0102,格子上有序排
列，在第二套./0102,格子上随机排列，这确定了原
胞为!’-# !3 ’-#3*#的三维有序结构类型，如图(
（4）所示#

!"# !"（!）在$星取极小值

同理，可得到本征值和极化矢量

#"（,）$%（’&"%&’’’&)）， ("$（ ）"# ，
（%&）

#%（,）$%（’&"%&’’’&)）， (%$（ ）#" #
（%5）

与（%&）式相应的密度波函数为

)（#"）$*’$,"%,"*+,+’!， （%!）

)（#%）$*# （’#）

此情况下, 离子在第一套./0102,格子上有序排
列，在第二套./0102,格子上随机排列，这确定了原
胞为-#3-#3%*#的三维有序结构类型，如图&（0）
所示#这种有序结构类型属于六方密堆晶格#

!"$ !"（!）在%星取极小值

同理，可得到本征值和极化矢量

#"（.）$%%（&"’&’’&)）， ("$（ ）"# ，
（’"）

#%（.）$%%（&"’&’’&)）， (%$（ ）#" #
（’%）

（"）选取对称性参数%."（"）$%.""#，%."（%）
$%."（’）$##与（’"）式相应的密度波函数为

)（#"）$*’$."%."*+,［（+"’+’）!］，（’’）

)（#%）$*# （’)）
此情况下, 离子在第一套./0102,格子上有序排
列，在第二套./0102,格子上随机排列，这确定了原
胞为!’-#3-#3%*#的三维有序结构类型，如图&
（6）所示#系统的对称性降低#
（%）选取对称性参数%."（"）$%."（%）$%."（’）

$%.""##与（’"）式相应的密度波函数为
)（#"）$*’$."%."｛*+,［（+"’+’）!］

’*+,［（+%’+’）!］

’*+,［（+"%+%’+’）!］｝， （’-）

)（#%）$*# （’(）
此情况下, 离子在第一套./0102,格子上有序排
列，在第二套./0102,格子上随机排列，这确定了原
胞为%-#3%-#3%*#的三维有序结构类型，如图&
（*）所示#这种有序结构仍为六方密堆晶格#

!"% !"（!）在&星取极小值

同理，可得到本征值和极化矢量

#"（/）$%’&"%%&’’(&)， ("$（ ）"# ，
（’&）

#%（/）$%’&"%%&’’(&)， (%$（ ）#" #
（’5）

与（’&）式相应的密度波函数为

)（#"）$*’$/"%/"*+,（+"’+%）
%!
’’+’［ ］! ，
（’!）

)（#%）$*# （)#）
此情况下, 离子在第一套./0102,格子上有序排
列，在第二套./0102,格子上随机排列，这确定了原
胞为!’-# !3 ’-#3%*#的有序结构类型，如图&（4）
所示#
综上所述，本文确定了"#种可能的三维有序结

构类型，如图’（0），-（4），(（0）—（4），&（0）—（4）所
示；确定了")种完全有序结构，如图’（0）—（4），)
（0）—（4），-（0）—（4），(（6）和（*）所示#

) 分析与讨论

对六方密堆晶格，用密度波理论确定了")种完

&#%%""期 宋庆功等：六方密堆二元合金的有序结构



（!）!"#!"#$""有序结构 （%）!&!"#!"#$""有序结构

（’）$!"#$!"#$""有序结构 （(）!&!" !#&!"#$""有序结构

图) 六方密堆晶格的有序结构（*）

全有序结构#实验上已发现一些典型的三维有序结
构与本文的理论结果相符#
+,众所周知，属于六方晶系的许多晶体的基本
结构为六方密堆晶格［+—-］，与图&（!）一致#这表明
此情况下离子间相互作用能参数满足&$+.$&.
&$/"&$$这一基本关系#

$,属于六方晶系的金属间化合物（或合金）

01&2(，34&56，2(&01，07&87和34&87等稳定的三

维有序结构［*］与图9（’）所示的原胞为$!"#$!"#
""的有序结构一致#这表明，此类晶体中离子间相

互作用能参数满足 $+.$/#$$.$&这一基本
关系#

&,石墨插层化合物:429中:4离子沿!%面形
成!&!" !#&!"有序结构，沿"轴与2层堆垛顺序为

&!&!⋯［;］#这一结构与图&（(）相似，其基本结构如
图&（!）所示，两个2原子为基元占据一套简单六方
晶格；:4离子与空位共同占据另一套简单六方晶
格#二次有序化后，:4离子与空位形成有序结构#
由于六方晶系晶体结构的复杂性，三维有序结

构的实验结果相对缺乏#本文确定的三维有序结构
还有待实验结果的验证#
上面确定的一些有序结构类型不属于完全有序

结构，但它们不等同于无序状态#在离子浓度偏离理
论预期值、温度较高的条件下，材料极可能呈现这些

结构，或经二次有序化形成与之相关的有序结构#本

;"$$ 物 理 学 报 /-卷
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文确定的各种有序结构在理论上是可能的，但在具

体材料上不一定均能实现!本文确定的一些理论结
果还未得到实验证实，这可能恰恰意味着晶体中的

离子浓度和离子间相互作用能参数未满足有序结构

的形成条件!不同材料呈现不同的晶体结构，恰恰表
明材料中粒子间相互作用能参数的不同!
需要指出的是，本文根据系统无序态在波矢!

空间的对称性确定的有序结构是由!"##$%"&区中心
和边界高对称点对应的有序波矢决定的，但能量究

竟在哪一点为极小值最终取决于相互作用能参数

"（"），而 "（"）既与具体材料中# 离子（杂质）
的种类和浓度有关，也与$ 离子（基质）的种类有
关，因为金属原子的电负性各不相同!因而，同一种
金属原子掺入不同的基质可形成不同的有序结构!
同种基质掺入不同金属原子也可形成不同的有序结

构!同种基质掺入同种金属原子，但浓度不同，也会
导致不同的离子间相互作用能参数，可形成不同的

有序结构!因此，所确定的有序结构仅仅是可能的!
只有在能量的极小值确定之后，才能最终确定稳定

的有序结构!由于材料的结构对其性能有重要影响，
从理论上确定材料结构的形成机制和条件（如相互

作用能参数等）对新型材料的制备、研究开发具有重

要意义!要从理论上确定一些具有重要应用前景的
新型材料的结构将成为材料设计的重要方面!
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